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Heber  die  MItCelpnnkte  der  geometrl« 

sehen  Gebilde« 

Herrn  Dr.  Anton  Mfillerj 

•ri.  PrafeMor  4n  Math,   ma  der  t'nivenitat  in  Zdrirh. 


Die  Geometrie  Überhaupt,  die  hnhere  wie  die  elementare,  eiit- 
b&lt  maaAe  Sitze,   irckhe  als  vullis:  isoÜrt  dastehen,  im  Gegen- 
satze za  fielen  Sitzen ,   deren  nähere   oder  entferntere  Venvand- 
scbaA  mit  anderen  nachsewiesen  fiird.    2So  wird   z.  B.  gezeigt, 
dass  einem  Dreiecke  A^C  drei  Punkte  PQR  zukommen,    ron 
denen  jeder  der  gemeinsame  Durchschnitt  dreier  Linien  Ist,  und 
wdche  mit  einanoer  in  einer  geraden  Linie  liegen:  die  drei  Linien, 
welche   ans  den  Eckpunkten  ABC  nach   den  Mitten  der  Seiten 
gehen,  schneiden  einander  in  einem  Punkte  P^  und  drei  zu  den  Seiten 
senicTechte   Linien    hahen   einen   Punkt  Q    mit   einander   gemein, 
wenn  sie  durch  die  Mitten  der  Seiten  gehen,    aber  einen  Punkt 
A,  trenn  sie  durch  die  Eckpunkte  gehen.    Dassi  bei  Vierecken, 
Fünfecken  n.  s.  w.  Analogem  sich   finden   las^se,   ist  ausser  Zwei- 
fel; gleichwohl  geben  die  Lehrbficher    darüber  nicht  Aufschluss. 
Aehnliches  gilt  «'on  anderen  Eigenschaften.    Ein    solches  Isolirt* 
sein  einer  Einzelnheit  ist  immer  ein  Zeichen «  dass  man  nicht  alle 
Seiten  kennt,  und  namentlich  jene  nicht,    welche  den  Weg  zur 
Avffindoag  des  Ganzen,    dem  das  Einzelne  angehört,    zu  zeigen 
S^eignet  sind.      Hierin  lag  zu  allen  Zeiten   ein  mfichtiger  Sporn 
in  vielseitigen  Betrachtung  einer  Sache,  um  auf  diesem  Wege 
die  Einsicht  |in  das  Ganze  zu  erlangen.    Es  sind  indcss  vielfach 
tUe  Bemühungen  vergeblich:    nicht  selten  aber  bleibt  auch  eine 
Whe  ohne    Beachtung,    weil    man    von  dem  W'ertbe  derselben 
^  Ahnung  hat,  wihrend  die  Auffindung  des  Ganzen,  dem  die 
^^  angehorly  n  den  minder  schwi^igeu  Aufgaben  zu  zihlen 


ist.    In^  letzterer  Beziehung  bietet  der  Punkt  P  eines  Dreieckes  | 
ABC,  in  welchem  die  drei ,  aus  den  Eckpunkten  nach  den  Muten  | 
der  Seiten  gehenden  Linien  einander  durchschneiden,    ein  merk-  f 
würdiges  Beispiel ,   dessen  nähere  Beleuchtung  einiges  Interesse 
gewähren  dürfte. 

Wenn  man  (Taf.  I.  Fig.  1.)  von  den  Seiten  eines  Dreieckes 
ABC  jede  in  drei  gleiche  Theile  theilt,  und  von  den  Theilungs- 
punkten  mnp,.  jedes  Paar,  das  einer  Seite  zunächst  liegt,  durch 
eine  gerade  Linie  verbindet,  so  erhält  man  drei  Linien  mq,  nr, 
ps;  jede  derselben  ist  zu  einer  Seite  des  Dreiecks  parallel,  und 
je  zwei  von  ihnen  halbiren  einander;  folglich  gehen  alle  drei  durch 
einen   Punkt  P, 

Dieser  Punkt  P  ist  eben  derselbe,  in  welchem  die  aus  den 
Eckpunkten  nach  den  Mitten  der  Seiten  gehenden  Linien  einan- 
der durchschneiden:  denn  eine  durchs  und P gelegte  Linie  muss 
die  Seite  BC  halbiren.  Wir  haben  somit  eine  Bestimmung  des 
Punktes  P  unabhängig  von  den  durch  die  Eckpunkte  gelegten 
Linien. 

Betrachten  wir  nun  (Taf.  L  Fig.  2.)  den  Punkt  P  als  auf 
die  erwähnte  Weise  bestimmt,  und  legen  durch  denselben  die 
Linien  Aa  und  Bb,  und  ausser  diesen  noch  eine  dritte  Linie 
MO,  welche  nicht  durch  einen  Eckpunkt  geht.  Diese  drei  Linien 
Aa,  Bby  MO  haben  das  mit  einander  gemein,  dass  jede  durch 
P  geht,  und  alle  drei  Seiten  durchächneidet.  Nun  bestehen,  dem 
Vorhergehenden  zufolge,  zwischen  den  von  P  ab  gezählten  Seg- 
menten der  Linien  Aa  und  Bb  die  bekannten  Sätze 

PA=%Pa,    PB2=z±Pb; 

mitiiKi  auch  die  Sätze 

12  ,12 


und 


—    DMlf 


Pa'^PA      """      Pb-'PB 

9»  fragl  sich  also :  wehsher  Zusammenhang  besteht  zwischen  den 
Segmenten  PM,  PN  und  PO  der  dritten  Linie  üfO? 

Die  Antwort  liegt  in  dem  Satze 

PM  —  PN,^  PO'  .  ^"' 

dessen  Richtigkeit  auf  folgende  Weisse  dargethan  wird. 

Man  betrachte  AB  und  AC  dS!s  Transversalen  des  Dreieckes 
.  POu ;  so  hat  man  die  Sätze     ^ 

PA.aB,OMssPM,aA.OB, 

PAMCON^PXaA.OC; 

»itbia,   weU  aAtsi3.Pa,.PAssi.Pa:,  nd  %aBzsii.aC^BC  iai. 


OM     3.  OB 
ON     3.0C 


Akto  loBrt  ttsA  tiiki 

OM^PÜ  +  PJK, 

OB=sOC+BC 

nd  tabtrabire  dann  die  zweite  Gleicliung  von  der  ersten ,    so  er- 
«iiblsidi 


Uorisl 


PO      P0_. 


1 l_^   l^ 

PM—  PN^  PO' 


was  bewiesen  werden  sollte. 

Durch  den  Satz  (a)  ist  eine  erweiterte  Bedeutung  des  Punic- 
tftft  P  getvonnen:  es  ist  ein  Gesetz  ausgedrficLt,  das  für  die 
tk^mente  einer  jeden  durcli  P  gelegten  geraden  Linie  gilt.  Im 
besonderen  Falle,  wenn  eine  durch  /'gelegte  Linie  zugleich  durch 
eioeu  Eckpunkt  geht»  werden  zwei  l^egmente  gleich  gross»  und 
wenn  dielilnie  zu  einer  Seite  parallel  ist,  so  wird  ein  Segment 
=  0D,  und  die  beiden  anderen  sind  gleich  gross. 

Ehe  ich  die  gefundene  Bedeutung  des  Punktes  P  benutze, 
nm  einen  Schritt  weiter  zu  thun,  werde  ich  den  analogen  Punkt 
betrachten«  der  einem  Tetraeder  zukommt. 

Wenn    man    ^Taf.  L  Fig.  3.)  von  den  Kanten  eines  Tetrae- 
ders ÄBCD  eine  jede  in  vier  gleiche  Theile  thcilt,  und  jede  Ter- 
nion    der  Theilongspunkte»    welche    einer  Scitcnfl.'ichc    zunächst 
liegt,  durch  gerade  Linien  verbindet,  so  erhält  man  xwnlf  Linien, 
und  durch  diese  sueleich  vier  Ebenen  abc,  a'c*d\a!'d'*V^  b'"c*"d!^. 
Jede    der  zw5lf  Verbindungslinien    ist    zu   einer  Kante  parallel; 
daher  durdiscbneiden  diese  Linien  einander  in  solchen  Punkten 
\m  n  p  q....t    wodurch  jede  einzelne  de^selben    in  drei    gleiche 
Theile  getheilt  wird.    Weil  jede    der  Ebenen  abc,  a'c'd*,..,.  zu 
^er  Seitenflftehe  parallel  ist,  so  ist  jede,    zweien  dieser  Ebenen 
gemeinsame  Linie   zu  einer  Kaute    parallel.    Die  sechs    Durcb- 
Lschnittslinien   dtfr  Ebenen  abc,..,.   gehen  aber  durch  die  Punkte 

l^aji ,     daher  müssen  jede    zwei    derselben  einander  halbiren. 

tmos  aber  folgt,  dass  die  sechs  Linien  mm\  nn^  pp*»—-  durch 
4eD  einsigen  Ptnkt  P  geben. 


\ 


Legt  man  durch  den  so  bestimmten  Pankt  P  und  durch  den 
Eckpunkt  Ä  eine  gerade  Linie  AP,  so  muss  diese  der  gegen- 
überliegenden Seitenfläche  BCD  in  einem  Punkte  P  begegnen, 
dem  vermuse  seiner  Lage  in  dem  Dreiecke  BCD  die  in  (o)  be- 
zeichnete Eigenschaft  zukommt.  Werden  nämlich  von  A  aus  durch 
p  und  p*  die  Linien  AQ  und  AR  gezogen/  und  zugleich  Q  in  BC 
und  R  in  CD  mit  einander  verbunden/ so  ist  die  neue  Linie  QR 
zu  pp^  parallel  y  mithin  P*  die  Mitte  von  QR\  zugleich  ist  BQ 
von  BCj  und  DR  von  DC  der  dritte  Theil,  also  QR  zu  BD 
parallel;  folglich  hat  P^  die  erwähnte  Lage.  Endlich  ist  PA 
=i.PP',  und  PA=3.PP',  oder 

1  3 


PP''^  PA' 

Man  lege  nun  (Taf.  1.  Fig.  4.)  durch  P  eine  gerade  Linie 
LPOj  welche  zwar  nicht  durch  einen  Eckpunkt  geht,  aber  den- 
noch mit  jeder  Seitenfläche  einen  Punkt  gemein  bat.  Diese  Linie 
liegt  mit  APP  in  einer  Ebene,  welche  ebenfalls  jede  Seitenfläche 
durchschneidet.  Es  seien  AM',  AN',  A0\  LO'  die  Durchschnitts- 
linien der  Seitenflächen  und  der  erwähnten  Ebene,  und  demgü* 
mäss  LMNO  die  Punkte,  weiche  die  Linie  JLjPO|mit  den  Seiten- 
flächen gemein  hat.  Unter  dieser  Voraussetzung  hat  man,  weil 
AM',  AN',  AO'  Transversalen  des  Dreieckes  JÜPP"  sind,  die 
Sätze 

PA.LM.PM'=PM.LM'.P'A, 

PA.LN.PN'=PN.LN'.PA, 

PA.LO.P'0*=zPO.LO'.P'A . 

Weil  nnn  PA  —  S.PP,  und  P'A—i.PP  ist,  so  folgt  hieraus: 

S.LM      i.LM' 


PM~ 

P'M'  ' 

3.LN 

i-LTf 

PN  - 

-  PN'  ' 

3.L0 

i.LO' 

PO  -  P'O' 
Hierin  föhre  man  ein : 

LM=PL—PM;  LM'  =  PL—P1U' 
LN=:PL-PN',  LN'=PL-P'N'. 
LO=PL  +  PO;    LO'=P'L+PO' 

und  subtrahire  dann  die  Summe  der  ersten  und  zweiten  Gleichang 
von  der  dritten,  so  entspringt 


I 


Dem  GeMtse  («)  zufolge  ist  aber 


P'O"  P'M'^  p-N^r 


Mglieb  auch 


PO—PI^PM^  TN  ^> 


Dieser  Satz  giebt  deo  Zusammenliaiig  der  Segmeote  PL,  PM, 
PN  und  PO  an. 

Bei  der  Aonabme  der  Linie  LPO  ist  überhaupt  eine  Richtung 
gewählt,  bei  weicher  die  Punkte ^  in  denen  die  Linie  LPO  den 
Seitenfl&hen  begegnet,  von  einander  verschieden  sind;  indesA 
ist  die  Ricbtong  von  LPO  doch  eine  solche,  dass  auf  der  einen 
Seite  von  P  der  Punkt  O  allein  ist,  während  auf  .der  anderen 
Seite  die  drei  Punkte  L  M  N  liegen.  Im  Gegensätze  zu  dieser 
Richtung  der  Lniie  LPO  steht  eine  andere  (Taf.  1.  Fig.  6.)>  bei 
welcher  die  Punkte  LMNO  paarweise  vertheilt  sind,  auf  der 
einen  Seite  von  P  die  Punkte  L  uod  M,  auf  der  andeien  aber 
N  und  O  liegen.  Man  hat  übrigens  in  diesem  wie  im  vorher- 
gehenden Faue  die  Sätze 

Z.LM_  A.LM' 
TM  -^   PM'  ' 

Z.LN_A.LN' 

PN-^TW' 

Z.LO     i.LO', 
PO  ""  PO'  ' 

und  hieraus  erhält  man,  wenn  man  die  Werthe 

LM^PL-^PMiLM^PL-^PM, 

LN=PL  +  PN;LN'=P'L+PN\ 

LO^PL  +  PO;LO'=:PL+PO' 

einfährt  9  uod  dann  die  erste  Gleichung  von  der  Summe  der  awei- 
ten und  dritten  subtrahirt,  die  Gldchung: 

Nach  («)  i«t  aber 
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folglich  wird 


WS'^TÜ—PL'^TW  ^^^ 

Die  Sätze  {ß)  und  M  sind  zwar  verschieden,  wie  die  Fälle, 
auf  welche  sie  Bezug  haben.  Bringen  wir  aber  diese  Gleichungen 
auf  die  Form 

0-.JL  +  .-L..  -L.  _i_ 

n^    1     .  _L  .      1       .      1 

so  ftllt  ip  die  Augen»  dass  jeder  von  den  SSteen  (ß)  und  (y)  nvr 
ebie  speeielie  Anwendane  eines  allgemeinen  Satzes  Ist,  der  also 
tautet:  einem  Tetraeder  kommt  ein  Funkt  P  von  solcher  Lage  %n, 
dass  in  einer  durch  P  gelegten  geraden  Linie,  welche  in  den 
Punkten  LM  N  O  den  Seitenflächen  begegnet«  die  von  P  ab  ge- 
sfihlten  Segmente  PL,  PM,....  in  der  durch  die  Gleichung 

^'^PL'^  PM'^'PN  +  Tö 

bezeichneten  Weise  zusammenhingen. 

In  gleicher  Weise  kann  man  in  ßezug  auf  die  Segmente  einer 
geraden  Linie «  welche  durch  den  Pdnkt  P  eines  Dreieckes  gelegt 
ist«  und  in  den  Punkten  üf  iV  O  die  Seiten  durchschneidet,  den 
Satz  aufstellen; 


Nachdem  die  eigentliche  Bedeutung  des,  einem  Tetraeder 
angehurigen  Punktes  P  naohgewieseo  worcl^n,  uki  es  leicht,  den 
Beweis  zu  liefern,  dass  einem  Vierecke,  oder  besser  ausgedruckt, 
einem  Aggregate  ?on  yier  oeradea  Linien,  die  ^  einer  Ebene 
liegen,  ein  solcher  Punkt  P  sufcomme»  wie  dei»  Dreiecke;  Ma« 
nehme  an,  es  sei  der  einem  Tetraeder ^^C/>  zukommende  Punkt 
P  bestimmt,  und  es  seien  durch  P  zwei  gerade  Liniep  eelegt, 
von  denen  ^\ß  eine  in  den  Punkten  LMNO9  4iü  andere  m  den 
Punkten  L'M'N'O'  die  Seitenflächen  durchdringt  Diese  geraden 
Linien  LPO  und  VPO*  liegen  in  einer  Ebene  £ ,  und  oestim- 
roen  daher  in  den  Seitenflächen  des  Tetraeders  vier  solehe  gesade 


■i 


Unien  LL\  MMt* ,....,  welche  ein  ebenes  Affgreget  conetituireo. 
HtD  nehme  weiter  an,  in  der  Ebene  E  seien  dnrch  Pnoch  andere 
eemdeLfinien  gelegt,  welche  in  den  Punkten  L"  J^fPi"  C/'sVl.s.w. 
(i\e  Seiteoflächen  dnrchschneiden.  In  sofern  die  Punkte  LMNO.. 
Vi  den  Seitenfläehen  des  Tetraeders  liegen,  hat  man  die  Sätze: 

I  "— i»£,+  PJU^  PN^  PO' 

^-PD*  PM  +  pN'+PÜ" 

ft_  t  .    1    ,  1   .   l 


PL"  ^PM*    ^  PN"  ^  PO'' 

u.  s.  w. 

Nun  gehören  'aber  die  Punkte  ZiJf. auch  dem  Aggregate 

der  vier  Linien  LL'»  MM\...  an;  es  hat  also  der  Punkt  P  in  dem 
Aggregate  eine  solche  Lage,  dass  zwischen  den  Segmenten  irgend 
einer  geraden  Linie»  welche  in  dem  Aggregate  durch  den  Punkt 
P  gelegt  ist,  der  in  den  vorstehenden  Gleichungen  bezeichnete 
Zusammenhang  besteht. 

Hiermit  ist  die  Beschränkung  auf  Dreieck  und  Tetraeder  be- 
seitigt,  und  das  Bestehen  eines  allgemeinen  Gesetzes  angedeu- 
tet, das  sich  ungefähr  so  ausdrucken  lässt:  in  einem  Aggregate 
von  n  geraden»  in  einer  Ebene  liegenden  Linien,  und  auch  in 
einem  Aggregate  von  n  Ebenen  giebt  es  einen  Punkt  P  von  sol- 
cher Lage,  aass  in  einer  geraden  Linie,  welche  durch  P  geht, 
und  in  den  Punkten  Ai,  A^-^-An  die  Bestandtheile  des  Aggrej 
tes  durchschneidet,  die  von  P  ab  gezählten  Segmente  PA^^Pä 
in  einem  durch  die  Gleichung 

^  =  PJi  +  PA^  + +  TA^ 

bezeichneten  Zusammenhange  stehen,  und  dass  diese  Relation 
in  Bezug  auf  die  Richtung  der  geraden  Linie  an  keine  Bedingung 
geknüpft  ist. 

In  diesem  allgemeinen  Satze  ist,  in  so  fem  man  dessen  Gel- 
tung im  Voraus  zugiebt,  die  dem  Punkte  P  beigelegte  Eigen- 
schaft rücksicbtlich  der  Segniente  einer  durch  P  gehenden  gera- 
den Linie  ganz  unzweifelhaft;  dagegen  bleibt  unbestimmt,  ob  ein 
A^regat  nur  einen  einzigen  Punkt  P^  oder  aber  mehrere  solche 
Punkte  haben  könne;  und  eben  so  ist  ungewiss,  ob  das  Vorkom- 
men solcher  Punkte  P  unbedingt,  oder  durch  die  Beschaffenhdt 
der  Aggregate  bedingt  ist. 

Lässt  man  diese  Fragen  vorläufig  bei  Seite,  und  sieht  ledig- 
fidi  auf  die  dem  Punkte  P  beigelegte  Eigenschaft,  so  kann  die 
Bemefkvng  nicht  entgehen,    dass  in  der  An^be  derselben  gar 
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•  nichts  liegt,  was  eine  Beschränkung  auf  Aggregate  von  geradei 
I  lihiien  und  auf  Aggregate  von  Ebenen  ab  »otbwendig  bezeicfa-  - 
t  im  Gegentheite  unverkennbar,  dass  ein  iioli:her  Punkt  ^ 
wP  vemiuge  der,  seiner  Lage  zukommenden  Eigenscbaft  ganz 
X  wohl  einer  krummen  Linie,  und  auch  einem  Aggregate  von  (gera- 
P-den  flder  krummen)  Linien,  die  in  einer  Ebene  liegen,  angenüren 
TkanD,  und  dass  das  Gleiche  auf  Flächen  und  auf  Aggregate  von 
r  Flächen  Anwendung  ündet. 

Diese  Betrachtungen  fähren  zivar  nicht  zur  Gewissbeit,  ge- 
währen aber  die  Einsicht,  daes  man  bei  der  Frage  nach  dem 
Vorkommen  der  Punkte  P  es  mit  einer  Eigenschaft  zu  thun  bat, 
welche  den  ebenen  Liniengebilden  und  aucB  den  Fläcbengebilden, 
also  Oberhaupt  den  ge  um  einsehen  Gebilden  zukommt.  Als  eine 
den  geonietriMcben  Gebilden  gemeinsame  Eigenschaft  bann  aber 
da«  Vorkommen  der  Punkte  P  schlechthin  nicht  isolirt  stehen : 
dasselbe  muss  mit  anderen  Eigenschalten,    welche  den  Gebilden 


f  ebcnrallä  gemeinsam  sind,  irgendivle  zusammen 
t  Systeme  aller  Eigenschaften,  welche  die  Gebilde  mit  ein. 
t  gemein  haben,  eine  bestimmte  Stelle  einnehmen.  Will  mai 
t  aber  das  Vorkommen  der  Punkte  P  zur  vollen  Klarheit  gela 
t  ho  iiiuss  man  sich  in  einem  ganz  anderen  Gebiete  umsehea 
Ldfe  Elementarsätze  über  jene  Punkte  anzudeuten  scheinen. 


Seit  der  Einführung  der  Coordinaten  durch  Descartes  wer- 
[  den  die  krummen  Linien  und  eben  su  die  Flächen  nach  den  ihnen 
1  zukommenden  Gleichungen  in  Ordnungen  verfheilt,  in  der  Weise, 
I  dass  der  Grad  ihrer  Gleichung  zugteiirh  die  Ordnung  einer  Linie 
I  oder  Fläche  bezeichnet,  und  clemgemSss  alle  Linien  und  alle  Flä- 
l  eben,  deren  Gleichungen  von  einerlei  Grad  sind,  als  zu  einerlei 
Ordnung  gehörig  betrachtet  werden. 

Hieniach  ist   es  ganz    richtig,    dass  die  Gleichungen  aller  zu 
einerlei  Ordnung  gehörigen  Linien  oder  Flächen  nichts  weiter  sind 
als  Specialfaile  einer  allgemeinen  Gleichung,    d.  i.  einer  solchen, 
deren    CoefGcienten    ohne    Werlh-    und  Forrabestlmmung,     ledig- 
lich   unbestimmte  Zeichen    sind.     Von    einer   .solchen    Gleichung 
)(ann    man    aber   nicht  umgekehrt  sagen,     sie  sei  die  allgemeine 
Gleichung  aller  zu  einer  Ordnung  gehörigeD  Linien  oder  Flächen, 
,  aus  dem  einfachen  Grunde,  weil  die  Gleichunc  ein  grösseres  Ge- 
L  biet    umfasst,     das    ausser    den    Linien   oder    Flächen  auch  noch 
t  »ndere  Gebilde  enthält.     So  ist  es^    um  ein  Beispiel  anzuführen, 
schlechthin  ungenau,    wenn  man  die  Gleichung  zwischen  den  Co- 
ordinaten xy  vom  dritten  Grade 

SO  lange  ABC...  lediglich  Zeichen  für  die  Coefficienten  sind,  als 
die  allgemeine   Gleichung  der  Linien  dritter  Ordnung  betrachtet; 
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einem  Aggregate  von  drei  gpraden  Linien,  die  in  einer  Ebene  lie- 
gen, und  eben  su  einem  Aggregate  von  einer  geraden  Linie  untl 
einem  Kegelscbnitt  gebOrt  eine  tileicbung  /.nitjcben  den  Coordi- 
nateu  eines  seiner  Punkte  an,  nelche  ebenfalls  vom  dritten  Grade 
ist,  und  jede  enlebe  (äleivbung  ist  in  der  obigen  allgemeiuen  al« 
•Special&II  entbalten.  Um  also  genau  zu  sein,  wird  man  ssgen 
es  seien  alle  ebenen  Liniengebilde  dritter  Ordnung  in  der  obigen 
allgemeinen  Gleicbung  begriffen, 

Eben  so  unbestreitbar  und  ricfatig  ist  auch,  daas  eine  Unter^. 
Buchung  der  zu  einer  Urdnung  gehürigen  Linien,  wobei  die  alt- 
gemeine  Cnnrdinalengleicbung  des  entsprechenden  Grades  als 
Grundlage  dient,  nicht  mit  den  Linien  selbst  anTangen  kann.  Es 
febll  nümlicb  die  Definition  dieser  Linien  als  solcher,  indem  das- 
jenige, was  durch  die  Coordinateiigleiehung  ausgedrückt  nird, 
sich  nicht  auf  diese  oder  jene  Gebifde  ausschliessticb,  sondern 
auf  alle  Gebilde  derselben  Ordnung  bezieht. 

Bei  einer  solchen  AuBaseun^  der  lledeutung,  irelcbe  den 
allgemeinen  Coordinatengleichungen  zukommt,  steht  schon  vor 
aller  Untersuchung  alsunztreifelhaneThateacbefeet,  dass  den  Linien- 
gebilden von  etnerleiOrdnung.desgleichen  auch  den  Flächengebilden 
von  einerlei  Ordnung  viele  Eigenschnften  gemein  sein  müssen. 
Hiervon  ausgehend  habe  ich  in  der  Schrift:  ,.D  ie  Fund  amen  tal- 
ge|setzc  der  hüheren  Geometrie",  wovon  so  eben  die  erste 
Ahtheilung  in  der  Hallberger'scben  Verlagshandlung  in  Sfutt- 

5art  erschienen  ist,  in  mfigUchfgrOssler  Vollständigkeit  diejenigea 
esetze  zu  entwickeln  versucht,  welchen  die  gemeinsamen  Eigen* 
schallen  sowohl  der  Linien  —  als  der  FlSch engebilde  unterworfen 
sind.  Hierbei  stellt  sich  die  Mnnnigfaltigkeit  und  die  verschieden- 
artige  Natur  Jener  Eigenschaften  heraus,  Es  finden  sich  solche 
Eigenschaften,  denen  eine  unbedingte  und  unveränderte  Geltung 
zukommt,  nelche  also  von  der  besonderen  Beschaffenheit  der 
Gebilde  völlig  unabhängig  sind;  sodann  ergeben  sich  auch  Eigen-^ 
echaflen  von  veränderlicher  Natur,  welche  von  der  Beschaffenheit 
der  Gebilde  mehr  oder  weniger  abhängen.  Insbesondere  erlangt 
man  in  Bezug  aufUeber-  und  auf  Unterordnung  der  gemeinsamen 
Eigenschaften  eine  solche  Einsicht ,  dass  auch  nicht  der  mindeste 
Zweifel  obwalten  kann.  Indem  die  Untersuchung  auf  dies  alles 
eingeht,  und  namentlich  auch  auf  die  Modificationen,  welche  die 
vergnderlichen  Eigenschaften  erleiden  können,  luhrt  sie  Schritt 
filr  Schritt  tiefer  in  die  einzelnen  Theüe  des  Gebietes  der  zu- 
sammenbörigen  Gebilde,  und  man  hat  endlich  die  individuellen 
Gebilde,    in  streng  logischer  Anordnung  aufgeführt 

Die  Art  und  Weise,  zu  den  gemeinsamen  Eigenschaften  der 
SU  einerlei  Ordnung  gehörigen  Gebilde  zu  gelangen,  ist  ziemlich 
einlach.  Durch  die  Voraussetzung  der  Coordlnatengleichune  des 
nten  Grades  bat  man  zunächst  das  Mittel  zur  formellen  Behand- 
lan^  der  Frage  nach  denjenigen  Punkten,  welche  eine  gerade 
Linie  mit  eiaem  Linien-  oder  Flächengebilde  der  nten  Ordnung 
gemein  haben  kann.  Die  Anzahl  dieser  Punkte  ist,  wie  bekannt, 
nicht  grösser  als  n,  und  man  findet  die  einzelnen  Punkte  nicht 
allein  durch  Ermittelung  ihrer  Coordinaten,  sondern  auch  auf 


I 
I 
I 
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andere  Weisen  >  welche  darauf  beraheB,  dass  die  Lace  einer  ge- 
raden Linie  bestimmt  ist  sowohl  durch  eitien  Ihrer  Punkte  und 
durch  ihre  Richtung,  als  auch  durch  zwei  ihrer  Punkte. 

Indem  man  die  Lage  einer  geraden  Linie  oder  einer  Trans- 
versalen T,  welche  ein  Gebilde  L  der  nten  Ordnung  durckschnei* 
dety  durch  Voraussetzung  ihrer  Richtung  und  eines  Punktes  O 
derselben  bestimmt ,  ist  die  Möp;llchkeit  dargeboten ,  die  Punkte 
Ai,  A2 An,  welche  das  Gebilde  L  mit  der  Transversalen  T 

femein  bat,   durch  ihre  Lage  gegen  O  anzugeben:   man  hat  nur 
ie  Segmente  OAt,   OA2.;.OAn  zu  bestimmen.    Wenn  aber  A 

Irgend  einer  von  den  Punkten  Ai,   A^ An,  also  OA  eines  der 

Segmente  OAi»  OA^i..„OAn  ist«  so  lasseh  sich  die  Coordinaten 
des  Punktes  A  einzeln  darstellen  durch  das  Segment  OA ,  durdi 
die  Coordinaten  von  O,  und  durch  die  Elemente  der  Richtuns 
der  Transversalen  T;  die  Substitution  dieser  Werthe  der  Coordi- 
naten von  A  in  der  vorausgesetzten  Coordinatengleichung  fiihrt  za 
einer  Gleichung  für  OA  von  der  Form 


0: 


bung  lur  UA  von  der  Jrorm 

:MQ.OA^+Mi.OA»-^  +  ....+Mn^l.OA  +  Mnf 


Die  CoefBcienten  MqMi„.  dieser  Gleichung  enthalten  drderlei 
Grössen:  die  Coefficienten  der  vorausgesetzten  Coordinatenglei« 
chung,  sodann  die  Coordinaten  des  Punktes  0>  und  endlich  die 
Elemente  der  Richtung  der  Transversalen  T\  zugleich  lässt  sieb 
die  Art,  in  welcher  die  CoefBcienten  Mf^Mx  aus  den  erwihntea 
Grossen  gebildet  werden,  durch  ein  Gesetz  ausdrücken.  Im  Falle 
L  ein  Liniensebiide  nter  Ordnung  ist,  dessen  Gleichung  zwiseben 
senkrechten  uoordinaten  durch  den  Satz 

angezeigt  wird,  hat  man  unter  der  Voraussetznng,  dass  ^.A| 
Coordinaten  des  Punktes  O  seien,  und  dass  die  Trans versalq^ 
um  den  Winkel  u  zur  Axe  der  x  geneigt  sei,  das  Bildungsge«el|S 


cosK^   ^ (n-^VH*  d^-^Sihii    .    ^ 


■  lii 


* 

I 


Diesem  völlig  analog  ist  das  Bildungsgesetz  von  Mr  Ar  des  % 
Fall,  dass  das  Gebilde  %  ein  FläebengeSilde  ist  .# 

Nach  vorstehender  Bildungsnorm  ist  Mt  is  Rficksieht  der  Gs> 
ordinaten  £17  eine  Grösse  der  rten  Dimension,  so  dass  in  ü^  die  9 
Coordinaten  ^17  gar  nicht  vorkommen,  in  Mi  nur  die  ersten  Poteo-  fc 
^n,  derselben,  n.  s.  w. 


Die  Segmente  OA^,    OA^,..»*.  sind   die  Wurzeln  der  obigss  .^. 
GJeichung  rar  OA;    daher    hat  man  zwischen  diesen  Segmentss  -M 
und  den  Coefficienten  MqMi,.,.  lener  Gleichung  ein  System  ¥oi 
n  Sätaseii,  dessen  allgemeines  Glied  durch  die  Gleiehong 
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beeeicbnel  wird,  vorausgeeelst,  daiia  d»r  Auadruck  links  die 
Summe  der  Verbindungen  aus  OAkOA^ xu  p  Elementen  an- 
deute. 

Der  Punkt  O  Ist  hierbei  als  angenommen  betrachtet. 
Annahn^e  eine  directe  oder  eine  mittelliare  ist,    bleibt  ajt 
Seachtnng.  Unter  den  mittelbaren  Annahmen  von  O  ist  aber  auch 

J'ene  zulässig ,  welche  festsetzt ,  der  Punkt  O  soll ,  wie  die 
'unkte  Ai,Af..A„  auch  liegen  mOgen,  gegen  diese  Punkte  in  der 
Transversalen  T  eine  solche  Lage  haben,  daas  twischen  den 
Segmenten  OJi.OA^ die  Gleichung 

(OAiOA, OAn)W  = 

stattündet.  Dieser  Forderung  nämlich  genügen  nach  dem  Vnrher- 
gehendea  die  Coordinnten  des  Punktes  O,  wenn  s)e  solche 
Wertbe  haben,  dass  ]Vi,=0  wird.  Im  Falle  also  das  Gebilde  L 
ein  Linienge  bilde  ist,    so  muss  der  Foiderung  (C)  gemäss 


]•!' 


dS"- 


■•.dtj*  ■ 


Diese  Gleichung  zwischen  £  und  tj    ist  vom  Aten  Grade  und 

EehDrt  einem  Liniengebildo  der  Aten  Ordnung  an.  Von  diesem 
iniengebilde  muss  also  O  ebenfalls  ein  Punkt  sein,  wenn  O 
durch  seine  Lage  in  der  TransTersaten  T  der  gestellten  Forde- 
™"g  (C)  genügen  soll. 

Weil  das  Gebilde  (D)  von  der  /iten  Ordnung  ist,  so  kann 
dasselbe  A  Punkte  mit  der  Transversalen  T  gemem  haben.  Des- 
halb enthält  die  Transversale  7*  zwischen  den  Punkten  A„A^..A„ 
qicbt  bkiss  einen  Punkt  O.  sondern  h  solche  Punkte  O,  von 
d^en  jeder  durch  seine  Lage  die  Forderung  (C)  belriedigt. 

Die  Coordinalen  Stj  iu  der  Gleichung  (D)  beziehen  sich  über- 
haupt auf  einen  Punkt  des  Gebildes  (L>),  aber  uicht  notbwendi^ 
uad  ausschliesslich  auf  O.  Aus  diesem  Grunde  enthält  die  Glei- 
chung (U)  von  der  Transversalen  2'  lediglich  den  Winkel  u.  Es 
muss  also  jede  Transversale,  deren  Richtung  durch  u  angezeigt 
ist,  von  dem  Gebilde  (D)  in  h  solchen  Punkteik  geschnitten  wer- 
den) von  denen  jeder  in  seiner  Liive  T  der  Forderung  (C)  genagt. 

:chaft  nenne  ich  das  Gebilde  (D)  einen 
Diametet  der  kten  Ordnung  des 


We^en  dieser  Eigei 
inr  Richtung  u  gehurige 
Uniengebildes  h. 

Wenn  die  Gleichung  (D)  auc^  nicht  für  jeden  Werlh  voo  u 
einem  Liniengebilde  angebiirt,  so  sind  unter  den  mii°;lichen  Wer> 
tben  von  u  doch  solche,  bei  deren  jedem  die  Gleichung  (D)  ein 
Linien gebit de  bezeichnet. 

Ein  Liniengebilde  £  der  ntcn  Ordnung  hat  demnach,  und 
mar  unbedingt,  Diai^eter  der  Ateu  Ordnung.  Dies  gilt  aber  für 
jeden  der  Wertbe  h=l,  3,  ...  n — 1;  raiäim  kommen  einem  Linien- 
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gebilde  L  der  iiten  Ordnung  Diameter  der  ersten»  zweiten,  

....  (n<— ])teQ  Ordnung  zu. 

Dieser  Satz  gilt  auch  für  Flächengebilde  der  nten  Ordnung, 
nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  alsdann  die  Diameter  nicht 
Linien-«  sondern  ebenfalls  FläcbengebUde  sind. 


Ich  betrachte  nun  im  Besonderen  die  Diameter  der  (n— l)ten 
Ordnung,  weil  diese  über  das  Vorkommen  der  Punkte  P,  von 
denen  oben  die  Rede  war,  bestimmten  Aufschluss  geben. 

Indem  man  A  =  n — 1  setzt,  erhält  man  aus  dem  obigen  Satze 
(D)  fär  den  zur  Richtung  u  gehurigen  Diameter  der  (fi — 1)ten 
Ordnung  die  Gleichung 


0=^)+^).,^.  ,., 


Hiernach  sind  die  Gleichungen  jener  Diameter,  welche  zu  den 
Richtungen. tf=:=0  und  tf=90^  gehören,  folgende: 

0--^-.  (c) 

Diese  zwei  Diameter  können  einander  durchschneiden  in  einer 
Anzahl  von  Punkten,  welche  möglicher  Weise  bis  zu  (n— t)*  an- 
steigt.  Es  ist  aber  offenbar,  dass  die  Coordinaten  jeneir  Punkte, 
welche  die  Diameter  (b)  und  (c)  mit  einander  gemein  habeii,  auch 
der  Gleichung  (a)  gentigen,  und  zwar  unabhängig  von  ti.  Daher 
sind  diejenigen  Punkte,  in  welchen  die  Diameter  (b)  und  (c)  ein- 
ander durchschneiden,  allen  Diametem  der  (n—l)ten  Ordnung 
gemein. 

Diese  Punkte,  von  denen  jeder  allen  Diametem  der  (n— l)ten 
Ordnung  gemein  ist,  nenne  icn  die  Mittelpunkte  des  Linien- 
gebildes £. 

Es  sei  O  ein  Mittelpunkt  des  Gebildes  L\  durch  O  sei  nach 
beliebiger  Richtung  hin  eine  Transversale  T  angenommen,  und 
es  seien  AiyA^.,..An  die  Punkte,  welche  T  mit  L  gemein  hat. 
Dieser  Annahme  gemäss  ist  O  ein  Punkt  des  zur  Richtung  von 
T  gehörigen  Diameters  der  (n — l)ten  Ordnung,  daher  muss,  dem 

obigen  Satze  (C)  zufolge,  zwischen  den  Segmenten   OAifOA% 

OAn  folgende  Gleichung  stattfinden: 

0=:(O4O4»".OA)^«-i). 
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Dieser  GlelchoDg  geschieht  Genflge»  and  iwar  eans  anab- 
Ungig  Ton  der  Richtung  der  Transversalen  T,  wenn  O  ein  Dop- 
Mlpunkt  des  Gebildes  L  ist:  denn  in  diesem  Falle  sind  unter 
INI  Segmenten  OAi.OA^....  irgend  zwei  =0.  Demnach  ist  jeder 
Doppelpunkt  des  Gebildes  L  zugleich  ein  Mittelpunkt. 

Im  Falle  O  nicht  ein  Doppelpunkt  des  Gebildes  L,  also 
Überhaupt  nicht  ein  Punkt  von  i  selber  ist,  kann  man  die  voran- 
tehende  Gleichung  durch  das  Product  aus  allen  Segmenten  divl- 
liren,  und  es  entoteht  der  Satz 

^=^37+  Ö2f+ +  ^;37* 

Hierdurch  wird  nun  klar,  dass  die  frflher  besprochenen  Punkte 
P  nichts  anderes  sind  als  Mittelpunkte  der  Gebilde.  Eben  darum 
nnd  jetzt  auch  die  Mittel  bezeichnet,  durch  welche  man  in  jedem 
gegebeneD  Liniengebilde  jene  Punkte  P  wirklich  finden  kann. 

Da  die  Bestimmung  der  Punkte  P,  wie  mir  scheint,  nicht 
ibe  Interesse  und  Nutzen  ist,  und  dieser  Gegenstand  in  meiner 
ih»  erwähnten  Schrift  nur  kurz  berührt  werden  konnte,  so  dürfte 
ik  oSberes  Eingehen  in  die  Sache  nicht  unerwünscht  sein,  ich 
werde  mich  jedoch  auf  Aggregate,  welche  aus  geraden  Linien 
ktttehen,  beschränken,  und  insbesondere  die  Bestimmung  der 
Pmkte  P  mittelst  Zeichnung  erläutern. 


In  ebeneis  Liniens^ebilde  L  sei  aus  n  geraden  Linien  zusam- 
sogeBetzt,  und  es  sollen  diese  Linien  alle  einander  durch- 
sthoeülen. 

Die  Anzahl  der  Punkte,  in  welchen  die  n  Linien  einander 
hrehschneiden ,  ist  =   \  q     *  Jeder  von  diesen  Punkten  ist  ein 

Doppelpunkt  9  also  auch  ein  Büttelpunkt  von  L,  Die  Anzahl  aller 
dem  Gebilde  L  zukommenden  Mittelpunkte  ist  aber  =(n — lA  da- 
her ist  die  Anzahl  der  dem  Gebilde  L  angeborigen  Punkte  P, 
i  b.  jener    Mittelpunkte ,    welche    nicht  zugleich    Doppelpunkte 

=(«-!)* — n2~  -  — r2 —  • 

Hiernach  hat  also 

ein  Aggregat  von  3  geraden  Linien    I  Punkt    P, 
„         „  „    4       „  „3  Punkte  P, 

fy  99  »9        *'  »»  »  O  „  f"^, 

9>  9»        ^  »  99  ^vl  „  "f 

U.         8.       W. 
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Die  GieidiaDg  des  Tenvsgesetatcto  Gebilde«  L  bat  die  Form : 

&etzt  man  also  zur  Abkürzung 

so  ist  in  unserem  FaDe 

folglich  die   Gleichuns  (ß)  des  zur  Richtung  u  gehörigen  Diame- 
ters der  (n — l)ten  Ofcfhung  jetzt  folgende: 

0^—^        .c.tu+        '^       .  (I) 

(Mese  Gleichung  ist  vom  (n— l)ten  Grade ^^  utid  gehört  einer 
Linie  der  (n--I)ten  Ordnung  bxl  In  dieser  Linie  liegen  alle  Mit- 
telpunkte von  L;  sie  geht  also  durch  alle  Punkte »  in  welchen  die 
fiestandtheile   von  L  einsuider  durchschneiden»    und    enthält  zu- 

gldch  die   • pg ^^    Punkte   P.     Man    hat  atäo   nur    zv^^ei 

solche  Linien  der  (n<— l)t^n  Ordnung  zu  zeichnen ,  um  die  Punkte 
P  zu  erhalten. 

Man  kann  aber  noch  leichter  zum  Ziele  kommen.  Bezeichnen 
wir  nämlich  die  Grössenreihe  Fi,Fg^,..,Fn,  indem  wir  nicht  vouFi^, 
sondern  überhaupt  von  einem  Gliede  F(f  derselben  zu  zählen  an- 
fangen,  durch 

^f^'V+i'^ff« ^H-«-i* 

wobei  also  Fq^n  mit  Fq  einerlei  ist>  und  bemerken,  dass 

d (F(f,F^^i ....  F^n—i)  ss=  F^ .  d(F^i,F^% .«..  F^^^§^i) 

+F^i.F^^ ^ff«-i  •^'V 

ist 9  so  erhalten  wir  aus  (I)  die  Gleichung: 

^-^q\  d|  •  ^^*"  +  dn        ~) 

+  'V+i  •  ^9^^  ••••  -'^(»-M-l  •  (cotit—  cot£^). 

l^ird  nun  u=:kQ  angenommen,  so  folgt  hieraus 

"-^(»•V     ~        d^  .cotÄ^i-  ^^  J 

Der  zur  Richtung  t^—A:^  gehörige  Diameter  der  (n — l)ten  Ordnung 
ist  hiernach  ein  Aggregat,  bestehend  aus  der  geraden  Linie 


u 


md  «u  der  Linie  der  (x~2)teii  OrdnuDg,  welcher  die  Crbidmog 
0=  Ätl^fÜfi) .  cot*,  +  dCFgü^Fg^^         ^ ^ 


iiit<eh5rt.  Die  Linie  F^M)  lit  ein  Bestandtheil  von  L,  und  ent- 
bilt  daher  n-^l  Deppeluunkte;  die  ihrigen  ]>oppelpankte  so  wie 
die  Punkte  P  müssen  also  in  der  Linie  (II)  liegen« 

Hiernach  reichen  zwei»  nach  der  Vorschrift  des  Satzes  ^I) 
leUdete  Linien  bin »  um  die  Punkte  P  zu  bestimmen«  Ihrer  Giei- 
cmmg  zufolge  wird  aber  eine  Linie  (II)  auf  folgende  Weise  ge- 
hndea:  man  betrachtet  irgend  welche  n — t  Linien  oder  Bestand- 
Mt  des  Gebildes   L  als  ein  besonderes  Aggregat ,   und  sucht 

.  Kr  dieses  einen  üiameter  der  (n— ^2)ten  Ordnung,  und  zwar  jenen, 
«Bkker  zur  Richtung  der  nten,   in  das  neue  Aggregat  nicht  auf- 

\  |Mttmenen  Linie  von  L  gehört.    ^ 


'  hh  wende  mich  nun  zur  Bestimmung  der  Punkte  P  mittelst 
tUsiiog. 

bnfichst  kommt  es  auf  die  Gewinnung  derjenigen  Mittel  an, 
kck  welche  die  Auflösung  einer  Aufgabe  möglich  \vird,  welche 
•  kotet: 

Diis  aus  n  geraden  Linien  zusammengesetzte  Gel^Ude  L 
werde  von  mehreren,  zu  einander  parallelen  Transver- 
salen 77^7''...  durchschnitten,  und  zwar  von  T  in  den 
Punkten  AiA^....An,  von  T'  in  den  Punkten  A'iA'fA^Uf 
von   T^  in  den  Punkten  A"iA'^^..,A\y  u.  s.  w.;     man 

soll   in  jeder    von    diesen   Transversalen    TT* jene 

Punkte  anheben,  durch  welche  der,  zur  Richtunff  dieser 
Transversalen  gehörige  Diameter  der  (fi — l)ten  Ordnung 
gehen  muss. 

^Behufs  der  Auflösung  dieser  Aufgabe  bezeichnen  wir  vorlaute 
2^  0  einen  von  jenen  Punkten,  welche  die  Transversale  7 
*ldtti  gesuchten  iJiameter  gemein  hat,  eben  so  durch  O*  eine^ 
^  jeaen  Punkten,  welche  T*  mit  dem  Diameter  gemein  ba^ 
1^  w.  Unter  dieser  Voraussetzung  hat  num  als  Anhalt  die 
WckoDgen: 

0=iOAi  0^,....0^«)(»-»), 

O  =  (0'^'i  0'A'^...0'A'n)^^^K 

0 = ( O^A^'i  0''A\,„  0"il"n)(«-*) , 


16   . 

^Man  wähle,  nach  Willkfihr,  in  T  einen  Punkt  A,  in  T  einen 
Punlrt  X',  in  T"  einen  Punkt  X"y  u.  s.  w.,  so  Ist,  algebraisch 
genommen, 

0"A\=  X"Ä"r  -  A"  O", .... 

Ffihrt.^  man  die  hieraus  sich  ergebenden  Werthe  flir  OAi, 
OA^»*"*  in  den  vorangehenden  Gleichungen  ein,  so  ergeben  sich 
folgende  Sätze:  .  : 

u.     s«     w. 

Die  Punkte  AiAj....,  A'^A'^....  sind  in  jedjem  Falle  gegeben; 
da  nun  die  Punkte  X  X\„.  durch '  beliebige  Annahme   festgestellt 

werden,,  so  sind  in  jedem  Falle  die  Segmente  XAi,  XA^, ., 

X'A'x,  X*A^ ebenfalls  gegeben.    Die  vorstehenden  Gleichan» 

gen  geben  also  direct  die  Werthe  der  Grössen  X0\  X'O^*.*  Es 
ergeben  sich  aber  fSr  jede  dieser  Grössen  n-^l  Werthe,  und 
durch  diese  sind  in  jeder  Transversalen  diejenigen  n — I  Punkte 
bestimmt,  durch  welche  der  zugehörige  Diameter  der  (9t-^l)ten 
Ordnung  geht. 

Die  Auflösung  der  vorstehenden  Gleichungen  wird  vereinfacht, 
wenn  man  die  Punkte  XX'.,..  so  wählt,  dass 

{XA^  XA^ JfJ„)(i)=Oj 

{X'A\  XA'^...  X'A'nY '  )= o(  (Hl) 

u.    s.     w. 

Unter  dieser  Bedingung  liegen  die  Punkte  XX'  X" in    einer 

geraden  Linie,  in  dem  zur  Kichtung  der  Transversalen  TT'T^'.... 
gehörigen  Diameter  erster  Ordnung  des  Gebildes  L;  es  werden 
daher  "durch  zwei  Punkte  XX'  die  übrigen  bestimmt.  Um  aber 
diese  zwei  Punkte  zu  finden,  nehme  man,  nach  Willkühr,  in  T 
einen  Punkt  U  und  In  7^  einen  Punkt  Ü'  an,  und  bemerke,  dass 

XAr  =  I7^r—  ÜX,      X'A'r=  ü'Ar-  O'X 

ist,  so  föllt  in  die  Augen,  dass  den  Gleichungen  flll)  gemäss 
siein  muss 

n.  t/^  =  ü^i  +  174,  + +  ÜA.  j 

n.ü'Ä=ü'A\  +  V'A't+: +Ü'^'«|»  ^    ' 
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In^oIce^erAanalnma (Ol)  fallen  in  den  obigen  Gleicfcnngea 
Br  XOiX'Oi,„.Ht  zweiten  Glieder  weg«  und  man  hat  demoadi 


0=ii.A'O— »  +  (n-2).X0*-».(JfJi     XAt....XAnYi) 

+  («—4) .  iO^».  (X4,     XI,  ...  JA)«*) 


nnti  eben  eoiche  Gleicbnngen  Gut  X'O',  X"0",.... 
Wegen  (111)  ist  aber  ftucli 

^'i.iXAi     XAt:..XAn)W  =  XAi*+  XAt*+ ....  +  XAn*, 
+  3.(XI,     XJ^...XA,)W=:XAi*-^XJt*  +  ."+XJn; 

—  8.(Xii    Xjlt-XAn)<*^=2.{XAi*i-XA^*+...  +  XAn*) 

-(XAt*+XJ^H".+XA»*)*.      . 
«•■    s.    w. 
mithin 

0=  Jf0^»-7^.-X0— «.(Xl,«+Jl'^«+....  -^XAn*)         <y) 

n — 3 
--  3;^  .XO^-*.{XAi*-{^XAt*^....-yXAn*) 

^ -(Xi,*+ X4»+ ... + J^«")" 


'   "    '    '■.■•''*    l "  **■  ■    •       •  '      •        tf        rf 


«•••«• 


Die  CoefBcienten  dieser  Gleicliung  lassen  slcli  nun  leiclit  auf 
diejenige  Form  bringen,  weiche  fär  die  Auflusung  am  passend- 
^iea,  ißt.   . 

Man  ä^eichne  (Täf.  I.  Fig.  6.}  einen  Winkel  ^TJTQ  von  be- 
llöhiget  Grösse  9  nehme  auf  dem  einen  Scbcinkel,  von  der  Spitz0 
X  ab  gerechnet  5  ein  Stück  XZvon  beliebiger  Grosse^  und  frage 
dann,  ebenfalls  von  X  ab,  auf  jedem  Schenkel  eines. der  Seg- 
mente auf.  Angenommen,  es  sei  das  Segment  XAr  auf  jedem 
Schenkel  aufgetragen ,  und  dadurch  auf  dem  einen  Schenkel  der 
P^kt.^4  ,  auf  dem  anderen  der  Punkt  Q  bestimmt,  also  XQ 
z=XAr9  SO  verbinde  man  Z  mit  Q,  und  ziehe  durch  ^  die  Linie 
ArZA^)  parallel  zu  ZQ;  femer  verbinde  man  Z  mit  Zr^i)^  und 
Mehej  parallel  zu  ZZr^^K  durch  Ar  die  Linie  AtZh^);  weiterhin 
verbinda  man  Z  mit  &(^),  und  ziehe  wieder  durch  At  die  netie 
Lipiie  AtZA^^  purailel  zu  ZSSrity;  u«  s.  w. 

ThoU  XVL  2 


IS 

Unter  dieiwr  VonnssetzaM  hat  na»  iwischm  dism  StaAe^ 
XAr,    der  willkabriichen  Länge  XZ,  and  <Imi  StOdun  ItSBiM» 

XZr^'^K-  XZr^)  folgende  Gleichungen: 

XAr,XArZ=2LZ.XZr(^), 
JLAr.XZr^'i^XZ.XZ/», 

XAr.XZT<^=XZ.XZ^), 


•       • 


and  wenn  man  diese  durch  MoItipUcation  Terbindet»  «o  erj^ekl 
sich  der  Satt: 

XAfe^^^XZ9.XZr^). 

Verehrt  man  also  in  Bezog  auf  jedes  der  Segmente  XAi»*- 
in  der  angegeben«!  Weise,  benäit  aber  die  wüHcührliche  LiiM 
XZ  unTerändert  bei,    und  sucht  nur  die  entsprechenden  StO«»^ 

J(Z|(e),   XZJ^^, ,    so   ei^ebt  sich  för  die  Uel>ertm;n]ig  dar 

Summe  gleiclier  Potenzen  Ton  den  Segmenten  X^»  Jül^.0^  dit^ 
Norm: 

XAit^H....+XA^^^X:Zf.(XZii0i'XZJ^)+^.+XZJl0),  ' 
•  1.1' 

webri  zu  bemerken,  dass  in  der  Summe 

X3^(e)i'X3^k!)'t'..^+XZJi0 

das  Stück  XZr^)  eben  das  Zeichen  +  oder  —  edüOl,  weldbes 
der  Potenz  XItH^  zukommt 

Diese  Reductionsart  in  ihrer  Anwendung  auf  die  Coeflkienten 
der  obif^  Gleichung  m  für  JCO  führt  daUn,  das»  jeder  Cmü- 
cient  durch  einen  Ausdruck  Ton  der  Form 

XZf.l 

ersetzt  werden  kann,  wo  i  eme  einfache  Linie  von  hesfimmiar 
LiKo  ist,  und  die  GMchuag  fibr  XO,  wenn  man  XZ=:»  MinL 
in  RMbsicht  auf  Form  und  Jlesrhaffenheif  der  CoeOdnaten  M» 

^i^M^^^    larnpn  • 


E*  kMHBt  whliewlhh  dwnf  m,  £•  WvmIi  «■•«  GW- 
Auch  ZmAmmag  n  fmiom. 


Zb  dicMn  End»  hetmditot  an  dl»  CkickMf  ( 

th  mtatMml»m,  i&m  an»  awei  Qakhngea  mik  wmti 

twt  Crüssea  «  y  fit  «■•  4MMt  6i8n«i  «taiiM  «wdaa.    lal 
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Ae  dm  Aesef  Glelekioffen  Tom  mten«  die  andere  toni  mfUstk 
Cfnde»  so  wird  die  aus  der  Elimination  herrorgehende  Gleiehons 
fom  fiun'ten  Grade«  oder  auch  Tom  (m.m'— 1)ten>  wenn  der  Coef 
ident  des  letzten  Gliedes  =0  ist.  Man  hat  dso  vor  Allem  die 
Werthe  ton  m  und  mf  so  festzusetzen»  dass  nun'  entweder  sn^l^ 
oder  doch  =:ii  wird.  Die  Coefficienten  der  einen  und  der  anderen 
(ikiduDg  sind  aber  So  lu  wählen,  dass  das  Resultat  der  EHmiaa- 
6on  mit  (VI)  einerlei  wird. 

Jede  dieser  swei  Gleichungen  betrachtet  man  nun  als  einer 
krammen  Linie  angebOrig»  in  der  Welse  aber,  dass  die  Coordi- 
Ditenaxen  der  einen  zugleich  die  Azen  der  anderen  Linie  sind. 
Ditse  Linien  zeichnet  man  so  weit  als  nAthigi  um  die  Durch- 
idinittspunkte  derselben  zu  finden«  Von  den  Coordinaten  die- 
MT  Durchschaittspunkte  Mnd  die  zu  einer  Axe  gehörigen  zugleich 
die  Werthe  ton  XO,  und  zwar  die  «  oder  Äe  y»  je  nachdem  y 
ader  x  durch  Elimination  entfernt  werden  muss»  um  die  Gleichung 
(VI)  als  Resultat  zu  erhalten. 

Die  nOtbigen  Constructionen  gestalten  sich  in  der  Anwendung 
iariieh  einfach.  Zunächst  ist  klar»  dass  man  die  willkührliche 
Ihfa  XZ^p  filr  alle  Transtetsaleir  TTT'.....  unterändert  bei- 
Muten  kann.  Ferner  kann  man«  wenn  XO^zzy  gesetzt  wird, 
rfi  Ae  ehie  der  beiden  GMchungen  tolgettde  neiinien 

0=sy*— ;«:, 

M  dass  mdn  f&r  alle  Transtersalen  auch  mit  einer  einzigen  Pa- 
tAA  ausreicht  >  und  nur  noch  die  zu  jeder  Transtersalen  geh5- 
Hp  iweito  ImiDune  Liifte  zu  bestimmen  bleibt 


Im  Erläuterung  mag  die  Betrachtung  einiger  Fälle  folgen. 

Erster  Fall.    Wenn  n=3  ist,  so  erhält  man  aus  (VI) 

QzzzXO^-'p.aä 

In  diesem  Fatte  ist  das  Product  pM  durch  ein  Quadrat  A*  au 
ersetzen,  und  es  sind   dann  +A  und  —  A  die  Werthe  ton  XO. 

Zireitet  Fall.    Wenn  n=:4  ist«  so  wird 

0= jrO»— p.a.  JTO— |i*.» . 

Diese  Gleidhung  ist,  wenn  man  20=sy  setzt«   das  Resultat  der 
Ebalnatiott  ton  x  aus  den  Gleichungen: 

0=y'— pur, 

0=srHy'— (p+a)«— *.3r. 

m  welehen  die  zweite  einem  Kreise  angehört«  dessen  Mittel' 
Nikt  eine  soldM  Lage  kat^  dass 


«eine  Abmä§9e  (a)  =    2~' 

6 
„     Ordinate  (jf)  =2  • 

D&f  Kreis  geht  durch  den  Scheitel  der  Parabel,  tob  dem  d 

Coordinaten  gezählt  werden;  daher  ist 

der  Radius  des  Kreises  =V(^^^*  ^0' 

Dritter  Fall    Wenn  n=6  ist,   also  nach  (VT)  die  a 
losende  Gleichung 

so  sind  die  Hülfsgieichungen: 

die   sirelte  gehOrt  wieder  einem  Kreise  an»    von    deeaea 
telpunkt 

die  Ahscisse  (x)  =^2"  * 

„    Ordinate  {y)  =j 
ist»  und  dessen  Radius 

Vierter  Fall     Die  m  »=6  gehurige  Gielchug 

ist»   weoa  man  XO=y  setat,   das  Rcsnltat  der  Elimiiiafio 
X  aus  den  Gleichungen 

«.    s.    w. 
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In  Tat  IL  Fiff.  1.  tot  ein  Aggregat  von  vier  f^raden  Linien 
AAl^  BB9  CO,  Diy  voraua^esetzt«  welche  alle  einander  durch«: 
schneiden.  Ein'  solchea  Gebilde  hat  nenn  Mitteipnnkte,  unter 
diesen  aber  nur  drei»   welche  nicht  zugleich  Doppelpunkte  sind. 

Behufs  der  Bestimmung  dieser  Punkte  sind  zwei  Diameter 
Miter  Ordnung  des  Gebildes  zu  Ufllfe  genommen »  und  zwar  jene, 
weldie  zu  den  Richtungen  der  Linien  AA  und  BBf  gehören. 
Der  erste  von  diesen  Diametem  besteht  aus  der  Linie  AA  und 
MS  dem  zur  Richtung  von  AA'  gehörigen  Diameter  zweiter  Ord* 
«mg  des  Aggregates  der  Linien  BB\  CC,  DD';  der  asweite 
besieht  aus  der  Xinie  BB  und  aus  dem  zur  Richtung  von  BB 
gairihrteen  Diameter  zweiter  Ordnung  des  Aggregates  der  Linien 
AJf,  CO,  Diy,  Die  iarwähnten  Diaroeter  zweiter  Ordnung  sind 
Hjnperbelu»  und  zwar  sind  aa  und  oV  die  Zweige  der  einen,  ßß 
and  ß'ß'  die  Zweige  der  anderen  Hyperbel.  Diese  hyperbolischen 
Zweige  durchschneiden  einander  in  den  Punkten  PlPP",  und 
fiese  sind  die  gesuchten  drei  Mittelpunkte  des  vorausgesetzten 
iieMicies« 

Um  die  genannten  Hyperbeln  graphisch  zu  bestimmen,  sind 
»lebst  die  zu  den  Richtungen  ^'  und  BB'  gehörigen  Diame- 
far  erster  Ordnung  aa'  und  ob'  gesucht  worden,  nach  Anleitung 
kn  Sätze  (IV)  für  den  Fall  n=3.  Der  Diameter  Qa'  nebt  in 
Mer  zu  AA'  parallelen  Transversalen  des  Gebildes  {BB,  CC, 
DD')  unmittelbar  den  Punkt  X  an,  von  welchem  ab  die  verschie- 
ieoen  Segmente  gezählt  werden;  das  Analoge  gilt  von  dem  Dia- 
Mler  66  in  Bezug  auf  die  Transversalen  des  Gebildes  (AA', 
CO,  DD'). 

Angenommen,  das  Gebilde  (BB^CC,  DD)  werde  von  einer 
^Aäf  parallelen  Transversalen  In  den  Punkten  Ai  A^  A^  geschnit- 
ta^so  hat  man,  weil  X  in  aa'  liegt, 

XAi  +  XA^  +  XA^^O 

ondBadi  (V) 

Sind  mm  die  Punkte  At  A^A^  von  einander  verschieden,  so  sucht 
an  durch  Zeichnung  die  Hypotenuse  L  des  rechtwinkligen  Drei- 
eekes,  dessen  Katheten 

ICAi  und  V(Xtla«  +  X<,«) 

iiDd,  sucht  femer  den  sechsten  Theil  L'  von  L,  und  bestimmt 
flüdiich  die  Hypotenuse  it  des  rechtwinkligen  Dreieckes,  dessen 
Kitheten  einander  gleich,  jeder  aber  =L'.V3,  so  wird 

ÄO»-A«=o,  d.  i.  jro=±it. 

Fallen  von  den  drei  Punkten  Ai  A^^  zwei  zusammen,  d.  h. 
it    die  Transversale    durch  einen  Doppelpunkt  des  Gebildes 


:       'hiijj.  Wem  lin- 
.-jyi^.cfli  auf  V 


■iä  Gebildes    £'£"    CC. 
.  >    uucaudis«    für    uui^   Gffdui^e 

•j.i.K'..'  J^  P*  P"  im  ufficL  Finrc»- 
.;.o.     t.-l',  fiÄ\  CT-  i>r/    iflr- 

/.vvoi  Dreiecke  niit  aiif  Vjtureck, 

:^  io   liiä^  keines  t^k  TImw  ö«;»  ia- 

'  :'U{i.     In  jedem  dieMv  PüiiüitnuaBc^e 

:it    itiiaJeii  Linier.   v'*ü:a>e    tli*  tu»- 

...'.    //i\ar   in    10  vrrscAiifrtfflim.   PciikCfa, 

H.    '-'lache »stiicke   ui  ::f!rs*:äiffiöfa. .    vf^-rire 

.tM'  !;t.'^0!i,  und  in  >«iöfliL  ili<f$*f!r  Füft:^>f.:i- 

•1   -^iAia  Mittelpunklm .    «"üirduf  mol  Ge- 

•i»-lle. 

.     iu^  der  MixSB|;«siiCf  aiziM  G«U- 
v...iJeu  LiDiea. 
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Billige  Bemerkunffeii  über  loxodro- 
Bische  Dreiecke  im  AUfpemeinen. 

Von 

dem    Herausgeber. 


h  meiner  ^^Lozodromischen  Trigonometrie.'  Ein  Bei- 
trig  zur  Nautilc.    Leipzig.  1649.''  nabe  ich  nur  solche  logco* 
iraische  Dreteclce  betrachtet,  die  auf  der  Oberfläche  des  Erd- 
eHipsoids  von  einer  loxodromischen  Linie  und  den  beiden  zwischen 
derea  Endpunkten  und  dem  positiven  Pole  des  Erdellipsoids  He- 
iden Meridianbogen  begränzt  werden.     Dien   ist  ganz  mit  Ab- 
siclit  geschehen,  weil  nur  solche  loxodromische  Dreiecke  in  der 
Nautik  zur  Betrachtung  kommen  und  för  den  nraktischen  Gebrauch 
in  derselben  von  Wichtigkeit  sind,  ich  aber  dabei  auch  die  Ana- 
logie mit   der  »Sphäroidischen  Trigonometrie  im  Auge  hatte«  wo 
man  zunächst   auch   nur   solche  Dreiecke    zu  betrachten  pflegt« 
welche  auf  der  Oberfläche  des  Erdellipsoids  von  einer  geodätischen 
oder  kürzesten  Linie  und  den  beiden  zwischen  deren  Endpunkten 
imd  dem  positiven  Pole  des  Erdellipsoids  liegenden  Meridianbo- 

fep  begränzt  werden.     So  wie  man  aber  namentlich  in  neuerer 
eit  bekanntlich    viele    merkwQrdige  Untersuchungen   Ober  von 
drei  geodätischen  oder  kürzesten  Linien  begränzte  Dreiecke  an- 
gesteüt  hat,  so  fährt  auch  die  Betrachtung  von  Dreiecken«  welche 
.mf  der  Oberfläche  des    Erdellipsoids   von    drei  loxodromischen 
Xbien  ein^eschlosBeti  werden«  zu  manchen  nicht  ganz  nninteres- 
[saoten  Resultaiten«  die  aber  fttr  die  nautische  Praxis  keine  Bedeu* 
[fang  haben,  und  daher  der  Tendenz  meiner  oben  genannten,  na- 
entlich  auch  fflr  wissenschaftlich  gebildete  Seeleute  bestimmten, 
id  deshalb  vorzugsweise  nur  das  auf  der  See  Anwendbare  ge- 
■den  ScMft  fetn  lagen.     Des  theoretlscben  Interesses  wegen 
II  ich  aber  in  dem    vorliegenden  Asfratse  einige  Eigenschatlen 


I 
i 


solcher  allgemeineren,  von  ilrei  loxodromUcheo  Linien  auf  der 
Oberllgche  des  Erdellipsoids  eingeschlosseoeD  loxod romischen 
Dreiecke  entwickeln,  und  werde  mich  treuen,  wenn  dadurch  viel- 
leicht einer  oder  der  andere  Leser  des  Archivs  diesem  Gegen- 
stande weiter  nachzugehen  veranlasst  werden  sollte,  da  mir  selbst 
jetzt  da«  wirklich  in  der  Praxis  Anifendliare  näher  liegt. 

Es  m-ieen  daher  jetzt  Aq,  A,,  A^  drei  durch  losodromische 
Linien  auf  aer  Oberfläche  des  Erdellipsoids  verbundene,  und  da- 
her die  Spitzen  eines  allgemeinen  loxodromi sehen  Dreiecks  dar- 
stellende Punkte  sein.  Die  Längen  und  breiten  dieser  Punkte 
sollen,  indem  ich  alle  in  meiner  „Loxodroniischen  Trigono- 
metrie" gebrauchten  Bezeichnungen  wenigstens  in  analoger 
Weise  auch  hier  beibehalten  werde,  respective  durch  L,^,  Bq! 
L,,  Bi;  L^,  B^  bezeichnet  werden.  Den  von  einer  losodromi- 
schen  Linie  mit  den  säuimtlichen  Meridianen  eingescblosseoen 
Winkel,  welcher  nie  grösser  als  180"  und  stets  so  genommen 
wird,  dass  er  von  den  Meridianen  ans  nach  der  Seite,  nach  wei- 
cher im  Aequator  dieL^ngen  vontP  bis  360"  gjezählt  werden,  von  der 
loxodroniischen  Linie  aus  nach  der  Seite  desuositiven  Pols  des  Erd- 
ellipsoids hin  liegt,  habe  ich  a.  a.  O.  S.  17.  Nr.  4.  den  Curs  ge- 
nannt Nach  diesem  Begriffe  sollen  im  Folgenden  die  den  loxo- 
dromischen  Linien  oder  Distanzen 


A,A.. 


,  ^,.^0=1,,  AQAi=tt 


entsprechenden  Curse  respective  durch  Qq,  9^,  69  bezeichnet 
werden.  Die  Längen  sollen  in  der  Ordnung  L^,  Zq,  £g  im  Fol- 
genden aufsteigend  oder  wachsend  geordnet  sein. 

In  Taf.ll.  Fig.  2.  ist,  wenn  wir  uns  die  Längen  von  ^0  ^"^  "3*^1) 
der  Seite  von  A^  und  A^  hin  gezählt  denken,  nach  der  Grund- 
eigenschaft  der  loxod  römischen  Linie  offenbar 

^Ai  Aq  Ja  =  0, -Öa, 

^At  Ai  4,  =  18O<'-(0o— 0i). 

Z.Aa  A^Ai=%—Qy 


^Ai_  Aa  ^a=0a— Ö,, 

^A^  Ai  .^=18Ü"-(Öa— 0u). 

^Aa  A^  A,=&i-&„; 

also,  wenn  man  in  beiden  Fällen  addirt: 

^AiAoA^^^AtA,Ao  +  jCAaA^Ai  =  ldiy>, 

oder,  wenn  wir  der  Kurze  wegen  die  Winkel  des  losodromischen 
Dreiecks  A^A^A^  bloss  durch  Ao,  Ai,  A^  bezeichnen: 

Ao  +  Ai+A!t=im^, 

welche  Eigenschaft    also    das   allgemeine   loxodromische  Dreieck 
mit  dem  ebenen  Dreiecke  gemein  hat. 


Ferner  ist  aaeh  den  F<H»ielB  9Bß),  aeiotr.   MLozodiaai* 
idien  Trigonometrie.    8.  32/'; 

L,_I^=(t-et)t.ng^y*''j;;g^I^j5j;5^. 


M 


oder 


nnd 


I  ■  ■ 


P^*        83 

^coo©o=fl(l-«V      (l-AioQ*)i' 

P^i         85 


Also  kt,  wi«  man  sogieidi  durch  AdJStioo  findet: 

(Li  -L^coteo  +  (£»—!«)  cote,  +  (I^— £,)cot«,=0 
und 

j^cosOq— ^  cos^t  •f'kco"^t=0 
oder 

wo  man  auch  di«  Analogie  dieser  letalen  Gleichung  mit  einer  bekann- 
ten Formel  der  ebenen  Trigonometrie  sogleich  erkennen  wird. 

Ferner  ist  nach  der  Formel  52)  meiner  „Loxodromischen 
Trigonometrie.    S.  39."; 

tans(iS»+aÄi) 

'- r~ 

X»-Z»=:tang©o^  ta.g<48«+  j  B») 

1     (tH-c6injgi)(l-~csinga^| 
,  ä  *'(l--.«8mÄ)(l  +fsinÄ^/ 

tang(45o  +  |Ä^ 

1»-A)=;tang©,  \  tang(45o+jÄo) 

1  ■  (i  +esini>a>fl~<!bin^(0 
"■  2  **  (l—esln  Jff J(l  +  esinÄo) 

tang(45«+Jl^>) 
j ^ 

Io-X,  =  tang«,^  taug(45o+ jÄ,)  |j 

1  ,  <1  +  csingp)  (1  — flsin.^)] 

2  **  (l-  esinÄo)(l  +,esinff,) 

also  durch  Addition; 

1  •    '.    .  '■■.■. 

taDg{45"+  ^Bi) 

0=ftini{#i  ^  taDg(i5o+  |iy 

'     l  ,  (l  +  csin  Bi)  (1— esin-g^ 
~3  *  (I -^i»sln:fl^)(l-f  esia^a) 


IT 

,      ' r~ 


1  .(l+««in&)(l— esiniSo) 


tiaMt(45o+Jir„) 

I ' — I 

+  tang ©,  {  taiig(45« + 5 »j) 


_1    .(l-fe»tngo)(l-e»liil?i), 
2"(l-.««iai?^(l  ^-csinili) 


Fflr  «=0,  d.  h.  für  den  Fall  der  Kugel,  Ist: 

£1— D^staiigeol -3 ' 

taBg(4ö»+5JBj 

taog(48«+5iy 

L.<  Ife-I^stanga,! 1— » 

taiig(«»+5JBü 

taog(45»+jÄo) 


ji*ttn  man  adcUrt: 

taug  (480 +|äi)  taBg(450+ JB«) 

stangOol 1 +  taog©il 1 

t*ng(48o+gÄ|0  fc«ig(4HP+5Äo) 

f«ig(«o+jlW 

•ftwgeil 1 . 

telig(4if»+5Ä,) 
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i  *  I 

+  (taug  6*1— tauge,)  Itang  (45»+ Jä,>) 


oder 


0=sin  (6^— 9i)  cos  6blt»>g(^ + ^  ^ 

+8io(di  — ab)co8  e«ltang(4Bo+|Bo) 

+  «in(«,-©^JcosÖ|lt»iig(45*+J/?i). 

Ffir  e=0,  d.  i.  filr  den  Fall  der  Kugel»  ist  awch  nach  der  Foim 
63)  meiner  »»Loxodromischen  Trigonometrie.  S.  41.** 

woravs: 

^  <B  4  »t 

ab*  Mch  das  Ob^oa: 

+  ^~^«ia(ei~g^  l«aag(4S*^  J^,) 
_  *!tZl&  Ä(ö^_  e,)l«aag(45»+5B,) 

*:=Äaiii(fl^-#«VI  ttag  (45- + 1  ai) 
«■^^  •»•»  (#1  ~«^««M«  («• + 1  ä;) 


Wir  wollen  jetzt  Mch  den  FUcheninhalt  loxodromtecher  Drei" 
ecke,  die  auf  der  Oberläche ' einer  Kagel  Hegen»  bestimmen,  and 
in  dieser  Beziebimg  zuerst,  blosa  eolelie  Mzodromische  Dreiecke 
betrachten«  welche  von  einer  loxodromiachen  Linie  und  zwei 
durch  deren  Endpunkte  und  den  positiven  Pol  der  K|iget  geben- 
den Meridiatibog^n  eingeschlossen  werden. 

Der  Flächepiiobalt  der  der  QiceMe  .  S  fratsprecbeadea  :  sphlil- 
sehen  Calotte  ist  nach  bekannten  Elementarsätzen  yon  der  &agely 
wenn  wir  den  Halbmesser  der  Kugel  wie  früher  durch  a  bezeichnen : 

2a*  9S — 2a  9S .  asin  3  =32a*  ^  (1 .— -  sin  S) 
=2a«n;tl—cos(90o-.5))=4a«n;sln  (450—^5)« 

Sind  nun  a,  S  die  Länge  und  Breite  des  Endpunkts  (}n  dem 
Sinne  der  Richtung  genommen »  nach  welcher  die  Längen  gezählt 
werden)  der  das  loxodromische  Dreieck  von  der  obieen  Beschaf- 
fenheit« dessen  FläöheninhaJt  wir  durch  5'  bezeichnen  wollen» 
teilweise  begränzenden  loxodromischen  Linie ;  so  erhellet  mittelst 
dner  einfachen  Betrachtung  sehr  J[elcht,  dass  mit  desto  grosserer 
Genauigkeit,  je  näher  ^co  und  ^Q  der  Null  kommen« 


oder 


^  S:^2a*sin(45o  -^^Q)*üi(o-^^i^c6MQ/iimA^^ 


||==2a«sin(46<>-2S)«||-.gr«cosS  A« 

ht  Lässt  man  nun  /^IS  Mch  der  Null  nähern  und  geht  zu  den 
(riinien  über«  so  erhält  man  auf  der  Stelle  die  Gleiäung 

^|=2««»in(45o-j5)«^. 


Weil  nun  aber  nach  der  Formel  26)  meiner  ««Loxodromischen 
Trigonometrie.    S.  28/'  im  Falle  der  Kugel«  d.  h.  f&r  a=6« 

d»     tangg 
SS"^  cosö 

bt»  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden 
oder 


so 


«Id(48o-.Jö)«_ 


irö  natürlicli  S  eine  coostante  Grlteae  ist  Also  ist«  irenn  S,  A 
die  Breiten  der  beiden  Endpunkte  der  das  loxodromisdie  Dreieefe 
theiltreide  begrintenden  loxodromlschen  Linie  sind« 

Ä=2«>tei.g©/  ewä         ^' 

B 

odet«  treil  nach  dem  Obigen 


also 


1 

sin  (450- 5  5)«      ^ 


cosü  5(»«cS-*.faiig3) 

ist: 


S^a^Umgef  f   's^50S  — /    teatgtSSSj 


Nun  ist  aber 


sec  ü3ö  =Ji;::5H§i==/p^ 

"^2  V  l+ß>öö  V  l-^»i«ö  ^ 


1=  ^  {1  (1 + sin  5)  —  l  (1  ~  sinS)) 


"  I 


1-, 


""2*1— sinö"^a    .    ,.^rt     1-v, 

sin  (450—^0)* 


ÄUot(4»o— ?S):j=ltang(4S<>+jcS) 


und 
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iIm 


folglich  nach  4m»  Obigen 


« 

^,,  t8iig(45«+^ir,) 

/      MCS93=:1 ' 1 , 

V,  tMg(46o+jÄ) 

/'•tang583=-l«-S§; 


S=««tang©{|.^+1 — T— 


oder 


Sa«*taog6l- — j- . 

co8J9taDg(4So  f  2^ 

bbt  aber  auch 

1  1 

eosJ9r=sin(gO<>+'iO==28in  (450  4.  ||3)  cos(45o  4.^^, 

cmSi  =8iii(90«-f  A)  =:2«fn(46o +f  i^i)  cm(45o  +  ^A); 


foljÜA 


\ 

cos^i«ang(46«  -f  |^'i)=2siD  (45» -f^^)«; 


nd  daher  nach  dem 


9 


•hi(45o  +  iß^) 
5=3a*taiigei j 


S3 

oder 

1 

S=s2a«tangei j . 

co8(45o  — ^Ä) 

Bezeichnen  wir  Jetet  den  FIficheninhalt  des  Foxodromiscliett 
Dreiecks  A^A^  A^  inTaf.  II.  Fig^3«  durch  f\  so  ist  in  dem  ersten  der 
beiden  in  der  Figur  dargestellten  Fälle  nachdem  Vorhergehenden: 

■■-'■■■  1 

cos  ß^  tang  (450  \^B^ 

F=a*tang  ©^  l — j 

cos  J9o  tang(4ä<'4-5J7o) 

cosÄjta»g(4^o  +  -^B^ 

,     —  a«tang6o* ^- — — "- f^^ — 

cos  ^1  tang  (450 +g-Äi) 

co8£itang(45o  +  ^^) 

^a«tange,l ,,    .'■..' j ' 

cos  Äo  tang  (450 +.JÄ,) 


also^  wie  sogleich  in  die  Angen  fällt: 

cosi?!      .        ^  .cos£s  .  .        -.  gCOSjS^ 


„      •  L      iö  ,cosi?i  .  ^       ^  .cos£s  .  .       -.  wCosJSo 
F=«VJtong©ol^+tange»i— ^+tangeb»CTf 


<    i 


,   tang(45<»+5-2Ji) 
-a»{taAgi9ot  i 

•  V.  ;,      .4;...    taug  (-is?  +  i'llo)| 
+tang  8, 1 j 

,.,.■■  tang(45o  +  ^B0 

tang(4ß<>+|fi,) 
+  tang  9,1 j 


^  . '  ■« 


.  'i  « 


to>g(45'>+^/?o) 


Nach  dem  Obigea  verschwindet  aber  der  ganze  zweite ,   ab- 
gezogene»  Theil»  und  es  ist  also: 


Anch  findet  in^n  mitleUt  4ea  OUgen  sogleich : 

'■m 

«in(4S<'+jBi).  , 

F=2o«{tang©ol T 

sio(4S<»-(-^B,) 


sin  (0"  +  \b^ 
4ta«ge,l r 

4  taogÖat j 


odef 


j 


€08(450-^^^91) 

/     •)   ■      ■ 

cos(45«— JA) 
•f  lang  eil' r- 

cog(45o-2^^)| 

+tang©4l j- 

eos(45^  — Jäi) 

In  dem  zweiten  der  beideb  in  der  Figur  dargestellten  Fälle 
ist  auf  ganz  älinliche  Weise : 

cosJBatang(45«  +  s^J?2) 

F=:«»tangeol 1 

cos  i?i  tang  (45*»  -[-^Bi) 

cosÄi  tang(46«+^Äi) 
+  o«tange2l  ^ 


cosÄotang(45«  +  2^o) 


TheU  ILVI. 


u 


—  a*tang  6, 1 r , 

■  ■    -  cos  2»«tang  (45»  +5-Ä«) 

also,  wie  sogleich  ^helfet: 
F=-aM  tange.,^+t.nge,.^  +  ta„g#..«^ 

tang(45.+  |-Ä,) 

+««{taogepl  — j 

taDg(45''+^2li) 

tang(45«+i2».v 

+  «ans  Öl » ^-1 w  , 

taiig(45«>  +  ^B^" 

taDg(45o  +  iÄJ 
ttenge.l  ^^ f 

tang(4&o+^Äo) 
also,  weil  nach  Aem  Obigen  der  zweite  Theil  Terschwindet : 

t 

Auch  findet  man  mittelst  des  Obigeo  sogleich : 

F=-aa»|t4nge,l \ 

sm(45o+^Äa) 

« 

sin(45«+jÄ,) 
+  tang«»- ^ 

siD(45»  +  ^l?,)| 

+  tai«e»l f 

sin  (46« +5  Ä.) 

oder 


•  \ 


I      .      « 


1. 


co«(4ö«-2^») 

coä(4Ö*— ^B«) 

co«(4ö*-^Ä4) 

+  tang  ©I  |.  '^  i  ■  > '  ' 1 

c<w(45»-jÄ.) 


<  t 


co8(45^  — o 


C08(4Ö«-2J^) 


Folglich  ist,  wenn  maii  nur  immer  daa  Zeichen  sa  tiiinhif,  dass 


FposiUv  wird,  allgemein'; 

...   .j 


/ 


.•:N 


''.!      • 


\        '   • 


t       \ 


'=±»'H«.i  ^+'^«."Ä+'-«*«'^t.'. 


oder 


'•\ 


i 


\  ••! 


F=:±2a^ttangeol 


8in(45<'  +  g-i?i) 


..'A^^-^ 


«in(45<'4'|A^>; 


rM; 


+tonge,l 


giu(46»+jÄ»)| 


';.!«• 


^  tang  8,1 


8iD(48«  +  2Bo) 


1 


«In  (45« +2^1) 


•  '  / 

1      .1  .»   >  * 


ler 


, ', ) '  I . . 


3» 


88 


1  _ 1 


:isin(4ö«+s-B«)-l8ln(45<»+öfii)    , 
\tang(45   +  ^B,)-l  tang(45o  ^  ^g,) 

lsin(45o+5-ß,)-lsiii(45«  +  §-Äa)   f 

+  (Li-L,) 1 i^^l.. 

ltang(46«+2ßiMtang(4ö«  f  2  Ä.)r 


I«: 


■A         ^       :..  :    I.- 


Durch  diese  heifahtkenswerihe  Formel  wird  also  der  Fläche»^ 
Inhalt  des  loxo4r\ymischeD  Dreiecks  auf  der  Kugel  bloss  durch 
die  Längendifferenzen  und  die  Breiten  seiner  drei  Spitzen  ausgedrCIckt 

Ich  will  jetit  diese  Betraditungen ,  ungeachtet  ihres  theoreti- 
schen Interesse^  nicht  weiter  fortsetzen ,  weil  sie  eine  praktische 
Anwendung  nicUt  darbieten >  bemerke  aber  noch,  dass  sich  auch 
der  Flächeninhah:  ^es  allgetneinen  loxodromischen  Dreiecks  auf 
der  Oberfläche  dnes  EHfpsoids  ganz  auf- ähnliche  Art  wie  Yorlier 
bei  loxodromischen,  Df^iecfceo  auf  der  Kugel  ermitteln  lasseo 
würde;  indess  können  die  Integrale »  auf  welche  diese  Untersu- 
chung führt»  niur  durch  unendliche  Reihen  dargestellt  werden» 
und  ich  will  daher  die  Mittheilung  derselben  lieber  einem  spfiteni 
besondern  Aufsitze  vorbehalten ,  wenn  es  mir  gelungen  sein  whniy 
durch  das  Vorliprgehendß  das  Interesse  der  Leser  für  diese  De- 
fersuchungen  v^lletcht  eibigermßassen  in  Anspruch  zu  nebfneii. 


ibr 


s 

l 
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Veber  die  AufstelluniT  des  Messtlsehes 
fiber  einem  auf  der  Erde  gregrelienen 

Panl&te. 

Von  dem 

Herausgeber. 


Der    Gebrauch    des  Messtisches    erfordert    bekanntlich    fast 
nuaer,  denselben  so  aufzustellen,  dass  ein  auf  d(;ni  Tische  gei^e- 
Aener  Punkt  lothrecht  über  einem  auf  der  Erde  pocebcnen  Punkte 
sieh  befindet,  dabei  aber  auch  zugleich  der  Tisch  horizontal  steht, 
und  eine  durch  den  auf  dem  Tische  gegebenen  Punkt '  sehende 
se^bene  gerade  Linie  auf  dem  Tische  nach  einem  zweiten  auf 
aer  Erde   gegebenen  Punkte  gerichtet  ist.     Zur  Lösung  dieser 
Aufnbe  bedient  man  sich  bekanntlich  des  einfachen  Instruments, 
welcnes  man  eine  Einloth  -  Gabel  oder  Einloth- Zange   zu  nennen 
pfleet    Wer  aber  mit  der  Messtisch -Praxis  geh«}rig   vertraut  ist, 
wird  am  hoflfentÜch  darin  beistimmen,  dass  auch  ungeachtet  des 
Gebrauchs  der  Gabel  oder  Zange  die  genaue  Lösung  dieser  Auf- 
gabe immer   mit  Schwierigkeiten  verbunden  ist,   und   dass   man 
sich  meistens  mit  einem   blossen  „Beinahe"  zu  begnügen  ge- 
zwungen ist.  Auch  sagt  ja  u.  A.  schon  Böhm  in  seiner,  praktischen 
Feldmessern  immer  noch  zu  empfehlenden  Gründlichen  Anlei- 
tutig  zur  Messkunst  auf  dem   Felde.     Dritte  Auflage 
von   J.   G.  J.  Cämmerer.      Frankfurt    a.  M.  1807.  S.  191.: 
,,DeD  Messtisch  in  dem  Punkte  B  auf  der  Erde  so  aufzustellen, 
daAS  derselbe  zu  gleicher  Zeit  horizontal  stehe,  wenn  der  Punkt 
6  auf  dem  Tische  über  B  auf  dem  Felde  und  die  Linie  ab  des 
'Tisches  in  einer  bestimmten  durch  6i?  sehenden  Vertikalebene  liegt, 
•ei  eine  allerdings  nicht  ohneOebun^  und  grosse  Auf- 
merksamkeit aufzulDsendeAufgabe.'*  Der  Grund  der  Schwie- 
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rigkeit  dieser  Aufgabe  liegt»  wie  ein  Jeder  gleich  übersieht»  lediglich  in 
dem  Umstände,  dass  sieh  der  Tisch  nach  der  gewöhnlichen  Ein- 
richtung nur  um  seinenMittelpunkt»  d.  h.  bloss  centrfsch,  nicht  auch  ex- 
centrisch  drehen  lässt,  und  es  hat  daher  nicht  an  Vorschlägen  gefehlt, 
diesem  Uebelstande  durch  verschiedene  besondere  Einrichtungen  des 
Tisches  abzuhelfen.  Man  hat  das  Tischblatt  in  einemRahmen  verschieb- 
bar gemacht,  ein  Vorschlag,  der,  wenn  ich  mich  recht  erinnere» 
zuerst  von  Bugge  gemacht  worden  ist»  und  sich  bei  mehrereu 
älteren  Messtischen»  die  mir  vorgekommen  sind»  in  Ausftihruiiff 
gebracht  findet;  ja  man  hat  sogar  vorgeschlagen»  den  Messtiscb 
nach  Art  einer  2ollmannischen  Scheibe  zu  gebrauchen»  d.  h.  alle 
Winkel  mittelst  des  Diopterlineals  oder  der  Kippregel  an  den 
Mittelpunkt  des  Tisches»  m  welchem  ein  Stift'  eingeschlagen  wird, 
anzutragen»  und  dieselben  dann  durch  Parallellinien  mittelst  der 
dazu  erforderlichen  bekannten  einfachen   Werkzeuge  (M.  s.  z.  B« 


Beiträge  zur  Beförderung  geometrischer  und  seosra* 
phischer  Messungen  für  diejenigen»  welche  aerglei- 
chen  Geschäfte  zu  leiten  haben»  von  Tabor.  Frankfurt 
a.  M.  1804.)  an  die  auf  dem  Tische  gegebenen  Punkte  zu  über- 
tragen.  Wie  unpraktisch  Vorschläge  der  letzteren  Art»  und  wie 
wenig  förderlich  dieselben  der  grossen  Geuauiekeit  sind»  welche 
sich  nei  richtigem  Gebrauche  mit  dem  Messtiscne  allerdings  errei- 
chen lässt»  übersieht  ein  Jeder  auf  den  ersten  Blick»  nnd  solche 
kunstliche  mechanische  Einrichtungen,  wie  die  ersteren,  haltet  ich 
für  eben  so  wenig  praktisch»  da  sie  der  so  überaus  nöthigen  und 
wichtigen  Festigkeit  und  Solidität  des  Tisches  schaden»  und  doch 
auch  nicht  alle  von  ihnen  gehoffte  Bequemlichkeit  und  Sicherheit 
darbieten.  Dass  der  Tisch  bloss  um  seinen  Mittelpunkt  drehbar 
sei  und  bleibe»  scheint  mir  eine  Einrichtung  zu  sein»  die  man  nie 
und  nimmermehr  verlassen  darf»  wenn  man  nicht  der  Genauigkeit 
der  so  vielen  schönen  Arbeiten,  welche  sich  mit  dem  Messtische 
ausfuhren  lassen»  wesentlichen  Eintrag  thun  will.  Aber  dann 
freilich  bleibt  immer  die  Nothwendigkeit  einer  zweckmässigen  L9* 
sung  der  fraglichen  Aufgabe;  denn  sich  mit  einem  blossen  »»Bei- 
nahe'^ zu  begnügen»  und  sich  bei  der  ziemlich  allgemein  verbrrf- 
teten  Meinune  zu  beruhigen»  dass  eine  einigermassen  ezcentr Ische 
Aufstellung  aes  Messtisches  der  Genauigkeit  der^  Operationea 
nicht  schade»  scheint  mir  wenigstens  dem  ^Vesen  einer  streneen 
Wissenschaft  nicht  angemessen  zu  sein»  indem  man  gar  nicht 
wissen  kann»  wie  weit  bei  oft  so  complicirten  Operationen  kleine 
Fehler  in  der  Aufstellung  des  Tisches  sich  fortpflanzen.  Ich  stehe 
nicht  an»  die  Ueberzeugung  auszusprechen»  dass  eine  stets  genaa 
richtige  Aufstellung  des  Messtisches  über  dem  eigentlichen  Sta- 
tionspunkte der  Genauigkeit  und  Sicherheit  der  Operationen 
(z.  B.  bei  Aufnahmen  aus  dem  Umfange)  mit  diesem,  be- 
sonders bei  seinen  neueren  schönen  Einrichtungen  zur  Ho- 
rizontalstellung  der  Planchette»  zur  feinen  Horizontalbewegunff» 
bei  den  neueren  Verbesserungen  der  Kippregel»  dass  man  z.B. 
nicht  das  Ocular  nebst  seinem  Fadenkreuze»  sondern  vielmehr 
das  Objectiv  mittelst  einer  feinen  Schraube  beweglich  einrichtet, 
u.  8.  w.,  in  vielen  Beziehungen  so  aussezeichneten  und  der  ffeo- 
metrischen  Schärfe  sich  so  sehr  nähernden  Instrumente  wesennich 
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(«irderilch  sein  wird.  Ja  ich  glaube  mit  Recht  aa^en  zu  kOnnen, 
Ajum  sich  bei  richtigem  Gebrauche  mit  dem  Meastische  mit  einer 
geuisseii  Ele^j^anz  arbeiten  läaat,  und  eben  um  dieae  Elegana 
bei  den  Meaatiacharbeiten  i^  erhöhen,  habe  ich  niichL  ^wie  ich 
Dicht  leupie,  ziemlich  lange  damit  beschäftigt,  ein  zweckmäasisea 
und  voll^  sicheres  Verfahren  zur  richtigen  Aufatetiung  dea  xi- 
«chea  aufzufinden.  Manches  hat  sich  mir  seit  dem  öfter  wieder- 
bi)lten  Nachdenken  Aber  diesen  (vegenstand  dargeboten;  aber  end- 
jich  bin  ich  bei  einem  Verfahren  stehen  geblieben,  welches  ich 
im  Folgenden  in  der  Kiirze  beschreiben  will,  ohne  dass  ich  es 
Rir  nutoig  halte,  mich  auf  die  Erläuterung  seiner  Gründe  einzu- 
lassen, da  CS  an  sich  so  höchst  einfach  ist,  dass  die  Griinde  ein 
Jeder  sogloich  selbst  übersehen  \Tird.  80  einfach  die  Sache  auch 
an  sich  ist,  so  halte  ich  sie  doch  für  hinreichend  wichtig,  um  die 
Mittheilung  des  in  Rede  stehenden  Verfahrens  an  diesem  Orte 
zii  rechtfertigen,  und  jE^laube  überzeugt  sein  zu  dürfen,  dass  ein 
Jeder,  wer  iiieses  VeHähren  bei  seinen  Arbeiten  nur  einmal  in 
Aawendung  gebracht  hat,  es  nie  wieder  verlassen  wird.  Es  sollte 
mich  fast  nicht  wundern,  wenn  dasselbe  schon  bekannt  wäre,  was 
mich  aber  nicht  hindern  kann,  es  hier  mitzutheilen,  da  ich  wenig- 
itens  mich  nicht  erinnere,  in  der  mir  zu  Gebote  stehenden  ziem- 
lidi  reichen  Literatur  desselben  schon  früher  Erwähnung  gethan 
gefunden  zu  haben. 

Der  Mittelpunkt  des  Tischblattes  muss  genau  bezeichnet  sein, 
wozu  aber  zwei  kleine  sich  durchkreuzen^  Bleistiftlinien  völlig 
Uoreichen.  Unten  am  Stative  zwischen  den  Füssen  des  Tisches, 
Bugiicbst  genau  im  Mittelpunkte  der  Drehung  des  Tisches,  und 
also  fibereinstimmend  mit  dem  auf  dem  Tischblatte  bezeichneten 
Mittelpunkte  desselben«  den  wir  im  Folgenden  der  Kürze  wegen 
M  nennen  wollen ,  muss  ein  Häckchen  oder  eine  andere  derartige 
anfache  Einrichtung  angebracht  sein,  um  daran  ein  fast  bis  auf 
dm  Erdboden  reichendes  Loth  aufhängen  zu  können. 

Der  Stationspunkt  auf  dem  Erdboden  sei  A,  und  B  sei  ein 
zweiter  Punkt  auf  der  Erde,  nach  welchem  von  A  ans  die  gerade 
L'mie  AB  gerichtet  ist.  Ein  auf  dem  Messtische  gegebener  Punkt 
sei  a  und  ab  sei  eine  von  demselben  auseehenae  gerade  Linie, 
weiche  gleichfalls  auf  dem  Messtische  gegeben  ist.  Man  soll  den 
Tisch  so  aufstellen,  dass  das  Tiscbblatt  horizontal  ist,  der  Punkt 
a  sich  lothrecht  über  A  befindet,  und  die  gerade  Linie  ttö  auf 
dem  Messtische  der  Linie  AB  auf  dem  Felde  entspricht,  oder 
die  Linie  06  auf  dem  Tische  nach  dem  Punkte  B  auf  dem  Felde 
orientirt  ist 

Dies  zu  bewerkstelligen,  stelle  man  den  Tisch  mittelst  des 
im  Mittelpunkte  der  Drehung  hängenden  Lothes  so  auf,  dass  der 
Hittelpunkt  M  der  Plauchette  lothrecht  über  A  steht,  und  bringe 
das  Tischblatt  mittelst  der  bekannten  drei  Messing  -  Schrauben 
zur  feinen  Horizontalstellung,  die  bei  der  hier  vorhabenden 
Operation  wo  möglich  nicht  fehlen  dürfen ,  und  des  Ni- 
veaus in  horizontale  Lage,  zwei  Erfordernisse,  denen  mit  der 
Srussten  Leichtigkeit  und  Genauigkeit  zugleich  entsprochen  wer- 
en  kann.  Hierauf  lege  man  die  Kippregel  an  ab  und  orientire 
den  Tisch  mittelst  der  Mikronieterscnraube  oder  der  Schraube 
ohne  Ende  genau  nach  B.    Dann  lege  man  die  Kippregel  an  aM, 
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und  trage  die  Linie  aM  von  ilf  aus  auf  der  entgegengesetzten  Seite 
diese«  Punktes  an  die  Kippregel'  an^  wodurch  man  In  der  Rich- 
tung der  Kippregel  auf  dem  Messtische  einen  auf  der  enträgen- 
gesetzten  Seite  von  M  ebenso  ivei*  von  M  wie  a  entfernten  l^unkl 
a!  erhält  Diesen  Punkt  a'  lothe  man  mittelst  der  Gabel  auf  deo 
Erdboden  ab,  wodurch  man  auf  letzterem  den  dem  Punkte  a'  est!- 
sprechenden  Punkt  A  erhält.  Nun  nehme  man  den  AAeeistiach 
weg,  steile  ihn  vermittelst  des  im  Mittelpunkte  der  Orehoog 
hängenden  Lothes  so  auf,  dass  der  Mittelpunkt  M  der  Planchetti 
lothrecht  über  A  steht,  und  bringe  das  Tischblatt  mittelst  der 
bekannten  drei  Schrauben  und  des  Niveaus  in  horizontale  IjBM. 
Endlich  lege  man  die  Kippregel  wieder  an  ab  und  orientire  Ml 
Tisch,  ohne  denselben  sonst  im  Geringsten  zu  verrfickn« 
genau  nach  By  so  wird  man  jederzeit  zugleich  das  Lolh 
der  in  den  Punkt  a  gebrachten  Gabel  mit  aller  irgend  erforder- 
lichen Genauigkeit  über  dem  auf  dem  Erdboden  gegebenen  Stattons- 
punkte  A  einspielen  sehen,  und  hierdurch  also  eine  völlig  genane 
Aufstellung  des  Tisches  bewirkt  sein.  Angenommen  wird  hier* 
bei,  dass  der  Punkt  B  eine  merklich  grosse  Entfernung  von  dett 
Punkte  A  habe,  was  man  aber  bei  Operationen  mit  aem  Mtea? 
tische,  namentiieh  bei  Anwendung  der  mit  einem  Femrohr  yck^ 
sehenen  Kippregel,  anzunehmen  gewiss  immer  vollkommen  bweeh 
tigt  sein  wird. 

Bemerken  will  ich  übrigens,  dass  man,  nachdem  man  des 
Mittelpunkt  des  Tisches  lothrecht  über  A  gebracht  und  das  Tisch- 
blatt horizontal  gestellt  hat,  wenn  man  mit  völliger  geometriscber 
Strenge  verfahren  wollte,  eigentlich  erst  durch  M  eine  Panüleie 
mit  a6  auf  dem  Tischblatte  ziehen,  die  Kippregel  an  diese  Barst 
lele  legen,  den  Tisch  nach  B  orientiren,  und  dann  weiter  wie 
vorher  verfahren  müsste.  Das  Unpraktische  dieser  Procedur  Begt 
aber  zu  sehr  auf  der  Hand,  als  dass  ich  darüber  noch  ein  Weit 
verlieren  sollte,  und  auch  durch  das  erstere  Verfahren  wird.Has 
sich  hoffentlich,  wenn  nur  der  Punkt  B  ziemlich  weit  en^brat 
ist,  was  die  zuletzt  erreichte  vollkommen  richtige  Stellung  Ücs 
Tisches  betrifft,  stets  vollkommen  befriedigt  finden. 

Freilich  aber  wird  man  gegen  das  angegebene  Verfahren  so- 
gleich zwei  Einwände  machen. 

Erstens,  wird  man  sagen,  ist  das  zweimalige  Aufstellen  des 
Tisches  auf  demselben  Stationspunkte  zeitraubend.  Hierauf  kann 
ich  nichts  weiter  entgegnen,  als  dass  nach  meiner  Erfahrung  die- 
ses zweimalige  Aufteilen  des  Tisches  auf  demselben  Stationspunkte, 
in  der  Weise  nämlich  wie  es  oben  gelehrt  worden  ist,  nicht  zeitraubender 
ist  als  das  gewöhnliche  Verfahren  durch  mehrfaches  Probiren  und 
das  dadurch  nöthig  gemachte  öftere  Verrücken  des  Tisches,  dass 
aber,  wenn  auch  selbst  das  vorgeschlagene  neue  Verfahren  etwas 
mehr  Zeit  als  das  gewöhnliche  kosten  sollte,  man  daför  durch  die 
i^öllig  regelrechte  und  sichere  Procedur  bei  dem  neuen  Verfahren 
und  die  grössere  Genauigkeit  des  Endresultats  vollkommen  ent- 
schädigt wird. 
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Ziveitena,  wird  man  einwenden,  entspricht  datUebertrai^enderEnt- 
fermingflilf  nach  a'ilf  an  der  an  aufliegenden  Kinpregel  nur  wenig 
einer  gesunden  Praxis.  Auch  dies  zuaiigeben,  bin  ich  im  Ganzen 
geneigt,  glaube  aber,  dass  sich  diesem  Uebelstunde  durch  eine 
■eno  Einrichtung  der  Gabel  vollkommen  abhelfen  lässt.  Ich 
wfirde  nämlich  derGabel  etwa  die  in  Taf.  II.  Fig.  3.  dargeHtellte  Ein- 
dcbtung  geben.  An  der  gewöhnlichen  Gabel  ist  ein  Lineal  oder 
dne  K^el  W  angebracht,  die  in  ihrem  Mittelpunkte  o  und  in  awei 
andern  zweckmässig  gelegenen  Punkten  ^,  /l' drei  ganz  kleine  völlig 
g)sicb  lange  Spitzen,  mit  denen  die  Regel  an  die  Kippregel  an- 
gelegt wurden  |kann,  hat,  und  eine  hinreichend  weit  getriebene 
IbMUUieintheilnng  trügt,  die  ihren  Nullpunkt  bei  a  hat  und  von  da 
an  aaph  /  und  /  hin  auTgetragen  ist.  Der  Punkt  J,  in  uclcheni 
das  Loth  bä^gt,  muss  bei  dem  Gebrauche  der  Gabel  an  der  hori- 
lOotaLjeestellten  Planchette  genau  vertikal  unter  der  Spitze  a  lie- 
gen. .0er  obere  Arm  der  Gabel  muss  aber  in  einer  Nuthe,  an  der 
Sntlich  die  Regel  befestigt  ist,  etwas  verschiebbar  sein,  und 
mittelst  einer  oder  besser  zweier  Schrauben,  die  in  der  Figur 
aagedeutet  sind,  in  der  Nuthe  feststellen  lassen,  weil  ohne  diese 
Eiarichtung  die  Spitze  a  nicht  genau  an  den  Mittelpunkt  M  der  Plao- 
datte  würde  gebracht  worden  können,  was,  wie  sich  gleich  nach- 
kr  zeigen  wird,  erforderlich  ist.  Der  Gebrauch  dieser  Einrlch- 
taae  der  Gabel  bei  dem  in  Rede  stehenden  Uebertraeen  von  aM 
BICB  a^M^  wobei  natarlich  die  Rei;el  an  der  an  aM  gelegten  Kipp- 
legel  und  die  Suitze  o  an  dem  Mittelpunkte  M  des  Tbschblattes 
Iwffen  muss,  und  dem  darauf  folgenden  Ablothen  des  Punktes  a' 
m  den  Erdboden,  wodurch  man. auf  letzterem  den  o' entsprechen- 
den. Punkt  ^*  erhält,  wird  einem  Jeden  sogleich  erhellen,  ohne 
daas.  ich  darüber  noch  Etwas  zu  sagen  brauche.  Die  richtigen 
Iferhältnisse  der  einzelnen  Theile  der  Gabel  zu  den  Dimensionen 
der  Planchette  wird  jeder  geschickte  Mechanikus  gleichfalls  selbst 
41  treffen  wissen.  Nur  auf  den  folgenden  Punkt  darf  ich  nicht 
fteriagsen  noch  aufmerksam  zu  machen. 

Bei  dem  Ablothen  eines  auf  dem  Tische  gegebenen  Punktes 
anf  den  Erdboden  sind  nämlich  oft  die  Füsse  des  Tisches  und 
andere  Theile  des  Stativs  hinderlich.  Dieser  Fall  kann  also  auch 
eintreten,  wenn  man  bei  dem  in  Vorschlag  gebrachten  neuen  Vor- 
fahren den  Punkt  a'  auf  den  Erdboden  aolothen  soll,  um  den 
neuen  Aufstellungspunkt  A'  des  Mittelpunkts  des  Tisches  zu  er- 
halten, aber  auch  nur  dann,  vi-eil  das  neue  Verfahren  sonst  das 
Ablothen  keines  anderen  Punktes  auf  den  Erdboden  in  Anspruch 
nimmt  Diesem  Uebelstaiide  lässt  sich  aber  bei  dc^m  neuen  Ver* 
,  fiahreh  sehr  leicht  begegnen,  wenn  man  nur  an  der  an  aM  lie- 
t  genden  Kippregel  einen  anderen  Punkt  als  a"  aufsucht,  welcher 
^  sich ,  ohne  jenes  HinderniAS,  bequem  auf  den  Erdboden  ablothen 
ISsst;  und  bei  zweckmässiger  Einrichtung  des  Stativs  des  Mess- 
tisches gewiss  immer  gefunden  werden  kann.  Bezeichnen  wir 
diesen  Punkt  durch  a",  und  lothen  ihn  auf  den  Erdboden  ab,  wo- 
durch wir  auf  letzterem  den  Punkt  A"  erhalten ,  so  brauchen  wir 
nur  an  der  Skale  der  Regel  der  Gabel ,  die  an  der  Kippregel  liegt, 
die  Entfernung  des  Punktes  a"  von  a\  d.  h.  die  Linie  a"a'f  zu 
nessen,  und  eine  derselben  gleiche  Linie  auf  dem  Erdboden  von 
•1^  an  auf  der  auf  dem  Eidboden  gegebenen  Linie  AA*'  nach  der 
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gehSrIgen  Rfchtong  hin  abzamessen,  so  ist  der  EndpOBkt  dieser 
abgemes^Den  Linie  der  gesuchte  Puolct  A'^  wie  auf  der  Stelle 
erhellet  Also  auch  dem  bei  äem  gewohnlichen  Verfahren  Öfters  eintre- 
tenden  Uebelstande^  dass  die  Fasse  des  Tisches  od^  andere 
Theile  des  Stativs  einem  genauen  Ablotfaen  der  Punkte  auf  dem 
Tische  auf  den  Erdboden  hinderlich  sind,  wird  durch  das  neue 
Verfahren  so  gut  wie  ganz  abgeholfen,  was  demselben  vielleicht 
auch  zu  einiger  Empfehlung  dienen  wird. 

Ich  glaube,  dass  man  dem  hier  besprochenen  Gegenstände 
in  neuerer  Zeit  zu  wenig  Aufmerksamkeit  geschenkt,  und  sich  m 
sehr  bei  dem  Glauben  beruhigt  hat,  dass  nicht  sehr  grosse  Excen- 
tricitätäfehler  bei  der  Aufstellung  des  Tisches  der  Genanigk^ 
der  Operationen  keinen  wesentlichen  Eintrag  thun*).  Ich  halte  den 
Messtisch  bei  richtiger  Anwendung  und  recnt  zweckmässiger  Ein- 
richtung fSr  ein  sehr  genaues  geometrisches  Constructions-InBinunenb 
und  bin  daher  der  Meinung,  dass  man  alle  Quellen,  ans  denen 
Fehler  entspringen  können,  soviel  als  irgend  mödich  zu  versto- 
pfen suchen  muss.  Ein  kleiner  Mehraufwand  von  Zeit,  wenn  der- 
selbe sich  wirklich  ergeben  sollte,  darf  dabei  nicht  in  Ansdhlag 
gebracht  werden.  Leider  wird,  wenigstens  in  einigen  Ländern» 
der  Messtisch  jetzt  bei  Weitem'  nicht  mehr  so  häufig  in  Anwen- 
dung gebracht  wie  früher,  und  droht  fast  ganz  durch  andere  In- 
stramente, namentlich  durch  die  ßoussole,  verdrängt  zn  werden. 
Ohne  manche  von  der  ßoussole,  bei  welcher  allerdings  namentlich 
Excentricitätsfehler  in  der  Aufstellung  nicht  vorkommen  kOnnen, 
dargebotene  Vortheile  irgend  in  Abreoe  stellen  zu  woUen,  vermag 
ich  die  Einfährung  dieses  Instruments  auf  Kosten  des  Messtisdiee 
doch  nicht  für  einen  Fortschritt  In  den  Vermessungsgeschäften  an 
erkennen,  und  wünsche  sehr,  dass  der  Messtisch  wieder  allge- 
meiner in  Gebrauch  kommen  möge,  wie  dies  auch  in  manchen 
Ländern,  so  viel  ich  weiss  z.  B.  in  Sachsen  and  Hessen ,  auch  in 
Oesterreich ,  mit  Recht  immer  noch  der  Fall  ist.  Die  obigen  Zei* 
len  haben  ihren  Zweck  erreicht,  wenn  sie  dazu  Einiges  Deisatiar 
gen  geeignet  sein  sollten. 


*)  In  dem  Handbuch  de«  Feldmetten«  und  Nivellirens 
in  den  gewöhnlichen  Fällen  von  Crelle.  Berlin.  1B20.  8.  8. 
82.  hei88t  es  z.  B. :  „Da  es  aber  auf  eine  solche  Genauigkeit  selteB  an* 
kommt,  indem  es  in  den  meisten  Fällen  nnr  einen  nnmerklidien  Unter- 
schied macht,  wenn  der  Punkt  anf  dem  Messtisehe  seihst  am  eiaen 
Fuss  seitwärts  über  dem  sngehorigen  Punkte  am  Boden  liegt,  so  tat  die 
Einlothsange  eigentlich  in  der  Regel  nicht  nöthig,  nnd  ihr  Gebranck 
verursacht  nur  Aufenthalt  eine  Ansicht,  {der  ich  dorchaos  nicht  bei- 
stimmen kann,  denn  die  Natur  des  Messtisches  erfordert  geometrische 
Crenanigkeit.  Die  so  sehr  grosse  Crenauigkeit  nnd  Sorgfalt  erforderadea 
Umfangs  -  Messungen ,  die  man  doch  öfters  nicht  umgehen  kann,  bah« 
ich  schon  oben  besonders  heryorg^hoben. 
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Vel»er  die  Bewegrungr  einer  Magnet 

■adel  unter  dem  Klnflusse  eines  nn> 

besriinzten  gral^&nlscben  Stroms« 

Von 

Herro  Doctor  J.  Dienger, 

PMffeMor  IUI  der  polytechnischen  Schale  so  Cnriarahe. 


$.  1. 

NS  (Tai.  n.  Fig.  4.)  sei  eine  Haeuetnadel»  deren  Iffitte 
.  Oui,  ON=OS=^l;  \n  R  stehe  auf  der  Ebeoe  der  Figor,  in 
dtt  aUein  die  Nadel  sich  drehen  könne,  ein  unbegränzter  Draht 
wrinecht,  in  welchem  ein  positiver  galvanischer  Strom  abwärts 
steife.  Ist  N  der  Nordpol  der  Nadei,  iS  ihr  Südpol,  so  sucht 
.  der  Sinwi  den  Pol  N  senkrecht  avf  NR  nach  aussen  (rechts), 
doi  Pel  S,  senkrecht  auf  RS  nach  aussen  (links)  au  beweeen. 
bf  f$  ehe  Konstante »  so  ist  die  In  N  wirkende  Kraft  bekannuich 

fßrich  ^,  die  in  S  wirkende  -^.     kt    der    Winkel    NOR, 

.  den  am  Ende  der  Zeit  t  die  Nadel  mit  der  Linie  Oß,  die  wir 
I  als  A»  der  x  annehmen,  bildet,  gleich  o,  und  nehmen  wir  Oß 
\  ib  Aze  dCT  jf  an,  so  ist 

J[riI*=aH/s— Soücosa,  NS^=a^+l^  +  iaktma,  (1) 

iwenn  ORssa  gesetzt  wird. 

Die  Koordinaten  des  Punktes  R  sind  koaa,  bkua;   somit  ist 
<ie  Gleichong  der  Linie  RN: 
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y  —  /sin«  t=  j -^^  {x  —  /cosa) , 

die  Gleichung  der  im  Punkte  N  darauf  Senkrechten  somit 

y  —  fein«  =  -^-p (x — /cosa)  ^  (2) 

Fällt  niaD  vom  Punkte  O  auf  diese  letztere  Linie  einef  Senkrechte, 
so  ist  deren  Länge: 

P&m^a  —  alcoBa  +  P  cos*a 


"■■""V'>+f-w=)' 


1    -i  ».k'.. 


\  P  —  alcoka  __  'ji  «(«— acfosa) 


w  .  "^'^  V*/«  +  o*  --  2a/coH«  ¥^/*  +  a*-*-3a/cos« 


Man  zerleee  nun  die  in  N  wirkende  Ki^aft  in  zwei  ändert,*  wovon 
die  eine  P  senkrecht  «luf  02V,  „die  andere  Q  nach  OiV  gerichtet 
ist.  Das  Moment  der  ersten  in  Bezug  auf  O  ist  PL  Dieses  Mo- 
ment wird  auch 'gefunden,  wenii  man -die  Kraft  in  iV  multiplizirt 
mit  der  LSifige  (3),  d.  h<  es  ist 

(i  l(i—acosa) 


S^d^  +  /3  —  2a/  cosa '  V  P  +a*-2a/cosa 

fi/(/~acosa) 


=± 


ffi  +  /*— 2a/cosa' 


Um  das  Vorzeichen  zu  bestimmen,  setze  manix=rO,  so  .ist  das 
MomeiLt:  .  .  .     ^  •  .v 

Da  das^^lfte'' die  Nadel  rüpklMg  K  b.  umgekelirt, 'wt^.dijfe  £üii- 
jger  '^iner  Uhr)  zu  drehen  strebt,  pnd  ck>  /,  so  Ist  däis  ooei^  Xäi- 
öHen  zu  wählSn,  so  dass  das  Moimönt  (KräRfepäarl»,'  Welches^l^ 
iV  die  rfad^l  l^chttönfig  2U  drehen,  strebt ,  ist: 


V^'^    V    •    :  '.-  rt«+/*— 2öS^'     :■■:.;•...    i:   ....;.   ..:,; 

Ganz  eben  so  findet  man  für  das  Kräftepaar,  das  in  ^S  die  Nadel 
YOchtläufig  "ZU  drehen  strebt:/./        --...  ,\  ,•  -.,_i->\' 

•^iilil  +  ncoaft). _^      .         _ 

«HP  +  2a/cosa 

DaiN'Clesarafmtmoment,  das  dieNädd-rechtiä^gzii  drehen  strebt, 
ist  also  •    '    '  >       f 
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f*/(^-^aco8a) 


a«  +  /a— 2a/coa« 


fi/(/-faco«a) 2^(/>'-o*)ttc<VM> 

Da  diese  GrGsse  negativ  ist,  so  sucht  also  die  Nadel  sich  rück- 
Iftfig  sa  bevre^en,  d.  h.  den  Winkel  a  xu  vergrussem.  Ist  somit 
i  das  Triffheitsroomeot  der  Nadel,  in  üesng  auf  O»  so  Ist  die 
Gleichung  der  Bewegung: 

,8^ 8|iJ(o*— P)qco8c 2^/(0*— P)flcosc 

^  S^  "^  (a*  +  /»)•  —  4a»  P  eos«a-^  (aäC-|i)«  +  4a»?sS«S  *      ^^^ 

ffieraus  folgt: 

^  /8«V  /         2afcin«\  ^  ^ 


8« 
Ist  die  Winkelgeschwindigkeit  ( =  -1^)  im  Anfange  der  Bewe- 

|Bg,  f&r  welche  crssy  sei»  Null,  so  ergiebt  sich 

_A/8«\«_       /    _     2a/(tt*-P)  («tn«-8iny)    \.  „' 

2^  VaVy  ~  "*"  V®~  (o*-/»)«+.4o«/*8iD««inyV '  ^ 

durch  welche  Gleichung  die  Winkelgeschwindigkeit  (=^>    In  so 

broe  sie  a  zu  yergrössern  strebt)  gegeben  iflt.  Daraus  folgt  nun 
mScbst»  dass;  wenn  l=-a,  d.  h.  wedn  der  Punkt  R  auf  dem 
ÜnGBtnffe  ded  Kreises  ist,  den  die  Pole  der  Nadel  beschreiben» 
Joeioe  Bewegung  Statt  hat,  wo  auch  anfänglich  die  Nadel  sich  he- 
flide,  so  dass  sie  a|$o  in  jeder' Lage  In  Kühe  bleibt ,  was  auch 
«Uli  (4)  folgt.  Ist  femer  a  >  /,  d«  h.  der  Punkt  R  ausserhalb  des 
Kreises  9  so  fol^  aus  (4),  dass  die  Nadel  anßUigt  sich  nach  rechts 

ni  bewegen  (rückläufig),    wenn  y<^9    und    aus  (5)   folgt,    dass 

immer  a>y  sein  wird.  Ist  dagegen  <f</,  d.^h.  R  innerhalb  des 
Kreisosfangs ,    so  wird  die  Nadel  sich  anfiinglich  links  bewegen, 

wenn  yK^f  und  immer  a^y  sein.  Aus  (5)  ergiebt  sich  ferner, 
dass  wenov 

«>/>  die  Nadel  zwischen  assy  und  a=^n-^y  hin  -  und  herschwankt, 
I  S</,    „        „  ,,         a=y    „    «=  —(w+y)     „  „         .   • 

Im  letztem  Falle  wird  aber  der  Draht  die  Bewegung  der  Nadel 
kemmen,  wenn  nicht  y  schon  negativ  ist.  R  liegt  uabei  immer 
auf  der  Linie  OA. 

! 


.Aus  (5)  folgt  nun 


i 
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▼    *       y     J^  2«/(a»-/«)(sin«-»iny)    • 

fforMi^  dte    Zeit  (   bestimmt   wird,     ist   «>/,   so   ist   iU)  ZtAt, 
welch«  von  einer  äossersten  Li^e  zur  andern  ▼erachtrindet: 


'*-"r  da 


*^</  4/"       ,,       2a/(o«-P)(sin«-siny)  " 

7  y  a«c  (tg  =(^_^j4^4-5^gi„^i„y) 

F(if  den  bestfnderefi  Paliy  das»  f=:Oi  ist  dies«  GrSss«! 


(7) 


V 


2a/siiia^ 


Ati0(ä)  folgte  das«  die  rückkehreade  Bewegung  der  liiiigehend0ii 
gleich  i8t^  ja  dass  die  beiden  Hälften  jeder  dieser  Bewegungen 
gleich  sind  5  d.  b«  die  Bewegung  ist  der  eines  Pendels  äfanlicb. 


Im  Vorstehenden  nahmen  wir  den  Punkt  (t  (Draht)  (Tat  U. 
Flg.  5.)  als  fest  an»  und  untersuchten  seine  Wirkung  auf  einW 
bewegliche  INadeL  Nunmehr  wollen,  wir  die  Nadel  NS  als  unver- 
änderiicb  betrachten^  während  der.  Punkt  R  seinen  Ort  ändern 
könne.  Wir  nehmen  die  Axe  der  Nadel  OH  ab  Axe  der^,  önd 
die  darauf  Senkrechte  OF  als  Axe  der  x  an;  zugleich  mt^eii  ir« 
y  die  Etoordinaten  des  Punktes  R  sein.  Die  Gleichung  der  Linie 
BiVist:  ■  ' 


die  Gleichung  der  im  Punkte  N  darauf  Senkrechten : 

Fällt  man  Tom  Punkte  O  aus  auf  diese  eine  Senkrechte;   sol«^ 
deren  Länge: 


V" 
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Die  Kraft,  die  in  A  senkrecht  auf  RN  wirkt,  ist 


Das  Drehnngsmoment  derselben  In  Bexug  auf  O  ist 

inspfern  ätd  die  Beweeppe  wie  die  Zeiger  einer  Uhr  als  recht- 
i&nifig  angesehen .  wirdi  Zerlegt  man  die  J\rafl  in  N  in  zwei  andere« 
die  eine  senkrecht  auf  ON,  die  andere  nach  ON  gerichtet,  und 
betrachtet  man  die  Kräfte  als  positiv ,  welche  die  Koordinaten  zu 
vergrlJ^scrn '  streben ,  so  findet  man  die  erstere»  wenn  man  (8) 
durch  /  dividirt,  so  dass  die  beiden  sind: 

.  •  •   •  • 

FOr  die  in  5  wirkende  Kraft  erhält  man  eben  so  das  Drehungs« 
moment: 


/    1 


zitlM^ .         (10) 


.    .    .  •  .      I 

und  dfe  .(^Idfn  K/äfte: 


I .  i '. !  ■ '    I 


sMjiL,.       -^ (11) 


E^s«!  man  .diese  Resultate  susammen,  so  erhält  man  als  Wir« 
km^en  4es  Punktes  R  auf  die  Nadel : 

ik)    'ilas  ki'äftepaar 

.welches  die  Nadel  reehtläufig  zu  drehen  strebt; 
6)    die  Kraft 

welclie  den  l^unkt  O  parallel  der  Axe  der  x,  nach  der 
Richtung  der  positiven  x  zu  bewegen  strebt; 

c)  *  aie  fijraft 

4 


welche  den   Punkt  0  parallel    mit  der  Axa  ilet  y,    n: 
<ter  Rli'htiiiig  <ler  jiusitiven  y  zu  bewegen  strebt. 

Fas»^t  man  die  Krüfle  (13)  und  (14)  znsamnien,  so  erhult  n 
eine  einzige  Kraft  P,  die  mit  der  Axe  Ot'  den  Winkel  (3  mai 
bestimmt  durch; 


*^{7*+^*-yT+4^V' 


2a^_ 


~  V  (/*+^»— ?*)'+  4a:V' 


Man    [iberKeugt  ^ich   leiclil,  dass  das  Gesagte  gilt,    wo  auch 

R  liege. 

Hieraus  lassen  sich  nun   folgende  Schlüsse  ziehen: 

1)     Die  Nadel  NS  sei    nur  beweglich  um  eine  auf  der  Ebene 

der  Figur    senkrechte  Ate,    and  es  befinde  sich   der  Punkt  //  im 

Räume 

FCNR,  so  ist  /''-aia— s«<0,  «>0,    also   geht  iV  von  ß  wf^, 

und  5  geht  gegen  K  im  Anfange  der  Beivegung; 

j^^O,  J(>ö,    also    gebt  N   gegen    R, 
I  R  im  Anfange  der  Benegung; 
EDSG,  Bo  ist  /*— .T»— ^*<;0,  y<;0,  also  kommt  Pi  von  R,  und 

S  geht  gegen  li  im  Anfange  der  Bewegung; 
GSCF,  so  ist  f-a;"— y'»<0,  j,<;0,  also  geht  N  gegen  W,  und 

5  kommt  von  R  im  Anfange  der  Bewegung; 
CON,  so  ist  /a— Ä«— j«>0,  j>0,  also  geht  N  gegen  W,  und 

•S  kommt  von  R  im  Anfange  der  bewegnng; 
NOD,   so  ist  /2— ^i"— j*>0,  y>0,  also  kommt  JV  von  R,    und 

S  gellt  gegen  ß  im  Anfange  der  Bewegung; 
HOS.  so  ist  f'~a;*-ja>0,  y<0,  also  geht  A^  gegen  ß,   und 

iS  kunimt  von  R  im  Anfunge  der  Bewegung; 
SOC,  so  ist  P—x^—s^>0,  y<0,  also  kommt  iV  von  R,  nnd 

<$  gellt  gegen  ß  im    Anfange  der  Bewegung. 


Liegt  R  auf  dem  Kreise  i 


1  O  selbst,  ao  ist 


u  hat  keine  Bewegung  Statt;   dasselbe  bat  Statt,    »enn  R  auf 
r  Axe  der  x  liegt. 


Durch   die  Pole  SS  und  S  (Tal.  II.   Tig.  ü.  )    ziehe    man  die 
'zdüammengehürigen  Hyperbeln ,  deren  Gleichung 


l*+a^—ff*atO  (I«) 

lei  und  es  liege  U 

1)    inoerhalb  der  Hyperbeln  ANB,  CSD,  so  bt 

also  wird  die  Nadel  (des  Pmikt  O)  sich  nach  der  Seite 
der  negativen  .4^  ^itoks)  iMwecea»  a.  Ii.  scheinbar  von  U 
abgsstoasen  weroeii,  w^JUi  1t  sich  im  ersten  und  vier- 
ten»  angezogen»  wenn  er  sich  im  sweiteB  nnd  dritten 
Koordinatenirinke!  befindet ; 

3)    zwischen  den  .'beiden  Hyperbeln^   also  im  unbegrfinzten 
Räume  AN B DSC...    Alsdann  ist 

also  geht  O  nach  der  Seite  der  positiven  a  (rechts) ,  d. 
h.  die  Nadel  wird  scheinbar  angezogen,  wenn  R  sich 
im  ersten  und  vierten,  abgestossen,  wenn  er  sich  im 
zweiten  und  dritten  Koordinaten winkel  befindet; 

3)    auf  einer  der  Hyperbeln  selbst»  so  Ist 

als«  hat  keine  Bewegung  Statt. 

111)  Enjiidi  nehme  man  ao »  die  Nadel  schwimme  auf  Was- 
H,  könne  sich  also  in  ihrer  Ebene  frei  bewegjen  und  untersuche 
ii  Bewegungsrichtung  4es  Punktes  O.    Es  liege  nun  R 

'     a)    innerhalb  der  Hyperbeln  ANB,  CSD,  and  zwar: 

h         I)  in  ex^teu  Koordinaten  winkel ,  so  ist  cosß^O,  sin/3>0« 
d.h.  ö  bewegt  sich  in  den  zweiten  Koordinateiiwiukel; 

2)  im  zweiten  Koordiiiatenwiokel»  seist  co8/?<0,  sin/?<0. 
d.h.  O bewegt  sich  in  den  dritten  Koordioateowinkel ; 

jr ,         3)  im  dritten  Koordinatenwinkel,  ao  ist  cos^<0«  slnj3>0, 
F  d.  h.  O  bewegt  sich  in  den  zweiten  Koordinaten  winkel; 

jtf  4)  im  vierten  Koordinaten  winkel,  so  ist  cosd<0,  sin/9<0, 

d.  h.  O  bewegt  sich  in  den  dritten  Kooroinaten winkel ; 

6)    zwischen     den     beiden     Hyperbeln,      also     im    Räume 
AIS  BD  SC,.,,,  und  zwar: 

1)  im  ersten  Koordinatenwinkel,  so  ist  co8^>0,  sin|9'>0, 
d.  h.  O  bewegt  sich  in  dei|^ ersten  Kooruinaten winkel; 

2)  im  zweiten  Koordinaten  winkel,  so  ist  cosi^O,  8iii/3<0, 
d.  h.  O  bewegt  sich  in  den  vierten  Kooroiiiatenwinkel ; 

3)  ini  dritten  Koordinatenwiokel,  so  ist  cos|3>0,  sin|3>(), 
d.  h.  O  bewegt  sich  in  den  ersten  Koorilinatenwinkel ; 

4» 
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4)  ira  vierten  Koordiiiatenwinkel,  so  ist  co8ß>0,  siii^<0, 
d.  h.  O  bewegt  sich  in  den  vierten  Koordinatenwinkel ; 

c)  auf  den  Hyperbeln  und  zwar: 

1)  im  ersten  Koordinatenwinkel,  so  ist  cos/^zzO»  sin/3=l, 
d.  h.  O  bewegt  sich  gegen  N; 

.  2)  im  zweiten  Koordinaten  winkele  so  ist  cosj3=:0»sinj3=: — 1, 
:    d.  h.  O  bewe^  sich  gegen  S; 

3)  im  dritten  Koordiiiatenwinkel,  so  rst  cosß:=0>  sin/}=:l9 
d.  h.   O  bewegt  |^ch  gegen  iV"; 

4)  im  vierten  Koordinatenwinkel,,  so  ist  co&ß=^0,  siüß=z — 1, 
d.  h.   O  bewegt  öich  gegen  5; 

d)  auf  der  Axe  der  a:,  und  zwar : 

1)  auf  dem  positiven  Theil,    so  ist  cos|3  =  l,    sin/?=0> 
.    d,  h.  O  bewegt  sich. nach  F; 

2)  auf  dem  negativen  Theil,     so  ist  cös/5==lj    6in|3=0, 
d.  h.  O  bewegt  sich  nach  F,  wie  so  e'ben; 

0)    auf  der  Axe  der  ^». und  zwar:.         .  ! 
€c)  innerhalb  der  Hyperbeln  ANB,   CSD ; 

1)  im  positiven  Theil  aer  Axe  der  if,  so  ist  cos/5= — 1, 
sinp=0,  d.  h.  O  bewegt  sich  nach  E; 

2)  im  negativen  T|ieil  der  Axe  der  y,  ßo  ist  cos^?=:— 1, 
8inj?=0,.  d.  h.  O  bewegt  sich  nach  JB;  ' 

j})  jlwjseheQ  d0n  beiden  Hy]perbeln;         : 

1)  im  positiven  Theil  der  Axe  der  ys.ao  ist  cosjS=l, 
siYi/J=0,  d.  h.  O  bewegt  sich  nach  F; 

2)  im  negativen  Theil  der  Axe  der  y,  so  ist  cos/?=l, 
8in/?=0,  d.  h.  O  bewegt  sich  nach  F. 

AU9  diesen  Angaben  wird  man  nun  leicht  die  scheinbare  An- 
aiehung  oder  Abstossung  ableiten  können. 

Für  den  Fall  II)  wird,  ie  nach  der  Lage  von  R,  die  Spannung 
de«  Aufhängefadens  vermetirt  oder  vermindert  (14).  Ist  R  näm- 
Heb  im  ersten  oder  dritten  Koordinatenwinkel,  so  wird  dieselbe 
vermindert  um 


ist  aber  R  im  zweiten  oder  vierten,  so  wird  sie  vermehrt  um 

(^*  +  a-y)*)(^^+(/  +  y)^)' 

worin  natfirlicb  f*  ein  Gewicht  anzeigt,  gleich  der  Einwirkung  des 
Drahtios.  auf  einen  Pol  In  derEHrtfereung  1. 
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§.  3. 


n 


kt  iiu  FaJle  der  Formel  (7)  y  nahe  an  ^>     o  >  /,     so     ist 

sm^ainy  beioahe  immer  Null,    man  wird  also  ungeßhr  setzen 

koDDen : 


arc 


_     2fl/(a«-/«)(siDtt— siny)  2a/(a»  -  P)(sina  -  siny) 

(*  -  (^^ py%  +  4a«/«sina8iny  ^—  (a«  +7*)!  ' 


Daraus  folgt »  dass  die  Zeit  einer  Schwingung  von  einem  Aeusser- 
sten  zum  anderen  ist: 


^  2f*'y2a/(a«-P)*/ 


»»-y         Sa 


V  sina —  siny 


y      .     .      .  ■  ..j. 


—         2        V  a/(a«-/»)f*' 


weoD  C  eine  Konstante  ist.  Daraus  folgt »  dass  die  Schwingungs- 
dauer  im  Verhältniss  asu  V^  steht,  ein  Satz,  der  bekanntlich 
nach  der  Lehre  vom  .Pendel»  die  fOr  diesen  Fall  anwendbar  ist, 
zei0,  dass  die  wirksame  Kraft  im  umgekehrten  Verhältniss  zu  a 
steht,  was  eben  der  Satz  ist,  von  dem  wir  ausgingen. 

Fflr  den  Fall,  dass  /  klein  ist,  so  dass  man  ^  gegen  a*  ver- 
nachlässigen kann,  glebt  (7)  ebenfalls 


U>flf 


7i-y  g« 


t^^^ 


V«ina— skiy 

y  .     .    .  ..  .    : 


i    >  ■ 


V^sllia  —  siny 


I: 


.     .     ^  .  ■     }•• 


1       •  ' 


I 


I 
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V. 

Velber  die  Perlodicitäl;  der  Ilecimal' 

bräche. 

Von 

Herrn  W.  Looff, 

Directur  des  Herzoglichen  Realgjmna8iuni9  srt  GothA. 


In  meinem  ^,Leitfaden  für  den  Unterriebt  im  prakti- 
schen Rechnen  und  in  der  Arithmetik^  erster  Cursas,^ 
Gotha  1850''  habe  ich  in  einem  Excurse  über  die  Periodicität 
der  Decimalbrüche  eine  Tabelle  derjenigen  Primzahlen  roitgetbeilt 
welche  als  Nenner  eines  gemeinen  Brucbs  eine  Periode  von  be- 
stimmter Stellenzahl  geben.  Die  bei  der  Herausgabe  meines 
Leitfadens  begonnene  Arbeit  habe  ich  fortgesetzt,  wobei  mir  ^n 
Auszug  aus  den  Burckhardt'schen  Tafeln  der  Primzahlen,  welcbw 
mir  durch  die  Güte  des  Herrn  Professor  Dr.  Jacobi  mitgetheilt 
wurde,  sehr  zu  statten  kam.  Ich  erlaube  mir  daher  diese  Tabelle 
in  grösserer  Ausdehnung,  als  ich  sie  in  meinem  Leitfaden  gege- 
ben, hier  mitzutheilen ,  nachdem  ich  die  wenigen  nothwendigen 
Sätze  vorausgeschickt   habe. 

1)    Giebt  der  Bruch  -  eine  Periode  von  k  Stellen    uod  be- 

n 

zeichnet  man  die  Periode  der  Deci malstellen  mit  P,  so  ist 

10fc-l=nP. 

Es  müssen  daher  alle  Factoren  von  KM^— 1  eine  Periode  von  k 
Stellen  geben.  Eine  Periode  von  einer  Stelle  giebt  daber  10 — 1=:^, 
also  3  und  9.  Um  die  Primzahlen,  welche  eine  Periode  von  2, 
3,  u.  s.  w.  Stellen  geben,  zu  finden,  braucht  man  nur  die  Factoren 
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10*— 1 
von  — g —  aufzutfucben.     Eiqe    Periode    von    2  Stellen    gielit  da- 
her nur     II,    von  3  Steilen     37   als   Factor     von    llT,    von    4 
Stellen  101  aU  Factor  von   Uli,     von    5  Stellen  41  und  271  als 

10^—^1 

Factoreo  von  Hill.      Bei    6  Stellen    kann    man    — g —    durch 

3,  11   und  37   dividiren.    Der  Quotient  Ol   isl  =7x13,    die  ein- 
zigen Primzablen,    i^elche  eine  Periode  von  0  Stellen  geben. 

Fflr  sieben  Stellen  mfissen  die  Factoreu  von  Ulli  11  gefun- 
den werden.  Da  aber  nur  eine  solcbe  PrimzabI  n  eine  Periode 
von  p  Stellen  geben  kann ,  welcbe  um  1  T^rringert  durcb  p  tbeil- 
bar  ist ,  jso  ist 

n  —  1  =  mp , 

folglicb 

•  •    '       .        . 
Ist  p  eine  ungerade  Zabl,   m  ebenfalls  eipe  ungerade   ZabI,    so 
ist  mp  eine  ungerade,  folglich  mn  -{■  1  eine  gerade  Zahl,  die  nicht 
Factor  von  Uli....  sein  kann.    Man  braucht  daher  för  m  nur  ge- 
rade Zahlen  zu  setzen.    Ist  dann  iv»^26*,    so  können  nur  solche 

Primzahlen  Factoren  von  — g-^  {p   eine  ungerade    Zahl)    sein, 

welche  die  Form  ^Icp  -f  1  haben.  Filr  sieben  Stellen  ftlso  musste 
der  Versuch  mit   allen  Primzahlen  von  der  Form  14p  +  1  bis  zu 

VllllUl  gen^acht  werden.    Hieraus  ergab  sich 

239x4a49FlUllU. 

10«—  l 
Fflr  die  Perioden  von  gerader  ^^ellen^^bl«  >•  B.  8,  kann  — n — 

darch  11  und  101  ohne  Rest  dividirt  wi^rden,  daher  npr  10001  in 

die  Factoren  73  und  137  zu  zerle^ert  war. 

,•  •  •  •  .  ' 

1         Fflr  11  Stellen  giebt  c^JS^  Prifnzahiep  von  der  Form  22r-fl, 
u.  von  welchen  ' 

21649x513^239:^11111,111111. 

Ffir  13  Stellen  wurde  die  Unterirachnng  dadurch  bedeu- 
tend erleichtert,  dass  von  den  Zahlen  von  der  Form  '^-f  1  schon 
53  und  79  aufgingen.  Der  Quotient  205371653  ist  nach  einer 
durch  163  Dbimoen  gencbekenea  Gimittehing  eine  Primzahl. 

In  der  nachfolgenden  Tabelle  sind  die  mit  ?  bezeichneten 
Zahlen  noch  nicht  als  Primzahlen  ermittelt. 


11 


s% 


.\t 


> ,  r  •  i  •  1 1 


M; 


1. 


1   ^ 


f.  ■  I 

-    V 


Periodenzabl.  Zahl. 

1  3  80  wie  3*  oiet  9. 

2  11. 

3  37. 

4  101. 
6  41.  271. 

6  7.  13. 

7  230.  4649. 

8  78.  137. 

9  333667. 

10  9091. 

11  21649.  513239. 

12  9901. 

13  63.  79.  26B371653. 

14  909091. 
16  31.  2906161. 

16  17.  6882363. 

17  t*) 

18  19,  62579.   ' 

19  ■  -'?**)     '■'■■".       ■•■•...,, 

20  3541,  27961. 

21  43.  1933,  10638669. 

22  23.  40^.  8779.         .  ,, 

23  liiii.iiuM,  iiaii. iiUii:     .j'  . 

24  99990p01.'   '.  ...  :'  '"  '  ""'v,..' •..;•" 

26  lOOOOlOOOOlOOOOlOOOOl.  ? 

26  869.    1068313040.  "      . 

27  767.    440334664777631.  \ 

28  29.    281.    12149944^.        ' 

29  3191.    X.  •'''";    ,' '    '"' 

30  211.    241.    2161.,,      . 

31  279t.3981060201043e3616367327tt2i:il  ' 

32  363.  449.  64L  1409..,«9867^  < .   ,      i    ,,, 


•  ^  t 


' *  ?'     • 


41' 


*)    Bei  17  sind  die  Untersachungen  mit  allen  Primiahlen  bis  1130000 
ohne  Erfolg  gewesen« 

1^)    Bei  19  haben  die  rntertnchnngen  aller  Primzahlen  bie  100000 
Iteiaen  Erfolg  gehabt 


Periodensahl.  Zahl. 

33  67.    1344628-210113298373? 

34  toa  4013.  31903833369? 

35  71.  ia676l843674776043Ö3S'il  ? 

36  9999990000011 
37-40  f 

41  83.    1231.    X. 

42  137.  3689.  4B9691.    (7«.ll«.13>)- 

43  173.    r. 

44  89.    lll2470797641S6l909t 

45  2997000|p2fl9700299999703f 

46  47.  139.  2S3I.  64979718449191? 

49  ?         ., 

80  ,    .  Sfit  MSI.  717061202iq((^79S01f 

51  '      eia  l4e9658^iill27ÖMlÖ099496907? 

62  621.  liN)038IÖ767??ä3ää43781? 

53  107.»^ 

54  999999999000000001? 

I«    ■  W^'.    •    ».1:1 -Ä5?J».  rff«  7 '!n.'   -.i..ii/.-./.  ;i/..'.t '    it 

»  56  784t.  lS7S390010a01tlOBM781?'  ' 

ff     ■  M»  M   •:  Ix    '    .!/.'»■'  ■,  }  <»— : '.  ./»t  .»  .  t«lt»"5't  !  t;*?,n.     <:    li  »it 

B -f         '    T•^''^    -''1  '»i!.ji  !i4<  '»ili   ;,    hjIm*.!    •  i»'»*M't!?  I.  •    •   >'.   •' u,ii    '•■■n 

t»  58  >'  60.<164083004830lfi955778l9M849,?     >  >../ 

.60  ..  Ol.iJfiBS7iWa4MU96a0O4M]O41.:..;     ..r^ 

'•  '  ■  •   •  •.  -:i!iiM>/'ii     /    ;»IJti|i'  t  »•'     ».xdi.*     •     *     ^        I«  J     -    ■ 

•..■••,;*•     -•♦I:  ,.",-.(|   ...;  [..'I  •»  •>       fl.    ".      .•:      ■   . 

'»■*    •'■  »•!     '    .     «M*      ;  (j't!l    j  -i,..     !       ■  '  I  .  ■ 

■    1  •  1 1  •  ^  I  •  •  I  »    I  (  .  ;    I !  ■     ,     .  •  •  •  .     ■  ■ .  ;       •     -   M .    .  •      '   f 

••       ■  i  -  i    .!■      .      ,-       »i.    ,•,#>     :m;i-...  .  ■      .      •  #■!.•       •'••    .11 

'•  '■    ^l'i'.liMJ      .  i».  v.i'^n      mT  il  •  •.      ,     ;  •  ;« 
|»J-  •      :       '•■•).     I    ..■•  ,•■"  '■'  ■  ■•'        / 


11 


1     •     ■  . 

I'  •••■■•      ■  ■   ■ 


• .  ' '  I  • ;   I 


i    'A 


»"«       »1    -11  Ml'f 
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VI.; 

*  '  • 

Kine  allgremeine  AnflSsiingr  der  Olel« 
ehungren  des  vierten  Orades. 

t 
Von  dem  ' 

Herrn  Doctor  W.  Schlesicke,^; 

Ldirer  am  Gjmnasiam  za  Luckaii. 


v; 


In  ThI.  XII.  Mr.  XII.  des  Archivs  ist  bereits  eine  AuflSiningder  dei- 
chungen  des  tlertei^  firades  gegeben  iviorden,  weleha'  im  Wesent- 
lichen darauf  beruht,  dass  a:=tf-f  v  gesetzt  und  in  der  so  tcansfonnirteB 
und  nach  u  geordneten  Gleichung  die  Summe  des  zweVten  unj  des , 
vierten  GliMes-  als  versdiwindiiiid  angenommen  wurdd.  Dem  aa 
angeführten  Orte  angewendeten  Verfahren  liegt  abef.^^die  VofUMh 
Setzung  zu  Grunde,  dass  das  zweite  Glied  aer  gegebenen  CMel* 
chung,  wenneln«oleiiestorhaiiden>miri  bereits  fortgesehafft  «ei.  b 
lässt  sich  indess  die  ganze  Rechnung  vollkommen  in  derselben  WebM 
auch  ohne  vor h ergegangene  Fortschaffiing  des  zweiten  Gliedes  in  v5lit- 
ger  Allgemeinheit  anstellen;  nur  ist  man  in  diesem  Falle  gennft* 
thigty  ausser  der  gewohnlichen  Hülbgleichung  des  dritten  Gfi^kM 
nocn  eine  andere  vom  zweiten  Grade  aufzulösen.  Dennoch  scbeiiit 
die  allgemeine  Methode,  welche  in  dieser,  Qbrigens  der  früheraa 
durchaus  folgenden,  Abhandlung  gezeigt  werden  soll,  an  Einfbdi*  ' 
heit  die  aus  den  Formeln  24)  und  25)  in  TheU  XII.  Nro.  XIL  Mk 
ergebende  einigermassen  zu  übertreffen,  und  zugleich  wird  aus  der- 
selben erhellen,  dass  die  Fortschaffung  des  zweiten  Gliedes  we*- 
nigstens  zur  Auflosung  der  Gleichungen  des  vierten  Grades  nnw»» 
sentlich  Ist  "  > 


/ 
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Die  gegebene  Gleichnng  des  vierte«  Grades  sei: 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung 

2)    xz=:u  +  v, 
so  erhält  man 

(«+©)♦+ a(ii+»)»  +  6(ii+©)«  +  c(ti  +  p)+r/=:0; 

d.  i. 

3)  u^  +  (4e  f  a)ii»  +  (60»+ 3ar  +6)ii«i 

+  (4»H  3«»« + 2fti»  +  c)ii|  =0 . 

« 

Die  willkdhrlichen  Grössen  u  und  0  wollen  wir  nun  so  zu  bestim- 
men suchen,  dass  In  der  Gleichung  3)  die  Summe  derjenigen  Glie-, 
der,  welche  die  ungeraden  Potenzen  von  u  enthalten,  verschwin- 
det; 80  dass  also 

(4t>+a)ii»  +  (4e<-f  3aoH26f +c)«=0, 
oder 

4)  f«|(4ü+a)f«*  +  4ü»+3ar*  +  26r+c|=0 

if f.    Dieser  Gl^tehtfng  \9\fd  genfigt,  wenn  rtmH  entweder 

f«=:0  oder  (4ü+a)u«  +  4ü»-|-3ar«+26ü+c  =0 

umimmt.  Die  erstere  dieser  Auflösungen  würde  nach  2)  or^o 
geben;  mithin  wflrde  man  durch  dieselbe  in  die  gegebene  Glei- 
chnis ftbr  die  unbekannte  Grösse  nur  ein  neues  Symbol  einföhren, 
ohne  dass  man  au  etwas  wesentlich  Neuem  sebngen  könnte.  Wir 
werden  dahdr  db  zweite  Auflösung  anzuwenden  versuchen  müssen 
and  daher 

6)    (4o-fa)ti«+4f;S  +  3ar<-|-26o-f  c=0 

aBDehmen.    ffierins  ergiebt  sich 

^  ^         4e»+3ar*+'26«+c 

tsi  u*= :j^^ -. 

md  wenn  man  die«en  Ausdruck  in  die  Gleichung  3)  einßihrt: 
l 4r+«  )  -(6»'+3«r  \rb) T^qpj- 


•  '■ 
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oder,  indem  man  mit.  (4o-|-a)^  multiplicirt: 

7)  (4ij»+3aü«+26r+«)^4i;+a)(6oH3aH-6)(4©»+3iteH26i>+e)| 

+(4ü + a)«(t>H««^' + bv?+Qü+ 4V 

Entwickelt  man  aber  diese  Gleichung ,  so  erhält  man 

8)    64o«+  96ar»+  (48a«+326)o4  +  (8a»  +32a6)©»i 
+(8a«6+4ac+46a— 16d:)r«+(2a6*+2aac— SaiQüf  =0, 

+  abc —  a^d — c*^ 

oder,  wie  auf  der  Stelle  erhellet: 

2  '1  2 

9)    (4^«+  2flM7  +  j. 6)»jKac-r  3  6?— 4c^(4i>H2aü  +  j-6) 

1=  -2    *     8  ^=0*)* 


d.  i.  wenn  map 


10)    4i?«+2ai>+s-6  =  a) 


11)    ac— j6«— 4d!=/J, 

I  2         8 

12)    ooAc— Ta*rf— 27**+3 W— ^•=?y-     i» 


setzt: 


.  \. 


13)    cö»+/?»'  +  y=fa.-**)' ;*"•*    ■'';^ 


I  1 1    I 


■':.':       :  i:  »<*■■ 


:  '/     ■   r     .K 


*)    Et  möge  noch  bemerkt  werden ,  dasa  man]  die  CUeie^im^  d^.apf^i] . 
auf  eine  andere  Form  bringen  konnte;'  eet^t  man  nämlich     ''   /   ^ 

49*-|-2a9=:a»i, 

•o  erhält  man  ans  8)  •   '      '--  ^       »   J  ~         i 

eine  Gleichnne,  welche  allerdings  etwas  einfacher  ist,  in  welcher  aber 
das  iweite  Glied,  welches  in  9)[  fehlt,  noch  ▼orkommt.  Nimmt  man  in 
dieser  Gleichung  a  als  Tersehwindend  an,  so  erhält  man  die,  mit  Glcl* 
chnng  9)  In  Theil  XII.  Kro.  XII.  übereinstimmende ,  gewöhnliche  Hnlf«- 
gleichnng  des  dritten ,  jGrades. 

**)    Die  oben  In  10)  durch  w  bezeichnete  Grösse  erhält  man  offea* 
bar  aus  dem  Goefficienten  von  ti*  in  der  transformirten  Qleiciuwg  Sl» 

wenn,  man  denselban  mit  ^  multipllclrt    Beteichiiet   man   nimUeh    iSmj 

Coefficien|en  der  elaselnen  Glieder  dieser  Gleichung  der  Reihe  nach 
durch  Vg,  Ft)  Vi  und  V;  so  dass  also 
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Somit  sind  wir  sa  einer  Cikichuog  des  dritten  Grades  gelangt, 
auf  welche,  weil  in  derselben  das  zweite  Glied  fehlt,  zur  Bestim- 
mung von  m  die.  gewöhilliehen  Auflosuiigsmethoden  fiir  Gleiohua- 
gen  dieses  Grades  unmittelbar  angewendet  werden  kennen.  Hat 
man  verniittelst  einer  dieser  Methoden  cd  bestimmt ,  so  erhält  man 
V  aus  der  Gleichung  10) 

2 


« .      • 


.;)»..  •      '   ■  '    o         '    •  .'  •  •"  >  •    ( 


.4e*  ^^at)  +  jÄ=(» 
Hieraus  folgt 


i  1*        2 


oder,  wenn  wir 


•         • 


1  jQ 


setzen: 


t  I 


15)   p=^j-,J«±VTJ. 


uud 


I  I 


ist;  so  wird  aus  Gleichung  7): 

jr^t-.VjK»F,  +  rr,«=0. 

^na  itt  aber 

■  •        •  •    .      .1        •  .  .    .   f 

KK,«=(|r.+««-|A)V. 

■ 

'1    ^'^  , 


ff  ff 


Demnach 


[^F,»+|(«c-5^»-4d)l'. 


wieder , tf te   oliige  Gleichan^  9}  ^    oder  wenn  man  die .  ghcMi  ge. 
Iiuehten  Zeichen  eiofohrt,  die  Gleichung  13)  !•(•' 


02 

16)      iv+ä=±iVJ. 
Ffibren  ^ivir  nun  aber  fSr  «  seinen  Werth  aus  14) 

»=*  — 4«'+3* 

in  die  Gleichung  13)  ein  und  setzen  auch  für  ß  und  y  ihre  ent 
sprechenden  Werthe»  so  erhalten  wir  die  Gleichung 

17)    Ä»+(26- ja«)  A«+  (jga*— a«6+ac  +  6*-4rf)*| 

1    1      H» 

Diese  Gleichung  ist  keine  andere  als  diejenige,  welche  wir  «»hal- 
ten haben  würden ,  wenn  wir  nach  Fortschattung  des  zweiten  die- 
des  in  der  ^e^ebenen  Gleichung  1)  des  vierten  Grades  nach  den 
in  Theil  Xlt.  Nro.  XU.  gegebenen  Formeln  gerechnet  hätten.  Ami 
der  Beschaffenheit  des  letzten  Gliedes  dieser  Gleichung  folgt  aber, 
dass,  wenn 

g-a' —  ö"  ao+c=0 

ist,  ein  Werth  der  Grösse  k  ebenfalls  verschwindet;  dass  dage- 
gen, wenn 

ist,  es  jederzeit  einen  reellen ,  positiven  und  nicht  verschwinden- 
den, Werth  der  Grosse  k  giebt.  Nehmen  wir  nun  zuerst,  hidtem 
wir  zunächst  den  letzten  Fall  betrachten ,  an ,  es  verschwinde  die 
Grosse 

ga'— 2^^  +  ^ 

nicht,  so  erhellet,  dass  sich  unter  der  gemachten  Voraussetzung 
auch  aus  der  Gleichung  13)  jederzeit  ein  Werth  fiSr  üo  wird  finden 
lassen,  so  dass 

ist.  Denken  wir  uns  den,  dieser  Bedinsmig  genügende,  Wertk 
von  a>  zur  Bestimmung  der  Grosse  k  in  14)  gewählt,  so  erbaltai 
wir  offenbar  nach  lo)  zwei  reelle,  von  einander  verschieden«» 
Werthe  flir  e.  Setzen  wir  nämlich,  wozu  wir  nach  dem  BislieffI' 
gen  offenbar  berechtigt  sind. 


W)       As=4S«,     , 
80  erhalten  wir.  oach  15) 

od«* 

■  •  * 

Aus  der  Gleichung  6) 

.  iv^-j-Sav^  +  ibv  +  c 

4»-f  a 

ergeben  üeh  demnach  ebenfallft  zvrei  reelle  von  einander  ver- 
schiedene Werthe  tär  ti*.  Es  ist  nfimlich,  ivie  man  sogleich 
findet: 

45»+2 (6 -|ii*)  5  dh  (g^ fl'— 5^ a6  +  c) 
«1= : _ : , 

oder»  ireAn  wir 


20)     6-|a«=il, 
21)    J^a»~~ii6  +  c=:Ä 


setzen: 


and  folglich 


^    „,_45H^5±^ 


1^  4  r     45»  4- 2^5  jb 
23)     «== 


t. '  # . 


IaT     4ö»  +  2/Iö±ä 


mithin  nach  2).  19),  23) 
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-4«±ö+2  V § 

24)     a;  =  i  ■ 

-jaico-äV -5 

Somit  sind  wir  unter  der  gemachten  Voraussetzung ,  dassJS  niobt 
verschwindet  9  zur  Bestimmung  der  vier  Wurzeln  der  gegebenen 
Gleichung  des  vierten  Grades  gelangt.  Dieselben  sind  sämmtlieb 
von  einander  verschieden«  wenn  keine  der  Grössen 

45»  +  2^45 +  Ä  und  4c»» +  2^5— S 

verschwindet.    Sie  sind  sämmtlich  reell,  sobald 

4ö»  +  2il5+Ä^  ^  4o»  +  2il5-Ä^  ^ 

ist;  dagegen  sämmtlich  imaginär»  wenn 

ist    Ferner  sind  zwei  reell  und  zwei  imaginär«  wenn  «ntweder- 

= >0, = <0; 

oder 

4ö»+2£ö+Ä  iö»+224 ö—Ä  ^  ^ 

ist.    Endlich  sind  zwei  derselben  reell  und  gleich,  wenn  entweder 

4ö»+2^5  +  Ä  =  0,  ,..,    ..    ,,„ 

oder 

4ö»+22lö— Ät=0 

Ut;  die  anderen  beiden  Wurzeln  sind  daigegen  reell  oder  imagl- 
nSr,  je  nachdem  respective 

Q ^Onnd ^ >0  , 

Ist  Uebriffon«  kann  man  sich  davon ,  dass  man  in  jedem  Falle 
wirklich  alle  Wuraeln  der  gegebenen  Gleichung  durch  die  obigea 
Formeln  i4)  erhält,   vOllig  in  derselben  Weise  «berseagen,   wie 


«5 

dies  In  Theil  XII.  Nro.  XU.  geseigt  ist,  weshalb  wir  hier  dies«f 
Untersachung  filglich  übersehen  zu  Lonnen  glauben.  Zum  Schlüsse 
haben  wir  nur  noch  den  Fall  zu  betrachten,  wenn  die  Grosse 

verschwindet    In  diesem  Falle  ist,  wie  wir  das  bereits  oben  ge 
sehen  haben,  ein  Werth  von  k  und   mithin  auch  von  Af>-\-a  Null. 
Für   diesen  Werth   von  4o-f  a   ist    offenbar  eine  Auflösung  der 
Gleichung  6) 

(4e  +  a)t««+4t>»+3ar«+26»+c=0 

b  der  oben  6)  durcheef&hrten  Weise  unstatthaft,  weil  sowohl  die 
Grosse  (49-|-a)ii*,  ms  auch  die  GrOsae 

4e»+3ae*+2ftt^+ c=  y  «•  -  cj  oft  +  c=Ä 

för  sich  Terschwindet.  Wir  sind  daher  genOthiet,  zur  Bestimmung 
von  K  auf  die  Gleichung  3)  zurückzueehen ,  weiche  aber,  weil  so- 
wohl das  zweite  als  das  vierte  Glied  derselben  für  sich  verschwin- 
det, die  dnfitehere  Gestalt 

il*+(6»*+3Ä»+ft)u«+  ü«+aü» +6e«  ^ev^d:=^Q^ 

oder,  wenn  wir  attdh  hier  filr  o  seinen  Werth  —ja  einfahren, 
die  Form 

annimmt,  und  mithin  wie  eine  quadratische  Gleichung  aufgelöst 
werden  kann.  Behalten  wir  die  oben  20)  fSr  6  —  g-a^  gebraucht«! 
Bezeichnung  bei  und  setzen  wir  ferner 

25)     -^(i*+^J.a«6-jiic+c/=C, 

•0  erhalten  wir 

26)    tt*+i^ti«+C=0. 
Ans  dieser  Gleichung  ergiebt  sich 


TheU  XVI. 
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und  demnach  sind  in  diesem  Falle  die  vier  Wurzeln  der  gegebe- 
nen Gleichung : 


28)     x=( ^__1 

Au8  dem  Bisherigen  ist  ersichtlich,  dass  die  im  Obigen  darge- 
stellte Auflüsungsmethode  der  Gleichungen  des  vierten  Grmaes 
in  einem  bestimmten  Falle,  wenn  nämlicn 

ist,  ebenfalls  darauf  führt,  die  Grusse  4{?-fa=0  zu  setzen,  ganz  in 
der  Weise,  wie  es  die  Fortschaffung  des  zweiten  Gliedes  der 
gegebenen  Gleichung  erfordert.  Hier  aber,  wenn  auch  dasselbe 
geschieht,  ist  der  Erfolg  ein  anderer.  Mit  dem  zweiten  verschwin- 
det nämlich  auch  zugleich  das  vierte  Glied  der  Gieichang.  Das 
Allgemeine  bleibt  daher  nichts  desto  weniger,  dass  die  gleicbzei- 
tige  Fortschaffung  derjenigen  Glieder  der  Gleichung  3),  welcbe 
die  ungeraden  Potenzen  von  u  enthalten,  bewirkt  wbd,  und  die 
übliche  Fortschaffung  des  zweiten  Gliedes  erscheint  als  ein,  dem 
allgemeinen  untergeordnetes,  specielleres  Verfahren,  welches  nur. 
in  einem  gewissen  besonderen  Falle  direct  zum  Ziele  fährt.  Zu- 
gleich scheint  es  der  Beachtung  werth,  dass  die,  mit  3  nmltiDU-;. 
zirten,  Wurzeln  der  durch  das  obige  Verfahren  erhaltenen  knoi- 
schen  Hülfsgieichung,  gewisse  Werthe  des  zweiten  Differential* 
Quotienten  von  der  l<unktion  der  gegebenen  Gleichung  des  vierten 
Urades  darstellen. 
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vn. 

Velier  die  AbeFschen  Funktionen. 

Von  dein 

Herrn  Professor  Dr.  J.  Dienger 

•n  der  polytechniaclien  Schule  za  Carlsruhe. 


In  deo  nachfolgenden  Zeilen  sollen  die  Additionstheoreme  die- 
ser Funktionen  nachgewiesen  werden  ^  mit  Zugrundelegung  der 
Ai^rschen  Abhandlung:  Remarque  sur  quelques  propri^- 
t^s  ui^n^rales  dune  certaine  sorte  de  fonctions  tran«- 
cenaantes.  (Crelle's  Journal  Bd.  IIL).  Einige  Anwendungen 
mögen  als  weiter^.  Ausführung  folgen. 


8. 1. 

Es  sei 

ö(a:)=Oo+aia:+flra^«  + +  anafl, 

ferner  seien  ipiix),  q>%(x)  zwei  ganze  Funktionen  von  x; 

(Pi(x).(p^(x)=ip(x) 
also  ebenfalls  eine  solche  Funktion;  a  eine  konstante  Grösse; 

Öq»    fll>  ••••  ftn;    Co9   Cif  Cm 

Mtweder  alle  oder  doch  einige  von  ihnen  verlinderlivh ;    endlich 
setze  man: 

5* 


i 
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F{x)^(Q{x)y(p^{x)-{ei{x))^q>^{x)=^A(a!-x^^  (2) 

80  werden  x^  ^a,....^r  bloss  von  Oo»  a|,....asi;  c^»  ei....CM  uod 
den  als  konstant  vorausgesetzten  Koeffizienten  in  9i(ar}  und  ip*(«) 
abhängen,    und  eben  so  A  von  x  unabhängig  sein.    BezeicEnetv 
nun  Xe  irgend  eine  der  Grussen  oti,.... orr;  so  ist  identisch: 

F{Xe)=Oy  (3) 

worin  Xe  eine  Funktion  von  den  Grüssen  a  und  c  ist  Eben  weU 
aber  die  Gleichung  (3)  eine  identische  ist,  hat  man  bekanntlidi 
auch: 

F'(a;e)=0.  (4) 

Diese   letztere   Gleichung   liesse   sich  ohnehin   auch  leicht  nadb« 

weisen.    Denn  man  gebe  den  Grussen  Oo»  ^i» Co,  C|,..-    dBa 

willkOhrlichen  Zuwächse  a'o,  a'^.....  und  sei  x'e  der  daraus  Imt- 
vorgehende  Zuwachs  von  x^  so  ist  offenbar  auch 

F(a?«+a:'e)==0, 

d.  h. 

FXXe)  -Vx'eF'iXe)  + =  0, 

I 

also  nach  (3): 

woraus  leicht  (4)  geschlossen  wird. 

Die  Grosse  F{x^  enthält  a,,y  ai,....aji;  e^y  Ci,....Cm  expRiU»*' 
nebst  Xe9  also  kann  (4)  auch  folgendermassen  dargestellt  werden: 

~S^^^'  +  ~W^  +-5^80, +....=0. 
wenn 

dFjXe)       dF(Xe) 

dxß     *       Boq     * 


die  Differenzialquotienten  von  F{xe)  in  Bezug  auf  x«»  Oq »..••»  in- 
sofern diese  explizite  in  F{xe)  enthalten  sind»  bedeutet  Dieee 
Gleichung  kann  auch  unter  der  Form: 

^^^8xe+d.F(a:.)=0  (6) 

darc^cstellt  werden,  wenn  d  das  vollständige  Differenaial  in  Benig 
auf  die  Grfissen  Oq»  Ot  m**cö>C|  ,...,  insofern  sie  ezpllsite  in  FXm 
enthalten  sind,   beielcnnet 


4 
I 


(Ö(ar.)) Vi  (^e)  -  (öl  (a:.))«9»(*e) = 0 , 
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Aus  (:2)  folgt  aber : 
^  liso  MS  (6)  und  (5) : 

1  Nach  (3)  ist  aber : 

t 

weoo  f«  entweder  + 1  oder  —  I »  je  uacbdem  die  Beschaffenheit 
der  beiügiicben  Funktionen  diess  zulässt.  Hieraus  ergiebt  sich, 
weui  man  beachtet»  dass  ^(a:;*9>t(^)=9>(«^): 

öl  («•)9a(^«)  =  »•  ö  (OTe  )  V^C^«)  •     ' 

Setit  man  diess  in  (7),  so  erhält  man: 

Bknaa  folgt,  wenn  /(o;)  irgend  eine  ganze  Funktion  von  x  ist : 

e.      Ax.)3^^_  (9) 

(j:«— «)V  vC^«) 

wtm  man  zur  Abkürzung  setzt: 

X(x) = 2  [e(ar)«.öi{a?)  -ö,  (ar)«.  eix)]f(x) , 

»  dass  X(j?)  immer  eine  ganze  Funktion  von  x  ist. 

Bezieht  sich   nun  das  Summationszeichen  £  auf  die  Werthe 
i,  j^y....a?r*  80  folgt  aus  (9): 

sUen  wir 


'7®  ^5 


so  folgt  aus  (10):  ^  t 

Nach  einem  bekannten  Satze  (siehe  die  Annt 
ist  aber: 

also 


(;re— a)V^ir)       Z^'C^«) 


and  eben  so  weiss  man ,  dass  der  Werth  der  w^ 


gleich  ist  dem  Koeffizienten  von  ^^xf   i"  ^^^  ^^'^^ 

tenzen  von  a  vorgenommenen  Entwicklung  von  jy-. 

1  ■^*  '^^ 

dem  KoefGzienten  von    —  in  der  ähnlichen  Entwicklfr 

Bezeichnet  man  nun  allgemein  dorch  Kif;(a:)  den  lE^ 

^  in  der  nach  fallenden  Potenzen  ron  x  vofgeiwmnM 

lung  von  '^{x)t  so  ist  also 


^  ¥\Xe)  ^^'f(xY 


Da  aber 


l^x)  __         l(x) l{u) 

y(^— (a;— a)F(:r)       {x-^c^FixY' 

und  '•«^' 


(o?— a)F(a:) 


da  der  Nenner    mindestens   vom   zweiten  Grade  fei 
ist«  so  hat  man  r    :         ) 


«M£e)_ir  ^(^) 

^  F'(are)  "" '^ '  (.T— a)F(a:) 


und 


I 
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(«,—«)  Vg)(a:,)  ^)  («  — a)F(r) 

2[%)<.gi  («)-flt  («)  j.e(a)]/i[a) 
~~   (e(«))Vi(«)-(Öi(«))V«(«)" 


2[0(a:)<.9i(ar)  -  ei(x)d.e(x)]f(x) 


V"9(a)    ■  ***  Ö(«)V"9>i(«)  -  Öl  («)  ^V»  («) 
wie  man  leicht  Qber«iebt    Setzt  man  nun: 


/; 


'^'»'—    =.w. 


(a:  —  a)  V^cpia:) 
80  erhält  man  hieraas : 

+  C.  (I). 

Die  Grössen  e«  bestimmen  sich  aus  (8). ' 

Dieses  Theorem  lehrt  also  die  (algebraische)  Summe  einer 
Reihe  transzendenter  Funktionen  durch  einen  logarithmischen  und 
algebraischen  Ausdruck  finden. 

Man  wird  bei  der  vorstehenden  Differenziation  und  Integration 
kaum  einen  Anstand  haben.  Zum  Ueberfluss  könnte  man  die 
(Grund-)  Gleichung  (5)  auch  so  ausdrücken,  dass  man  in  La- 
grange's  Weise  die  Grössen  Xe,  «o,  Oi>..*.  sämmtlieh  als  Funk- 
tionen derselben  Grösse  s  betrachtete,  wodorch  dann  die  obige 
Gleichung  hiesse: 
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(x,  —  «)Vg>(ir«) 


VyCa)    **  **^  Vö(«)V»i(«)  -  ö»  («)V»a(«K 

woraus  sieb  (I)   unmittelbar  ergäbe. 

Ein  4tnstand  kSnnte  darin  gefunden  werden,  ob 

wie  vorausgesetzt  wurde. 
Allein  sei 


80  ist  Ai  =^K,iff(x)  und 


,    ,  -       d,Ai  ,  tf.^«  . 


äI»o 


/ 


§.  % 


£s  ist  oben  stillschweigend  vorausgesetzt  worden»   dass  Xg, 

x%t :vr  verschieden   seien»    da  sonst  ^(xe)    für  einige  dieser 

Crrussen  Null  wäre.  Nimmt  man  aber  zuerst  an,  diese  Wertke 
seien,  statt  gleich,  um  unendlich  wenig  verschieden,  so  wird  die 
Formel  (1)  immer  noch  gelten,  und  da  Xi,  x^,....  auf  ihrer  zwei- 
ten Seite  nicht  vorkommen,  auch  noch,  wenn  diese  Unterschiede 
P^ull  werden.  Ist  aber  X9^=sx»^i,  so  folgt  aus  (8),  dass  auch 
^p=f«^l  sein  muss.    Ist  also: 
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I  ist 


§.3. 
Setzt  man  in  (U): 

ro  also  l(x)  ebenfalls  eine  ganze  Funktion  von  x  ist ,  und  folglich 

Pl(x)Bx 

sollt,  weil  f{ä):szO: 

=K.^M=iogrMj^+o»wv^Vc.  (III) 

V^(^    *  \d(jr)  V^Mi)  -  <9,  (a;)  V^9>«(«K 
Mrio  den  GrSssen  m  und  (  die  obigen  Bedeutungen  snkommen. 


I 

t 

1 

:.    Wird  f{x)  so  |^€wfthit»   das«  der  Grad  von  (/(:t*))*  niedriger 

9l  als  der  von 

I 

f  liat  die  GrOsse 
"n  8ie  entwickelt  wird »  die  Potenz   -  nicht.   Denn 


74 

Ut  von  demselben  Grade,  wie 

B  (a-)  V^I(^  —  «1  (ar)  V^^ , 
folglich  enthält 

^W)V"»i(«)-ei(^)V»,(x)/  , 

bei  der  Entwickinng  nach  fallenden  Potenzen  keine  positive  F 
tenz  von  x,  also  enthält 

*— «    ^W)V9>,(a:)-Ö,(a:)V"»,(ar)/ 


buchstens  die   Potenz  —  •    Da  aber  f(x)  von  niedrigerem  Gra 
ist,    als   ^tpijx),    so  enthält  also 

die  Potenz  —  nicht* 

In  diesem  Falle  bat  man,  wenn 

^^  ^    oA  (a:-o) V?'(a:) 
»»i«i^(^i)  +  »«t«»Tf'(a:a)  + +  mr«r^Xr) 

Vv  («)     ^  Vö(«) V^)  ~  öl  («) V^^^OO/ 


§.  5. 

Setit  mau  nun  in  Verbifddung  von  $.  3.  und  §.  4.  voraus,  da 

f{x) = (jp-^cf)  X{x) 

und   der  Grad  von  a;*(il(:r))*  niederer  als  der  von  ^x)^   so  ji| 
wenn 


I 

i 
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^.,=fM^- 


i,«,^«,)+m,ijt(«i)  + ■^mrtMXr)=  C.  (V) 


§   6. 

Differenzirt  man  die  Formel  (IV)  (n  —  1)  mal  nach  einander  in 
Bezog  auf  a ,  setzt  also 


(x—tt)»y  <f{x) 

(f{x))*  von  niederm  Grade  als  <f(x),  so  ist 

tni(iV(^i)  +  ma«a^Xa)  + +  mrtr^ixr) 

__  _l_  a-ii-_^L=.      /fl(«)VJT(^)  -K?i(«)V^-1 

/In)  Stf^iLVy  («)     ^'\d(a)Vn(»)  -  e,  («) V"w(«)  -■ 

+  C.  (VI) 

da  die  Constante  im  Allgemeinen  von  dem  Werthe  ron  o  abhän- 
gen kann« 

§.7. 
Ist  endlich 

f     und  ist  X  eine  beliebig^  rationale  Funktion  von  x,   so  wird  man 
setzen  kSnnen: 

^-'«<*^ +(*-«,)»■    ^C^^^^ +••■•■*■  (X-«.)"' 

worin  ^(a:),  /i(a:), ,  ^(a:)  ganze  Funktionen  von   ai  «Ind. 

Genügen  nun  /i(j:),  A(a:), /i(a:)    der  Bedinffung,    welcher 

f(x)  in  $•  6.  genügen  miiss ,  so  folgt  aus  §.  3.  uncT  $.  6. : 
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wortQ 


§.  8. 


Mau  setze  iu  §.  3. 


$•  ist 

(1«) 


ene   gaaxe  FuaktkNi  tom  Grade  äit-|-l.    Ist  mm  moA  l(jr)=rd:*, 

se  wird,  so  ba^  !2»4-^<äM>l»  te<2R— l,    also  Mi^a— t,der 
Saix  f.  3l  scheu,  also,  Ar 


t^U) 


=/^ 


VÄ94%«-Hvc*  -l-~4-iW^) 


»•  d«tch  dir  6l»ict«B§ 


bt  akw  M^«>  «•  tiM  $.  X  I»  «»te  Rtdit    S«l  a=«^r 
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80  ist  klar,  dtM 

/ 

« 

*i*(*i)  +  ««*(^«)  + i  «a«+i^(^t«-l-i)  =  ^' +  -^r.  (IX) 

Setzt  man 

SO  ist «  da 

also 


Vapg>i( 


aach 


=2jr-j3f»  +  j33r--o:^Sf'+ 

daher 

■•■4.6  VarVFCijF" 
(  woraus  leicht  folgt »  dasa 

Aus  (12)  folgt 

Demoach  erhält  man  aus  (IX): 
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=:  C+  2  V  0:10:2  •••^211-1-1  >  (X) 

wenn 

j;«3a: 


*  ^^'^  ~y 


VS^(a:) 


§.9. 


Man  setze  in  §.  7. 


1  —3«         2^ 


so  ist  dort: 


l  1 

Ferner  sei 

9J,(o:)  =  l,     g>3(a:)  =  (l-o:«){l-c«o:«),    c*^l, 

und  endlich  seien  0(x)  und  di(or)  so  beschaffen«  dass  die  erste 
lauter  gerade ,  die  andere  lauter  ungerade  Potenzen  von  x  ent- 
halte.   Alsdann  wird  man  setzen  können: 


F(x)  =  (ö(or))«— (öl  (x))^(p^(x)  =  2<(^«-.ari«)(a^-<r,«) ...  (a*— OTr«) 
und  also,  wenn 


\  ^  » 


I     I  1  •     .  «  •        •  ^  4 


7» 


i' 


II. 


-d 


'S" 

1 

'S" 


Jf 


J 


+ 

+ 


J 


I 


^9 


f 

I 

r 


> 


+ 


i 


+ 


+ 


Jl 


V 

+ 


8* 


.09 


»er,  der  Annahme  nach» 


di(— a)=-Öi(a),    ö(a)  =  d(-a); 


die  zweite  Seite: 


j  ■ 


v^ 


(a)     *Vd(o)-«,(a)V^(fa)/^ 


.'t 't 


Eeicheo  c«  ,aiHl  £'«,  beatimmen  «ti4l  mm^: 


,     i 


80 

(IS) 
^  (— are)  =  «'c  dl  (— a?#)  V^i(ie) ; 

also  da 

so  ist  €^e== — Be,   UBd  da  aucfa 

und  folglich 

wo  Be  durch  die  erste  Gleichung  (15)  bestimmt  ist. 

Die  hier  betrachteten  Funktionen  <^(:r)  sind  sogenannte  ellip* 
tische  Funktionen  der  dritten  Art 


§.  10. 
Setzt  man  im  rorigen  Paragraphen  az=od  und  also 

so  Ist: 

h'^i^i)  +  ^«*(^«)  +  •••-  +  «f1f'(^r)  =  C  (KU) 

Die  hier  betrachteten  Funktionen  sind  elliptische  Funktionen  der 
ersten  Art. 


$.  IK 

Bezeichnet  man  durch  Kif{a)  den  KoefGzienten  von  ar^  in 
der  Entwicklung  von  /(o)  nach  fallenden  Potenzen  von  a»  so  erhält 
man,  wenn  man  heiae  Seiten  der  GleiohttBg  (XI)  nach  fallenden 
Potenzen  von  a  entwickelt  und  setzt 
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-'^bv5K^'"«U(«)-o.(«)V^);-l+^-  ^^"'> 

Die  hier  Torkommenden  Funktionen  sind  elliptische  Funktio« 
oen  der  zweiten  Art.    (Archiv.  Theil  Xill.  S.  12.). 


§.  12. 

Man  setze  in  $.  4. 

/(j?)=r:| ,     fp^(x)  =  —  («— llli)(dP— m^ (^— mt»), 

di(jf)  =  1 ,  e(a:)  =  C(a:— i^i)  (or— -4») .... (or— il«-i) ; 
so  hat  man  zur  Bestimniung  von  a;i,  x%,..,.jp^  die  Gleichang: 

+(jp-^)(«— mj) ....  (d:— m9ii):;=0,  (16) 

deren  Wurzeln  jene  Gr5esen  sind.    Ist  also 

y*       Ar 
(4J— «)V  g>(x) 

80  bat  man : 

V^K^ ''*Vö(«)V^9,(«)-V^(«)/^ 

worin  fe  durch  die  Gleichung 

keatimmt  wird. 
Setzt  man 

9t(a?)=  — X(j?), 

a»  ist  der  zweite  Theil  der  Gleichung  (17): 

r 


ii 


c -  '  .,  /g(«)V7i(«>-i-V-iVitf«)\ 

also  ist 

=  C  + -T========' arc  (tg  ±= -T=====^  (AlV) 

V— 9(a)  V  —  g>(a) 

g)(a:)  =—  (o:— iWi)(a:— wia) (or— -nisii^t) ,    , 

während  fp   f2>***^2n  ^^^  ^'>6  '^^  ehexi  angegebene  Weise  za  be- 
stimmen sind. 


wo 


§  13. 


■•    j        I 


Im  Vorstehenden  wurden  Xi,  ac^y...,xr  (§.  1.  tt»)  als  Funktio- 
nen der  Grossen  Oq»  ai»'.An;  Cq^  ei^^^Cm  fttiges^hen.  Non  kann 
man  umgekehrt  einige  der  Grossen  x^y  x^,.,,  als  gegebene  Ver- 
änderliche ansehen  und  aus  Ihnen  die  Gr«$S8en  4»^,  Ai,i*;  Cq,  c^*- 
zu  bestimmen  suchen.  Man  sieht  leicht,  dass  es  der  Allgemein- 
heit keinen  Abbruch  thut^  wenn  man  eine  dieser  letztem  gleich 
1  setzt,  so  dass  noch  m-^n  +  l  solcher  Grossen  übrig  bleiben. 
Sei  m-\-n+\=:r^,  und  nehmen  wir  r  (§.  1.  (2j)  gleich  oder  grösser 
als  r\  so  kann  man  sämmtliche  r'  Grössen  ao9«**an;  ca»..  rm»  von 
denen  eine  gleich  1  ist,  bestimmen  durch  die  r'  Gleicnnngen : 

ö(ar,)V"g>i  (xi)=:  «iöi(a:i)V  (p^ixi), 

« 
e  (Xf-  )yfq>i{xT')  -=  €1-  öl  (xr* )  Vff^(ar)  i 

in  denen  die  Grössen   ii,   e^ I  Bt'  beliebig   gleich  ±1   i^esetit 

werden  können.    Man  setee  z»  B. 

so  hat  man  zur  Bestimmung  von  Oq»  a|,....co^,  Ci,.<,^i. 


i  F,  i;    iT 


ö(*r,fi)V<Pl(^r.+i)=  -  Ö,(irr.|.i)V9>a(a-ra+i), 


d(j?r')Vg>i(^r')   =  ö|(arr')V"9a(a:r'). 

Diese  Gleichungeo  geben  nun  die  Werthe  von  Oq^Oi,...,  Cq^  C|.... 
Follständig  als  Funktionen  von  Xi,  ^^»—a^rir^r^,    und    der  in 

9(x)  und  q>i(as)  enthaltenen  Koeffizienten.  Setzt  man  diese 
Werthe  von  <ioy*»  Ce»...  in  die  Gleichung  (2),  so  wird  ihre  erste 
Seite  durch  (x^Xi)(x — a:^.^(üp — .Xr')  theiibar^  und  man  findet: 

(WyiW--ffl(:r))*y,(a:) 
Setzt  man  nun: 

Msind  3f>|,  fB».-..y«  die  Wurzeln  der  Gleichung 

Ä=0,  (19) 

welche  vom  Grade  «=r— r'  ist.  Es  wird  somit  immer  mOgiicb 
sein,  diese  Grössen  zu  bestinrnieii.  Die  nachfolgenden  Grössen 
(11)  h»  ^f  —  '•  ergeben  sich  aus  den  Gleichungen  : 


(30r 


»(y*)V  nCyi)  =  «löi  (yi)V9>(ya). 
«(».)V  <)»,(jr.)  =«.fli(y.)VWy,) 

ud  man  fiodet  (§.  7.),  wenn  man  setzt: 

'» 9(^)  was  t6  f  •  7«  tintf  denselben  Bedingungen  genügend : 

+nt(»i)+«i*(ya)+  .  +  f.*(yt)=  F+C,  (XV) 

^  F  sich  ans  j.  7.  ergiebt« 

6* 


H 

I 

AehDlich  kann  man  in  die  übrigen  Formeln  substitiiircn. 

Sei  ^1  der  Grad  von  q>%(x),  (f%d^T  von  9|(^)f  9^=^Qi'irQ%  ^^ 
voD  q>(x),  so  ist  der  Grad  der  Funktion  Jr(ar)  ($.  1.)  entweder 
27t-f^  oder  2m-f^;  er  sei  z.  B.  =2n-t-Pi»  ^'^^ 


r=2n  +  ^j 


und  folglich 


rs^2m  +  Q2 


mithin  auch 


also,  da 


auch 


2r^'im  +  ea  +  2«  +  ^i. 


r^m-i-n^^^^'^m   fn  +  |. 


t^^r-^r'^r  —  (iw+n+l). 


1^  m'i-n+^'—  (m+n+1) 

>2      *• 

Der  kleinste  Werth,  den  also  $  haben  kann«  ist  §- —  1,    wenn    ^ 

gerade»  und  ^  ^    >  wenn  p  ungerade  ist    Man  sieht»  dass  dieser 
Werth  von  m-i-n  gar  nicht  abh&ngt. 


§.  14. 


Wir  wollen  femer  annehmen»  man  mache  die  VoransseliaM 
des  §.9.»  und  nehmen  wir  an»  in  6(x),  6i(x)  seien  gerade  r  KoeP 
fisienten»  also,  da  einer  =1  zu  setsen  ist,  ihrer  r — 1  aa  bMtii|' 
men.    BeilSufig  bemerken  wir  auch»  dass  in  $.  9.  A0<  '  "^  ' 

bleiben  würde,   wenn  man  ann&hme»   in  $ix)  seieii  ^ 
und  in  6i(s)  nur  gerade  Potenten  von  x. 

Sei  nun  r  gerade»  =2ii. 


i 
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Mao  setz«: 

öj(ar)=  (bo+bix^  + ....  +  ftn-^a:*»-*)  j?, 

Ci=i9=...^es«-i  =  '^  ^»   so  werden  Oq»...  Ao«**  bestimmt  durch: 

d(ari)+öi(^i)V^^i)  =  0, 

^ar,)+öi(a:^V9«(^,)  =  0,  [   (21)    9(^)=(l-a^)(l-c«^a), 

vrenn  die  2fi— l=r— 1  Grüsaeo  :V|»  ^t««..a;^-i  fila  gegeben  ao- 
gesehen  werden,  kt  diese  Bestimmuog  geschehen,  so  hat  man 
iD  §.  7: 

(22) 

(Ö(x))»-(d|(«))V(*)  =  (»•-«i'Xar«-««*)  ...(«*-a»,«-i)  (a:*-»*). 

woraus  leicht  folgt: 

9^-T^ <23) 

Sei  zweitens  r  ungerade,  =2n-|-l. 
Alsdann  set^e  man: 

^(a:)  s=  (oo+aix^  +....  +  <liia:^)a: , 
di(a:)=6o+*i^*  + ...  +  An-io:*^«; 

bestimme  ferner  iio»—  ^o*—  durch  die  Gleichungen: 
so  erhält  o^an       '    ' 

*0 


m 


»= 


XiX^,:Xfn 


(25) 


Setzt  man  nun  die  Werthe  von  Xi,  x^t^.^.xr-i,  y  in  die  Formeln 
(XI),  (XIL),  (Xm.),    so  erhält  man  Theoreme  über  die  ellipti- 


-.  1 


8« 

_  I 

sehen    Funktionen.      Dabei  ist  zu  bemerken »   das»  eie^Ctjoer 

=:ei._i=  —  1  genommen  wurde,  arr=jy»  und  Br  aus  der  Gleichung 

'i 

bestimmt  wird. 


§.    15.  i  :    '     C  '  y     '-  ■  :   ■    ■ 

..•»'•  ..V.     ."* 

Setzt  man,   um  ein|ßeispi^l  zu  wählen,  im  vorigeQ  Paragra- 
phen ir=3,  so  ist 


aUo  yrörden  Aq  uiid  ^a  ^^h  ^^  C^jefiditAi^h 


• ...  I 
(«0+^1*)^!  +*oV'^l)=0> 


bestimmt,  woraus  folgt: 


Zur  Bestimmung  von  Cg  hat  man: 

Denken  wir  uns  Xi,  x^  unendlich  klein,   so  wird 

also  (24)  sind  Xi ,    x^  die  Wurzeln  der  Gleichung 

Ö{ar)+^(a:)=0, 
d.   h.  von 

■  ^^     «  /  1;/,  ;    1/ 

Diese  Gleichung  hat  noch  eine  dritte  Wurzel  z,  und  es  ist  offenbar 


i\ 


«7 


klä».  aKh  \  9^)=1.  mt  %=L 


M  tedet  MB  Mdk  (Zn.).  (XIIL)  asd  (O.): 

+  c. 


^.(.HF.«»/-*,-5,45^^^^>c 


x,V♦(J^^-x■.%^»(^.) 


Rn  wt 


g8 

Demnach  ist  der  Koeffizient  von  -g  gleich  6o>  nnd  folglich  werden 
die  obigen  fifeichnngen  definitiv  zu: 

- >(XV1 

iio>  bq  bestimmt  durch  die  Formeln  des  §.  1^.  'Die't'<(i^Ii|;(XV|.) 
eatbalten  die  Additlonstfaeoreme  für  zwei  elliptische  FanktioneD 
der  verschiedenen  Arten. 


'.  i  (  M  -  ■ 


Da  fär  ;r|=±:A'a^O  auch  ao  =  6o  =  0  und  ^=0,  isovsfbd 'die 
Konfivtantein  i^  diesen  Forsieiii  Null ,  wenn  man  0  als  Y|^i|tere  Grftpze 
der  Integration  nimmt.    Setzt  man  i;=:8in^9  so4st   '.        ^,     \ 

o         .  ,.'/:^       .  '  :        •/     .'  -. .  Ulli  ir;;, 


'''°ro--^. 


.\  Vi  _  ««sin«>»      • 
Pai^nach  stellen  sich  diese  Gleichnngeb  aadi^  hö-dart '5> '^  ^  '-i>   .- 

(27)  : 

^^      Vl-c'sln,)«  \/      V  i  -c»siny»~t/  •   VT=5«35^  .'• 


.■  .'I..  ." 


'"vV.   7-^1     ;.-  -1 


■  ■       -     lll  •  ■  • 

i    >  I 

•  ■  « "■'1    .  t 


u 


.4 


tu- 


' i  ij 


x.t: 


*    '»'-     ,  •^     «1  •';f| 


5 

i 

I 


3S. 

s 

■ff 


s. 


**V-s"''    1    Äi  .--rii'''    ^•")  -''-  -i./^ 


BS*  N- 


M.r».  • 


.•vii: 


<f: 


• ' 


.  I 


worin  ^  bestimmt  ist  durch: 

(30)  

sing)]  cosqpi  V^jT^^sincp^-f-sinGPaCOScpi  V  1— c*«lna)i* 

sinw  = — ' — 5 gTT «-? s — *■  . 

^  1— («smjpt^ingjj* 

Die  Gleichung  (30)  ist  nichts  Anderes   als  die   Gleichunff  (1)  in 
Archiv  Theil  XI.  S.  305.  flf.  §.  4. 

Die  Integrale    in  (28)  gehören  «i-  den  in  Archiv  Theil  XIII. 
S.  12.  ff.  betrachteten  und  zwar  zn  der  dortigen  Gattung  /  sn^vdo; 

die  in  (29)  zu  den  dort  iS.  19.  ff.  betrachteten. 
Bezeichnen  wir  4^p  Werth  von 


/ 


J 8ar 


I 

durch  «9  so  ist  (Archiv  Theil  XI.  £^,395.  ff.  f.  2.)  sr:szsm>,  wenn 
c  der  Modulus  ist»  während  die  obige  GhEÖsse  q>  nichts  ander«« 
als  die  Amplitude  von  v  ist.  Bezeiphnen  wir  ^rch  V|,t^,foda«» 
was  aus  (31)  wird»  wenn  man  Xi,  ür««  y  blu  du^ Stelle  voo^rsetit, 
so  giebt  die  Gleiphung  ^27)  oder  ^ie^i^rste.  (X'VL) : 

während  sln^=sn«o»    sin9>i=sn9i,   B>inip%;^9nv%;  also  nacli  (30): 

.■,^^,'"^°-,"j!^t;y".,     m 

was  absolut  die  Gleichung  (1)  d^s  6.  5.  a.  a-  O.  ist  Von  dltser 
ausgehend»  ist  die  ganfee  dortige  Theorie  teidit  sn  entwidDeh. 

Da  aber  för  x^»  o:^  keine  besonderen  Beiseichnungen  fc«^- 
eestellt  wurden ,  so  gilt  die  Formel  (32)  ffir  alle  mügUdien 
Werthe  von  a\  und  jsc%9  so  wie  voqi  c,  iras  die  Herlriting  der 
Formeln  der  §.  6.  und  9. 11.  sehr  erleichtert 

Die  Grosse 

*9      sin*sp8f> 


/ 


3S 


V^l  — r%rin*y 


wurde  in  Archiv  Theil  ^Xlll.  S.  i.  ff.  §.  18.  durch  ßatflfOv    he- 

zeichnet,   worin  p  den  obigen  Werth  hat.    ül^e  letztere  GrOsse 
fand  sich  dort 


n 

also  giebt  Of}  od«r  die  zweil«  G|,«iqh«og  (XVL;: 

w»8  eben  die  Crleichoog  (1)  te  $»  1%  a.  e.  O.  ist 

Aach  hier  ist  Iceine  BeechrinlnHig  fBr  die  Werthe  Torhauden. 

■  ■ 

Eben  so  gehOrt  endlich  F^(x)  (XVI.)  tu  den  mit  /  in  {.  23. 
a.  a.  O.   bezeichHeten  fanktieM»  der   Mtten    Art»  »«nd  siNtf 

bt  aie: 


.1 .. 


\ 

bt  also 

.        .       l.v... 

, 

"'*'rf«i^' 

• 

«0  ist  sie  gidch 

1. 

•                    •  r        ^. 

■I 

e-f  €*sn%/(«,6) 

« ■■      *.!•■. 

nach  (4)  des  angeführten  6.  23.  Die  Gleichong  (29)  drOcI&t  dann 
elienfiuui  ^e  Summirangsformel  dieser  Gr5ssen  ans»  deren  Ept* 
wicldnnff  nicht  schwer  ist  Dass  Ueraiis  die  Theerie  der  drei 
Arten  elliptischer  Fonktiooen  flieset»  ist  klar.  Das  Gesagte  mag 
aber  fBr  aen.4>99g^nhiick  gespgen. 

Es  Meibt.nns  snm  Schlosse  noch  die  in  {.  1.  Tersprochene 
EntwicUong  der  vor  (11)  stehenden  Gleichung  fihrig. 

Der  schönste  Beweis  ist  wohl  der,  i^ä  Liooville  in  seinem 
Journal  de  Mathömatiques  pures  et  appllau^es, 
tome  XI.  pag.40Ai  mgebfap,  4er  auf  .4m  f^olgepHle  kfranih 
kommt  Man  habe  die  Funktionen  ^(j?)  und  (p(x)»  *o  beschaffen, 
dass 

^^)s=a:»  +  Oo«*"*  +  .... 


0S 

dass  also»  wenn  60 >  ^>—  nicht  Null  sind,  q){a)  vom  Graden 
ist»  wenn  ^f(Jc)  vom  Grade  t^.  Sei  non  ß  irgend  eineGross( 
bestimmt,  dass 

*(a^)+J?9>(^)=0,  (33) 

und  bezeicbne  2f(:iO  die  Summe  4er. Wurzeln  fieser  Gieiet 
so  ist 

^(^)  =  — Öo— Ao/J» 
also»  da  diese  Wurzeln  von  /}  aUiängeii: 

■2?P  =  -6o.  (34) 


•   «.      «     , 


DIfferenzirt  nftaH  aber  (3n))  id  Bezug  üuf  ß,  so  isl 


dx  ^>x 


Demnach  in  (34): 

Da  ß  ganz  wilikühriich  ist»  so  setzen  wir  es  =0»  so  ist: 


odc^  wenn  |9}(3?)=1»  ai#o  ao=0: 


•:1    £•!':■:!''    ..   .J-: 


^'  (x)  ^    ' 

Sei  nun  ..  i;-;  ;  .•;  r  .-,     -.^i-.  ..  -1 : :   •.;  /  itu  ;.,;.! . 

und  hfibe  ^F(^y  He  Wurzeln  Xi,  x^,....Xr,  so  ist  '  -  | 

ip'ix)  =  F(j:)  +  (x-  u)P(x) . 
.  und  die  Gleichung  (37)  heisst  eigentlich: 


r 


^^an^m^j-t— 


•a 


da«,  dr|,«..«r  die  Wurzeln  von  ^j;)^0  sind.    DieM  ist  aber 


1  ,  1  , 

+       ' 


(arr— a)F(«r) 


1 


also  weoD  das  Zeichen  £  sich  bloss  auf  die  Wurzeln  von  F{x)^=ü 

besifht: 


WM  eben  die  zu  beweisende  Gleichung  Ist. 


(38) 


u 


egralibas  Qaibasdam  definttls» 

Auetor  Christianus  Fr.  Lindman, 

Leetor  Strengnesensi». 


1. 

In  Tom.  VI.<praec.  pag.  187.  seqq.  Cel.  Arndt  integralia  definita 

0  o 

fractat,  ubi  n=:  nom.  integro.    Beneficio  theorematb 

rf{pc)dx^r^f(a-'X)dx («) 

«  o 

quod  in  Tom.  IV.  praec.  pag.  119.  commemoratom  et  in  Calc.  in- 
tegr.^  Cel.  Moigno  pag.  45.  qooque  inest ^  iila  integraUa  paiiUa 
brevius  inveniri  videntur,  ita  ut  sequitor. 

Ct  maximam  generalitatem  conseqnamor,  pro  /Sin9  poDanms 

/((Sin9))=/Sin9  ±2*«  V^^ 
et  pro  /( — Sin  9)  itidem 

/((— Sin9))  =  Bin9  i:  (2A  -f  1)  sr  V"-^*) . 
Ex  theoremate  (er)  habebimos 


*)    Vide  Caochjr,  Court  d' Analyse  de  TEcole  polytechniqae,  pag.  319. 


n 


o  . 

QDde  beneficio  thtortmati«  notis^lmi  iDveniemiis : 


J  0 


0  0  " 


c=2/'»/((-Sin9))ds» 

0 


Ex  theoremate  naper  citato  sequitor ,  ut  sit 


0 


/((SID9)) dg>==/   /«Sin9))€^  +/      i((ß\fiq>))dfp  + . . .. 

....+/"''/((Sln9))dv. 

Quam  vero  secandum  theorema  (a)  M  (m=nuni  integro): 
fm\f^9))d<p:xzrj  ((Ski  Chn«— 9)))d9Ä/^/t(*-Sin9))d9, 

f^^m))  d^  = /^l!((Slii(2^l ,  «--9))  d9  =/*  /  ((Siny))  i/^ ; 

9mn  0  0 

■  .1    ■    •    ■ 

kAdiniuflrr 


*)    Vide  Gnmert  ArebiT  Tom.  IV.  pa^^.  liD. 


dimi  est  n  =  Biun.par=2f}i 


/iTTsing)))  dq>z=mfl((ßiuqi))d9  +m  //((Sin9>))d9 
o  .        a  0  V 

dum  est  n=  nmii.  Smp.=2m  +  1  •. 

0  0  0 

/UTE 
g>f((Sin9))d!9(ns=miimvUolieg.).  Exr 


o 
sistit  enim 


/^^l({Sin(p))d(p=r\t(iSin(p))d(p  + /'*^/((Sm9))c«jP+ . . . 


0  o  » 


9/((8Hi9))d^ 

et,  si  est  r  =  nunir  integro,  secundum  theorema  (a)  fit 

f^fp  li(Sm<p))d9  =^2rnfl((  -  Siv!^))  dtp -J9i((-^9))dg> ......'  0^ 

(2r-l);r  0  0 

/    <p7((Sm<p))dip'=:  C2r +1)  tu  /   /((Sin9)Mg> — /    9/((.Sii>y))dy  •-..(/) 

9r7C  O  0' 

Praeterea  est*) 

O 

Siad  inveDiendaintegralia,  inquae  integrale  quaesItiimAstribotiini 
est,  formulae  (ß)et(y)  adhibentur,  addendo  et  repatando^  f^pMki*- 
entes  termini  narurn  fonnularum  prioris  in  progressione  alfiuiine** 
tica  esse  obtinebirous:  .    . 


*)    Vide  Grunert,  Archiv.  1,  c.  ni      •> 


»7 

(ttsnuin.  par.=:2/n) 


I  9/((SiDy))dy==^mtam/g-±ibr(2m-l)V^±^ 

(n^ouro.  iinp.=2m-f  1) 


=:««(2m+l)  j?^/i±M/«+I)V^=Ti:^^m«V^j  . 


II. 


In  Tom.  X  praec.  pag.  341.  Gel.  Di  enger  proposuit  integrale 
j.    2  1  ^*  quod  casus  tantum  est  specialis   integralis  gene- 

0 

ralioris 


o 


qood  hoc   modo  invoDiri  potest.      Termini   denominatoris  sunt   in 

1— a:*" 

progressiooe  geom^trlca»  cujus  summa  est  =  ^| §  »    quamobrem 

evadit 

0  0  o 

'       .  JL  1     iL 

i  Posito  «•■zrjf,  ideoqoe  dp=ysii,  dx^zcr-y^^^dy,  habebimu«» 

f  0  o 

Ex  cogoita  vero  formuU*) 


0 
jieqiiitnr,  ol  sit 


f^^^^^z  TtCotM,     1>«>0 


^)    VUL  es.  gr.  Moigno,  Calc  integr.  pag.  69. 

TMixn. 
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(a  +  2)«j 


■'=£!c«'s-«"^^l 


Formula  (t)  differentianda  respectu  ipsius  a  prodit 


1  _.^55  «'^^  V2n^  „,_,««  ^.  .(a+2)« 


si»'^;;  S!"'^-sr 


N 


I 

Hic  posito  x  =  y"  prodit 


0   -T^:^^''^— t^;  si„«£si„.<^« 


(*] 


Si  ponirous  a=:n — 2,  inveDimus 

00  2 


äft?^  ■*=(!*=)*. 


ubi  necesse  est,  sit  n>2,  quia  alioquin  a  evadit  =:<0.  CaL 
Schlu  milch  hanc  formulam  proposiiit  in  Tom.  XII.  praec.  pag«  208^ 
ubi  contendit  fieri  dod  posse^   quin  quantitas  fi  sit  fractio  pro|pria 

negativa.    Quod  per  (i  designat,  idem  est  atque itf    fonmh 

mea.  At  vero  ^uum  2(n— l)>a>0  esse  debeat»  ut  antea  denott- 
Stratum  est,  nihil  prorsus  impedire  Tidetur,  quominus  in  fornndi 
(A:)ex.  gr.  a=n  ponatur,  dummodo{sit  n>2.  Haec  suppositio  daM 


/'j^^.,=(j^j)-. 


Codem  modo,  quo  integrale  (t)  inventum  est,  cognoscere 
que  licet 

P^ jr«-^  dar 
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Enimvero   qaom  tennini  denomioatoris  sint  in  progresaiofie  geo« 
metriGa,  eojw§  somroa  est  =  -— n — ^5—  •  evadit 

J     l  -a:»+a?*....  +  (— l)«-*ar«(»-"*)   "7        l--(-.l>ar*«    ' 
o  ö 

8ab8titiiendo  y  pro  ^  et  fonnulis  cognitis*) 

0  0 

adhibendis,  hacproii=Dum.  par.,  lila  pro  fi=num-  imp.»  Invenitar: 

(nssnam.  par.) 

0 

n=Dum.  Imp.  J2(n-l)>a>0, 


III. 


FaelUime  ioveniuntor  integralla  (a>0) 
/  Smiydy=:  — ^ (!)•  J    Co»ttyrfy  =  — ^— 


(2) 


«okipiicata  per  e-««iI«(csquant.po8lt.)»  Integratlone  ab 
B  ad  ti=ao  ncta«  dabuot: 

r^-^duj    Sin  uy  dy  =/  <«  —  J^^^^^  ^^  * 


—au. 


e-'^uj    C08  uydy:=J    jj 

Ordhie  Integratlonam  permutato,  beneficio  formularum 


l 


^)    Vid.  Bfoigno  I.  c. 
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0 

iiiveniemas: 


7        .     ^  rfii=4  '(l  +  ^)  • (3) 


j -s=r:|!^!idu:=^rci^^^ (^j 


0 

Posito  c:=0  in  formala  (4),  habebimus  formulam  cognitam 


0 


Si  my  pro  y  in  formula  (l)  substituitur,  differ^ntiatio  respecto  m 
dabit 

/»--  ,        «  Sin ««       2  Sin«^«« 

0 

Hoc  quoque  integral!  per  e"^  du  multiplicato  et  integratione  intra 
limites  u=:0,  ti=oo  instituta»  prodit: 


a 

I   e^^du  j     yCosmuydi/ 


•c— «"Sio^crim 


=  m«y    5 ''«-m^y    -5-^ 

O  Ott* 


-lli«. 


Ordine  integrationam  permatando  et  formula  (4)  recordanda  ob- 
tinebimus 

o  iiT— rftt=jArctgJ-^/(l+y (5) 

Posito  a=:2,  c=0,  form.  (5)  dabit,  qaia  jlCl+^^^Optocsdü, 


*)    Hoc  integrale  Cel.  Arndt  aliunde  procedens  inrenit  in  Tom.  XL 
praec.  pag.  T7. 


•      •     • 
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0 


quod  integrale  etlam  boc  mo^o  probari  potest     Per  partes  ipte- 
grando  reperiemiui 

/Sin«tt      _      Sip«tt      PS\n2uj^ 

quod    Intra    limites   0    et  ao    sumtuin    formalani  (6)   suppeditat 
Emmvero    qaiim    Sioti  pro  ii=<30    indeterminatus  evadat»  limites 

tarnen  -|-1  et  —1  sapergredi  neqaeat»  fiat =0  pro  u^cc, 

necesse  est 


IV. 


De  integrali 

0 

Posito  dPssT-tgip  accipimus 


Cognitom  vero  est 


/*r.    •/.  1.    j        ^-3 (2n— 3)  n 


O  N 

«t  per  partes  integrando  invenimus 


/Cos*(*-*)  ^/  tg  ^  rft^ 


^2|ün-)  «Co»*-  * + äS^  •  <^'"--'^ + • 


.  3.5....(2n— 5)(2w— 3)  „      ,  „ 
.  1.3.6 ...  (2n— 5)  (2n-3)     , 


^ 
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3.5...(2n-5)(2n-3)i 
••r-  +  2»-«.1.2.3...(n-2)i 

« 

1.3.5...(2n~5)C2n--3;    Pjijßd^ 
2»-M.2.3....(»-'l)    J  Sin-^Cost»;  * 

Quum  hoc  integrale  intra  limites  sumitur,  prima    pars    dextri 
membri  evanescit,  quoniamSintf;/tg'if;=:Opro'if;=0,  et  Co8^H-^^/tg^=0 

pro  tf;=:^:  terniinus  secuodus  et  quartus  simul  sumti   aeqoales 
isynt 


„TZ  71 


I  */tgi^c/T(;  =  /  ^ISmfd'^—l  */Cosif>dtp=0, 


0  0  o 

quamobrem  existit 


n 


Cos*(»-^)if;/tgif;c/i/; 

0 

_         1           «     (1.3...(2n— S)     2«— 3     1.3...(2n— 7) 
^■"2(^=T)'2»-»  ll.2...(n— 2)+  n— 2  *  1.2.3...(n-^)  + 

.  3 A...  (2»-~S)  (9»— 3)/ 
•••+      1.2.3...'.(«— 2)    t 

_      1.3.5...(2n-3)    «  i     1       . 1_         .l.il 

1.2. 3..  («—!)■  2»  <2n-3  '*'  2»-5"*'  "■»"S  "•"*! 

=  -^^,^-^{C+2Z'(2.n-l)-Z'(«-l)J,  (C=0.W72..) 


•i  ninctio  F  et  Z'(a)=^/P(a)  introdacuntar. 
Quam  vero  sit 


2Z'(2«)-Z'(a)=^„/^=  ^'Sä!^=^'G4)+*«. 


reperitur 


y^  Co8ai»-i)i|;/tgi/;rft  = ^^-*^l^+  Z'(»-\)+^. 


j 
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lade  deniqne 


Quaestiones  ad  tirones    exercendos. 

1.  loveoire  cooditiooes  necestaria»,  ut  Dom.  ioteger 

10««a+ 10»-»6  +  lO"-«c  + +  10>A4-10/-Htii . 

iimibUia  sit  per  3,  0,  11.  (Applicatio  Tbeor.  binom.) 

2.  Geometricam  invenire  locum^  intersectionam  lioearum, 
qaae  per  duos  angolos  trianguli  rectilinei  ductae  latera  opposita 
sab  eodem  angulo  aut  io  eandem  rationeni  secent. 

3.  Invenire  triaogulum  aequicrarum  niaximum,  quod  in  seg- 
mento  circalari  dato  &acribi  possit»  |ita  at  Vertex  unius  anguii 
in  eo  paocto  jaceat>  obi  chorda  Id  duas  partes  aequalea  dWisa  est. 

4.  DemoDStrare  formulam  integralem 


II 


Heller    die    Durchschnitts  -  Curven 
zweier  Flächen  des  zweiten  Orades  mit 

mehrfachen  Punkten* 

Von  dem 

Herrn  Doctor  Beer, 

Priratdocenten  an  der  Unircrsltät  za  Bonn. 


Unter  den  Durchschnitts-Curven  zweier  Flächea  des  zvrelten 
Grades^  die  ihrer  ManDigfaltigkeit  wegen  eben  so  schwer  einen 
Ceberblick  gestatten^  als  sie  sich  in  Folge  ihrer  doppelten  Krfim- 
mung  einer  klaren  Vorstellung  entziehen»  bieten  diejenigen  noch 
die  meisten  Anhaltspunkte  dar,  weiche  mit  der  einfachsten  Singa- 
larität»  dem  Doppelpunkte ,  Tersehen  sind.  Für  sie  nämlich  tritt 
eine  naturliche»  d.  n.  eine  durch  die  Natur  der  Cnrve  selbst  gege- 
bene» Projections  -  Ebene  und  ein  ebenfalls  natürlicher  Mittelpunkt 
der  Perspective  entgegen»  wir  meinen  bezuglich  die  durch  die  Tan« 
genten  des  Doppelpunktes  bestimmte  Ebene  und  den  letstereo 
selbst;  dazu  kommt»  dass  sich  för  die  Beziehungen-  zwischen  der 
Projection  der  Curve  auf  die  eben  erwähnte  Ebene  und  den  sich 
schneidenden  Flächen  ein  (fasslicher  Ausdruck  findet»  der  oben« 
drein  die  Classification  dieser  Curven  unmittelbar  liefert« 

1.  Zwei  Fläche  des  zweiten  Grades  und  eine  Ebene  haben  im 
Allgemeinen  und  also*  höchstens  Tier  Punkte  gemein»  den  Kall 
ausgeschlossen»  wo  die  Flächen  sich  in  ebenen  Curvop»  in  Km^I- 
schnitten,  schneiden  und  somit  unendlich  viele  Punkte  gleichzeitig 
auf  den  drei  Oertern  liegen  können.  Eine  Folge  dieses  Factums 
ist»  dass  die  Durchschnitts -Curve  zweier  Flächen  des  «weiten 
Grades  höchstens  zwei  Doppelpunkte»  keinen  dreifachen  Pankt 
und  unter  den  mehrfachen  Punlcten  höchstens  einen  vierfadien 
Punkt  aufweist.     Legt   man    dureh   zwei    hiernach   als   mOglich 
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denkbare  Doppetpuiikte  und  eineii  dritten  Punkt  einer  solchen 
Canre  eine  Eoeoe^  80  müssen  alle  Punkte,  in  welchen  diese  die 
eine  Fläche  schneidet»  auch  auf  der  zweiten  Fläche  liegen.  Die 
beiden  Flächen  schneiden  sich  folglich  in  einer  ersten,  mithin 
auch  ii|  einer  «weiten  ebenen  Curve.  Besitzt  also  die  Durch* 
schnitte -Curve  zweier  Flächen  des  zweiten  Grades  zwei  Doppel- 
punkte, so  besteht  sie  aus  zwei  Kegelschnitten,  die  sich  in  den 
beiden  Doppelpunkten  schneiden  oder  die  zusammenfallen  und  die 
DoppelpanKte  aufnehmen.*) 


*)  Zo  dietem  Reiultate  gelaogt  man  auf  dem  Wege  der  Rech- 
nong  darch  folgende«  Verfahren,  wobei  nnr  der  allgemeine  Fall  Tor  Au- 
^n  gehalten  wird.  £•  eeien  /*  nnd  P^  die  beiden  Doppelpunlcte;  io 
ihnen  lallen  alsdann  die  Tangential-Ebenen  der  beiden  fich  tchneldeoden 
Flächen  soeammen  (9).  Diese  Tanf^ential- Ebenen  nehme  man  zu  Ebe- 
■en  der  X%,  und  y%,  ihre  DiirchschnitUlinie  also  snr  %  *  Aze,  und  man 
lege  die  X  •  Axe  und  %  -  Axe  reip.  durch  P  und  P^*  In  Bezug  auf 
diese«  Coordlnalen- System  seien  die  Gleichungen  der  beiden  Flachem 

/!=  «T* + *|f  *  +  C»'-H^ + ^i?« +/>» +^a?  +  Äy  +  Ar«  + 1  =0 

■nd 

Da  nun  die  J?-Axe  sowohl,  als  auch  die  ^-Axe  die  eine  wie  die  andere 
Fläche  bwdhrt,  so  isti 

^—40=0,  ^'•— 4a'=0;  Ä«— 4^=0,  A'«-4Ä'=0; 


Die  Coordinaten  des  Ponlctes  P  sind  alsdann  s=aO,  ^=0,  x=z -^  ,    die 

1  \ 

des  Punktes  P*  s=0,  a?=0,  ^= — t^t.    Und  weil  die  Ebene  xz  beide 

Flächen  in  P  berührt,  so  ist  für  die  Coordinaten  dieses  Punktes 

^/'-o    ^-0    ^-0    ^-0 

iswie  aadererseits,  da  auch  die  Ebene  p%  gemeinschaftliche  Tanffential- 
Ebene  beider  Flächen  ist,  die  Coordinaten  des  Puulctes  P'  den  folgenden 
GlelchoBgen  Genüge  than  müssen: 

"1-0     ^-0    ^-0    ^=0 

^-"'  S-"'  die-"'  ^="* 

Aiiwer  den  bereit«  gefondenen  erhalten  wir  liicmach  nocli  folj^ende  Be- 
diqjpingeiit 

-:i7«^'*="'  -Ä'+*'=''  -f*+*=«'  -:^+*'=«' 

•0  dass  die  Gleichungen  der  beiden  Flächen,  wenn  nur  die  notliigeu  Con- 
ttinten  beibehalten  werden,  in  folgende  übergehen: 

^.Ap'«-f  1=0. 
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Denken  wir  ans,  waa  dem  Obigen  gem£ss  noch  gestattet  ist, 
die  Durchschnitts  -  Curve  zweier  Flächen  des  zweiten  Gmdes  mit 
einem  dreifachen  Punkte  versehen,  so  schneiden  sich  in  diesem 
drei  verschiedene  Aesfe.  Wenn  daher  durch  den  singuiS- 
ren  Punkt  eine  £bene  gelegt  wird,  welche  zwei  dieser 
Aeste  schneidet,  so  muss  sie  die  letzteren  ganz  enthalten« 
da  sonst  einer  Ebene  und  zwei  Flächen  des  zweiten  Grades  ffinf 
und  nicht  mehr  Punkte  geraein  wären.  Die  beiden  Flächen 
schneiden  sich  hiernach  in  einer  ebenen  Curve^^  mithin  auch  in  ei- 
ner zweiten  ebenen  Curve,  die  aus  dem  dritten  Curvenzweige  und 
einer  vierten  Geraden  bestehen  muss.  Diese  Gerade  liegt,  da 
die  soeben  angestellte  Betrachtung  auf  je  zwei  der  drei  Aeste 
übertragen  werden  kann,  mit  einem  jeden  der  letzteren  in  dersel- 
ben Ebene,  d.  h.  sie  geht  durch  den  singulären  Punkt.  Die  Durdi- 
schnitts- Curve  zweier  Flächen  des  zweiten  Grades  kann  nie  ei- 
nen dreifachen  Punkt  besitzen;  wefst  sie  einen  vierfachen  Punkt 
auf,  so  besteht  sie  aus  vier  geraden  Linien,  die  sich  in  demselben 
Punkte  schneiden.  Von  diesen  Geraden  kann  ein  Paar  oder  beide 
Paare  imaginär  werden.  Wir  unterscheiden  dem  Obigen  gemäss 
folgende  Arten  der  Durchschnitts  -  Curven  zweier  Flächen  des 
zweiten  Grades: 

1)  Die  Curve  besitzt  keinen  mehrfachen  Punkt. 

2)  Sie  weist  einen  einzigen  Doppelpunkt  oder  einen  einzigen 
vierfachen  Punkt  auf. 

3)  Sie  hat  zwei  Doppelpunkte  und  besteht  alsdann  aus  zwei 
reellen  oder  imaginären  Kegelschnitten,  die  sich  in  den  Ekippel- 
punkten  schneiden 


Für  die  Gleichung  einer  Fläche  des  zweiten  Grades,  die  den  Durch- 
schnitt  von  f  und  /*  aufnimmt,  ergibt  sich  hieraus : 

f\xr  s  {ßx^ + by'^ + 2  Vfl.x + 2  v*.y + 1 ) 

Vergleichen  wir  die  linke ^Seite  dieser  Gleichung  mit  dem  Ausdrucke 

=(/wr«+di(«+2  v/y.^+2  v*.y+i  )+2  v«*.«y 

+  aa'a;*+(a+aO  V««^2+(«+aO  V^^«+(«+«^» 

so  leuchtet  ein,  dass  jene  auf  die  Form  von  9  gebracht  weidet  wewi 
man  X,  a  und  a'  so  wählt,  duss  sei: 

ar=0  Stellt  aber  alsdann  zwei  Ebenen  dar,  deren  Durchschnitt  die  Poskte 
P  und  P"  enthalt,  woraus  wir  entnehmen,  dass  sich  die  PlAdkee/  wmä 
f*  In  xwei  ebenen  Curven  schneiden. 
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4)  Jeder  Pookt  der  DurcbscbnItU-Curve  ist  ein  Doppelpunkt, 
und  die  Flächen  schneiden  sich  in  zusammenfallenden  ebenen 
Conren»  d.  b.  sie  berühren  sich  in  einem  Kegelschnitte. 

Bei  den  im  Folgenden  mitgetheilten  Entwicklungen  haben  wir 
ans  den  im  EUng^nge  vorgeführten  Gründen  unser  Augenmerk 
Dor  auf  den  zweiten  Fall  gerichtet  >  dessen  analytische  Auffas- 
sang die  Fälle  3)  und  4)  involvirt. 

2.  In  dem  Punkte  P,  der  den  beiden  Flächen  funif  rom  zwei- 
ten Grade  gemein  ist,  seien  an  diese  Tangential-Ebenen  e  und  e' 
rJegt  Der  Durchschnitt  von  e  und  e'  berührt  den  der  Flächen 
and  /*,  so  dass  die  Tangente  dieser  Curve  in  dem  Punkte  P, 
desseii.  Coordioaten  s»  y,  x  seien,  durch  folgende  Gleichungen 
dargeetellt  wird: 

Der  Punkt  P  tritt  nun  erstlich  als  singulärer  auf,  sobald  die 
DnrchschnIttsUnle  von  e  und  e'  dadurch  unbestimmt  wird,  dass  die 
beiden  Berfihmngs-Ebeoen  e  und  ef  zusammenfallen,  also  für  die 
FÜelien  in  P  ein  Contact  eintritt.  Der  analytische '^  Ausdruck 
für  diese  Bedingung  ist  das  Bestehen  folgender  zwei  Gleichungen : 

df      d^  df      dt 

jt^dx^^dx  d^      d^ 

df^'^dl*  dl^dfj 

dz      dl  dl       dX 

Wird  diesen  Gleichungen  von  den  Werthen  der  Coordinaten 
des  Punktes  P  Genüge  geleistet,  so  lässt  sich  zur  Bestimmung 
der  Geraden,  welche  die  Curve  in  dem  singulären  Punkte  P  be- 
rühren« folgender  Weg  einschlagen. 

Es  srien  t  und  t*  bezüglich  die  Ordlnaten  von  f  und  /*,  und 
aus  den  Gleichungen  /"sOund  fz=:XS  ergebe  sich  z=:zx,y,  z'^z^x^. 
Für  einen  der  Projection  (art,  yi)  von  P zunächst  gelegenen  Punkt 
Öri-fdd?,  yi+^1  drückt  sieb  alsdann  die  Differenz  A  der  z- 
Ordinaten  oeider  Flächen  so  aus: 

.       ^  .  fdt      dz'\^    .  (dz      dz'\. 

.(dH      Ä'\(te«     /jl%       dH*  \dxdfi 
■*■  Vä^""  d^)  2!  ^\dxdy'^I^}i)'W 

.fdH      d^'\dif* 


f 


d^x'  \docdy 
2! 
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Es  reducirt  sich  dieser  Ausdruck»  da  P  beiden  Flächen  gemein- 
sam ist,  und  in  Folge  der  Gleichungen  A. 

dl dz*        -  d.z  _  dl* 

dx"^  dx  dy"^  dy 

ist,  auf: 

/rf^z      a^z'^dx'^         (  d^z   _    d^i'  \i 
^'^Kdx^^dxy  2!   ^^\dxdy      dxdyj 

Sollen  nun  Xx\dx  VLnA,  y^-k-dy  einem  Punkte  entsprechen,  der 
auf  f  und  f  befindlich  und  dem  Punkte  P  nächst  anliegend  is^ 
so  muss  sein: 

Hiernach  gibt  es  zwei  durch  -np  =:m  bestimmte  Richtnngen,  nach 

welchen  dem  Punkte  P  ein  Punkt  der  Durchschnitts-Gnrve  nächst 
anliegt.  Zwei  nach  eben  diesen  Richtungen  durch.  P  gelegte 
Gerade  berühren  die  Curve.  Diese  Tangenten  liegen  in  &n  zu- 
sammenfallenden Tangential -Ebenen  e  und  e*  und  die  Gleichung 
ihrer  Projection  auf  die  Ebene  xy  ist: 

BerOhren  sich  also  zwei  Flächen  des  zweiten  Grades  in  einem 
Punkte,  so  ist  dieser  ein  Doppelpunkt  der  Durchschnitts  Curve.  Wenn 

die  beiden  aus  Bf)  sich  ergebenden  Werthe  von  ^  reell  sind,  so 

ist  der  singulare  Punkt   ein   eigentlicher  Doppelpunkt,  d.  L  der 

DurchschniU   zweier  reeller   Zweige,   und    wenn   ausserdem   Ae 

d'ki 
Werthe  von  --^  einander  gleich  sind,  so  ist  P  eine  Spitze  oder 

es  berühren  sich  in  ihm  zwei  reelle  oder  imaginäre  Curven*Aeste. 
Liefert  aber  andererseits  die  Gleichung  B')  für  ^     imaginäre 

Werthe,  so  tritt  der  singulare  Punkt  als  eigentlicher  Einsiedler» 
d.  I.  als  der  Durchschnitt  zweier  imaginärer  Curven*  Zweige  enf. 

Um  in  der  Gleichung  Bf)  die  Functionen  f  und  f  in  Evideiui 
zu  bringen,  differentiire  man  die  Gleichungen  /==0,  f^Ü  der  bei- 
den Flächen  zweimal  nach  or,  zweimal  nach  y  und  einmal  nach  jt 
und  y     Man  erhält  alsdann,  nachdem 

dz     dl'    dz        ,  dxf^ 
dx*  dx**  dy  dy 
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Bit  Hflife 
diminirt  werden 
mang  ron 


der   ersten  partialeu  DiSerentialien  jener  Gleichungen 
erden»  sechs  Gleichungen  des  ersten  Grades  zur  Bestim- 


Ä       cPx       it*i      d^z'    iPz'        -    iPx* 

und 


sodass  alsdann  an  die  Stelle  dieser  Ausdrücke  in   die  Gleichung 
R)  Ausdrflcke  in  Differeuf  iulien  von  f  und  f  gesetzt  werden  kOnnen. 

Lassen  wir,  was  der  Allgemeinheit  der  Betrachtungen  keinen 
Abbruch  thut ,  die  z  -  Axe  mit  der  gemeinsaiaen  Normalen  der  bei- 
den Flächen  zusammenfallen,  so  nehmen  die  Gleichungen  der 
letiteren  diese  Gestalt  an: 


=im:*  +  by^  +  ci^-{-dxy'{-exZ'{'fyi  +  ^z=0, 

f^afx'^^ b'y^  V  cfz^  +  d'xy  +  e'xz  +  fyz^g'z^Q. 

Da,  wie  wir  unterstellt  haben ,  weder  f  noch  f  in  dem  Doppel- 
Punkte  Pf  dem  jetzigen  Anfangspunkte  der  Goordinaten,  mit  einer 
SJDguiaritfit  behaftet  ist,  so  ist  es  gestattet  für  g  und  g*  die  Ein- 
heit zn  setzen,  und  dadurch  erhalten  wir  nach  Ausführung  der  so- 
eben erwtiinten  Substitution  zur  Bestimmung  der  Tangenten  der 
Dordwebnitts-Curve  in  P  folgende  Gleichung: 

y^-' dx*)^\d.xd!i     dxdyjdx  +  Uy«     dyy\dx)  -"' 

oder: 

'      aar  dxdy      dx  dy^     \dxj 

Die  Gleichung  f^^f-^Q  gehört,  da  sie  nur  Glieder  der  zweiten 
Dimension  entbSit,  einer  allgemeinen  Kegelfläche  des  zweiten  Gra- 
des an,  auf  deren  Singularität  (der  Spitze  oder  der  Kante)  der 
Anfangs-Punkt  der  Coordinaten,  oder  der  singulare  Punkt  der 
Gurre  gelegen  ist  und  die  den  Durchschnitt  von  /  und  f  aufnimmt. 
Die  Richtungen  der  beiden  Geraden ,  in  denen  diese  Kegelfläche 
von  der  Eliene  xy  geschnitten  wird,  bestimmen  sich  durch  eine 
mit  E^  identische  Gleichung,  woraus  wir  schliessen,  dass  jene 
Geraden  die  Durchschnitts-Curve  von  f  und  f  berühren.  Schnei- 
den sich  also  zwei  Flächen  des  zweiten  Grades  in  einer  Curve 
mit  einem  Doppelpunkte,  der  duich  das  Zusammenfallen  der  Tan- 
geotial-Ebenen  beider  Flächen  entstanden  ist,  so  liegt  die  Durch- 
schnitts-Curve auf  einer  Kegelfläche  des  zweiten  Grades,  deren 
Singularität  durch  den  Doppelpunkt  ^eht,  und  die  gemeinschaft- 
liehe  Berfihrutigs- Ebene  scnneidet  diesen  Kegel  in  den  Tangen- 
ten des  singulären  Punktes  der  Durschnitfs-Curve.  Eine  Perspec- 
tive, deren  Mittelpunkt  in  der  Singularitnt  einer  Curve  der  er- 
wähnten Art  liegt,  liefert  mitbin  als  Ansicht  der  letzteren  einen 
Kegelschnitt« 
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3.  Wenn  die  Coefficienten  einer  der  beiden  Gleichangev 
ß  =  0,  ß'=0  (S.  Anfang  der  vorigen  Nummer)  z.  B.  der  ersteren, 
verschwinden,  so  wird  die  entsprechende  Ebene  ^  also  e,  und  als- 
dann auch  der  Durchschnitt  von  e  und  e'  unbestimmt;  die  Durch- 
schnitts -  Curve  weist  in  P  eine  Singularität  auf,  die  sie  dem  Um- 
stände verdankt,  dass  eine  der  Flächen,  nämlich  A  in  demselben 
Punkte  eine  Singularität  besitzt,  oder,  was  dasselbe  besagt,  dass 
/  eine  Kegelfläche  ist,  deren  Singularität  durch  P  geht.  Obgleich 
nun  hiernach  die  hierher  gehurigen  Curven  sich  von  den  sub«  2« 
betrachteten  in  Nichts  unterscheiden"^),  so  wollen  wir  dennoch 
den  Weg  zeigen,  auf  dem  sich  hier  die  Natur  der  Singularität 
unmittelbar  finden  lässt.  Es  sei  f  die  konische,  f  die  anders 
Fläche.    Eine  erste  partiale  Differentiation  liefert: 

d£dfdz_^      df     d£   dz 
dx     dz'  dx       '     dy  "*  dz  * d.y       ' 

dx'^  dif  '  dx—^'     dy  "*"  dJ  '  dy  " ^' 

dz*  dz' 

woraus  sich  für  -y—  und  ^  bestimmte  Werthe  ergeben ,  während 

die   von   t-   und  -^  unter  der  unbestimmten  Form  -jj    auftreten, 

(indem  wir  immer  ein  orthogonales  Coordinaten- System  unterstel- 
len, dessen  Anfangspunkt  in  den  singulären  Punkt  P»  und  dessen 
z-Axe  mit  der  Normalen  von  f  xu  P  zusammenföllt.)  ' 

Sucht  man  nun  den  wahren  Werth  von  t-  z»  B.,  so  findet 
man: 

dz   _      dx'^  "*"  dxdy  '  dx  "*"  dxdz  'dx  ^  dy  '  dx\ 

dx^^  _dV_,J^f_    dt       dY  )dz^      dz    ^} 
dxdz   *  dydz  '  dy  "*"  dz^  fdx      dy '  dx] 

dz 
Ein   ähnlicher    Ausdruck  ergibt   sich  fiir  -^  •      Wir    setsen    siir 

Abkürzung   -j — \r  -r  •  y  ^  F;  alsdann  wird  : 

dzX+l.V       dz  _  F+m.  V 
dx~Z  -\^p.V'    dy~Z+p,V' 

Die  Ausdrücke  X,  F,  Z  und  V  sind  in  Bezug  auf  Ä  vom  ersfeo 

Grade,  l,  m,  p  vom  nullten,  d.  i.  constant.  Durch  Verblndang 
der  beiden  letzten  Gleichungen  erhalten  wir  die  neue: 

*)  Dies  leuchtet  au«.h  daraus  ein,  dass  f-{-XP=zO  die  Gleichaor  ei- 
ner Fläche  des  zweiten  Grades  ist,  die  ohne  Kegelfläche  «n  sein,  dardi 
den  Durchschnitt  Ton  f  und  f  geht ,  und  die  Fläche  P  in  F  berdhrt; 
gerade  der  in  2.  betrachtete  Fall. 


woraus: 


' 


dx      dy   dx  Z  +  pV  ' 

Bezeichnen  wir  dem  Früheren  analog  •^-  +  ->-  •  ^    mit     V\    so 

mass    ffir  die  durch  --f-  be8timmte  Richtung,  nach  welcher  man 

TOD  dem  singuläreu  Punkte  P  aus  fortschreiten  rouss»  um  zu  dem 
ihm  nächst  anliegenden  Punkte  der  Durchschnitts-Curve  zu  gelan« 
gen,  F=  V  sein.  Zur  Bestimmung  der  Tangenten  der  Curve  er- 
halten wir  sonach  die  Gleichung 

Diese  Gleichung  ist,  wie  zu  erwarten  war,  in  Bezug  auf  ^ 
quadratisch ;  P  ist  folglich  wiederum  ein  Doppelpunkt. 

Lassen  wir  die  Ebene  xif  die  Fläche  f  in  P  berühren  und 

legen    wir  durch  P  die  f -Aze,  so  verschwinden  ^  und  np,und 

demzufolge  auch  V.  Unsere  letzte  Gleichung  geht  alsdann  in  die 
folgende  über: 

Diese  Gleichung  entspricht«  wie  leicht  einzusehen,  vollständig  der 
Gleichung  B")  m  2.;  wie  dort  f—f',  so  bezeichnet  hier  f  die  ho* 
mogene  Function  des  zweiten  Graues  mit  drei  Veränderlichen. 

4.  Wenn,  was  den  dritten  möglichen  Fall  ausmacht,  die  Coef- 
ficienten  in  e  =  Ound  6'=0sämmtlich  verschwinden,  so  sind  beide 
Flächen  konisch,  und  ihre  Singularitäten  gehen  durch  den  Punkt 
P.  Dehnen  wir  hier  das  In  der  vorigen  Plummer  für  /  beobach- 
tete Verfahren  auch  auf/*  aus,  so  gelangen  wir  zur  Bestimmung 
der  Tangenten  des  singulären  Punktes  der  Durchschnitts-Curve  zu 
folgenden  zwei.  Gleichungen : 

pr^+  nz'-i'-m'^i-X'-r'^=o. 
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Ausserdem  hat  man  F=:  P,  so  dass  sich  V  and  V  eliminiren  las" 
sen  und  dadurch  eine  Gleichung  resultirt«  cüe  in  Bezug  auf  ^ 

vom  vierten  Gerade  ist.  Der  singulare  Punkt  ist  hiemach  ein 
vierfacher,  und  die  Durchschnitts -Curve  besteht  aus  vier  Geraden» 
die  sich  in  demselben  Punkte  begegnen,  ein  Resultat,  welche» 
leicht  a  priori  hätte  gewonnen  werden  können.  Von  jenen  Ge- 
raden können  je  zwei  zusammenfallen»  sowie  ein  oder  beide 
Paare  imaginär  werden. 

5.  In  dem  Vorhergehenden  haben  wir  dargethan^  dasd  eB 
fSr  die  Durchschnitts-Curven  zweier  Flächen  des  zweiten  Grades 
mit  einem  mehrfachen  Punkte  immer  eine  konische  Projection 
des  zweiten  Grades  gebe,  oder,  was  dasselbe  besagt,  dass  sich 
jene  Curven  als  Kegelschnitte  konisch  projiciren  lassen.  Die  Sin« 
gularität  des  projicirenden  Kegels  geht  durch  den  siugulären  Punkt« 
beben  wir  uns  andererseits  nach  einer  einfachen  cylindrischen 
Projectionsart  um,  so  bietet  sich  uns  am  ehesten  diejenige  dar, 
deren  Axe  in  dem  allgemeinen  Falle  mit  der  Normale  det  Curve 
im  siogulären  Punkte  zusammenfällt,  und  deren  Projections-Ebene 
die  beiden  Tangenten  des  singulären  Punktes  enthält.  Ausser 
dem  letzteren  liegt  alsdann  kein  Punkt  der  Curve  in  jener  Ebene. 
Nehmen  wir  wiederum  diese  zur  Ebene  x^,  die  Normale  zur 
z-Axe,  so  ist  die  allgemeinste  Form  der  Gleichungen  beider  sich 
schneidenden  Flächen  die  folgende: 

F^ax^  +  by^  +  ci^  +  dxy  +  exz  +  fyz  +  gz 
=  (ax^+byHdxy)  +  cz^  +  (ex+fy+ff)z^f2  +  C2«+/i=0 

und 

F'=(a'x^+bY+d'xy)  +  c'z^+(e'x+f'y+Sl')i^f2+c'z'^+fi=^0. 

In  dem  allgemeinsten  Falle,  wo  weder  F  noch  F*  dadurch,  das» 
^  oder  y  verschwindet,  sich  auf  eine  Kegelfläche  zurücksieht» 
erhält  man  durch  Verbindung  der  beiden  Gleichungen  für  die 
Projection  der  Durchschnitts-Carve  auf  die  Ebene  xy  folgende 
neue: 

O=(f^c'^f^'c)+(fc'^fc)z=fp2+q>z=0 

und 

K={f^^^f^'g)  +  (C5r'~c'^):^+  (/i^'-/'^)2  =  ^,-^  «2« +fe=0. 

Wir  können  nun  die  fragliche  Curve  als  den  Durehsclmitt  der 
beiden  Flächen  0  und  JT  betrachten.  An  die  Stelle  von  <D  trit^ 
wenn  c  oder  c*  .verschwindet,  bezüglich  jF  oder  F*,  und  wenn 
beide  Constanten  verschwinden,  irgend  eine  dieser  Flächen. 

Wenn  im  Besonderen  g  oder  g\  z.  B.  das  letztere,  der  Nnll 
gleich  wird,  so  fuhren  wir  die  Fläche  K  nicht  ein,  sondern  be- 
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trachten  die  Cnrre  ab  Darchachnitt  der  Fliehen  O  ond  P.  Ver* 
•chwindet  aber  auaaer  ^  auch  noch  &,  ao  Rihreo  wir  gar  keine 
oene  Fläche  ein. 

Verschwinden  endlich  g  ond  g'  zumal,  ao  ftihren  wir  nur  in 
dem  Falle  die  Fläche  O  ein ,  wenn  weder  c  noch  c*  Tcrschwindet» 
und  betrachten  dann  die  Curve  als  den  Durchschnitt  von  O  und 
ein#r  der  beiden  Flächen  F  und  F, 

Wenn  wir  auf  die  angegebene  Weise  verfahren»  so  kOnnen 
wir  die  fraglichen  Curven  hinstellen  als  den  Durchschnitt  zweier 
Flächen  O  and  K,  deren  Gleichungen  die  folgenden  sind: 

wo  q>^  und  i^  homogene  Functionen  des  zweiten  Grades»  k  und 
^  aber  allgemeine  Functionen  des  ersten  Grades  bedeuten.  Als 
allgemeinater  Fall  ist  alsdann  derjenige  zu  betrachten»  wo  U  ho- 
mogen ist,  während  derjenige  ausser  Acht  gelassen  werden  kann» 
%vo  Jk  sowohl  als  auch  9  Constanten  enthalten.  Als  besonderer 
Fall  scheidet  sich  hiernach  derjenige  endlich  noch  ab ,  in  welchem 
k  jeioe  Constante  enthält»   9  aber  homogen  ist. 

6.  Indem  wir  zunächst  den  allgemeinen  Fall  unserer  Betrach- 
tung unterziehen»  nehmen  wir  an»  dass  k  homogen  sei.  Wir  zer* 
legen  «^  in  die  F&ctoren  p  und  g  vom  ersten  Grade .  sowie  k^ 
in  die  Factoren  r  und  i»  und  setzen,  um  eine  homogene  Bezeichnung 
zn  erhalten»  ^^f  und  k^u;  die  Gleichungen  1.  und  II.  schrei- 
hen  sich  alsdann  wie  folgt: 

I.  0Spq+ü:=O,     II.   K=rs+ta:^+U2=z0. 

Die  Gleichung  1.  stellt  eine  nicht  geschlossene  Fläche  des  zwei 
ten  Grades  dar»  welche  von  der  Ebene  a^  im  Anfangspunkte  der 
Coordinaten  berührt»  und  gleichzeitig  in  den  beiden  Geraden 
0==:O»  9=0  geschnitten  wird.  Die  z-Axe  ist  eine  Asymptoten- 
KichtuDg  dieser  Fläche»  da  diese  von  jeder  mit  jener  Axe  paral- 
lelen Geraden  nur  in  einem  einzigen  in  endlicher  Entfernung  ge« 
legeoen  Punkte  geschnitten  wird.  Es  wird  diese  Fläche  von  zw*ei 
durch  die  x-Axe  und  die  Geraden  p  und  q  gelegten  Ebenen  in  zwei 
mit  der  z-Aze  parallelen  Geraden  geschnitten,  die  in  der  Ebene  t=:0 
liegen.  Die  Gleichung  II.  gebort  einer  Kegelfläche  an»  deren  Sin- 
gularität durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  geht,  und  die 
von  der  Ebene  xy  in  der  Geraden  r  und  s  geschnitten  wird.  Zwei 
Ebenen»  welche  die  z-Axe  und  die  Geraden  r  und  s  aufnehmen» 
schneiden  jene  Kegelfläche  in  einem  Paar  anderer  Geraden  r'und 
s',  die  in  einer  Ebene  liegen ,  deren  Gleichung  &z-|-«  =  Oist.  Diese 
schneidet  die  Ebene  o^  in  der  Geraden  n.  Die  Nutur  der  Fläche 
<]^  liefert  uns  die  Unteracneidung  von  drei  Fiillen :  es  können  nämlich  p 
und  9  beide  reell  und  unffleieh  oder  reell  und  gleich  oder  endlich  beide 
imagiuir  sein.  Wir  wollen  diese  Fälle  einzem  untersuchen.  Es  seien 
nun  erstlich  »  und  q  reell  und  ungleich.  Die  Fl.lche  O  gchßrt 
alsdann  im  Allgemeinen  einem  hyperbolischen  Hyperboloide  an 
und  gebt  imBesohderen  in  ein  hyperbolisches  Paraboloid  oder  in 
einen  Kegel  über.  Das  Product  rs  lässt  sich  immer  auf  die  Form 
ßp^  +  yg^+ipg  bringen»  so  dass  sich  also  Rir  die  Gleichung  der 

ThelJ  XVI.  » 
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Projection  der  Durchschnitts-Curve  auf  die  Ebene  jrjf  die  folgende 
ergibt : 


C.     ap^q^  +  /?/>«<« + yq^  +  pqHj^i-  m) = 0 , 


wo: 


tt^x^r  +  jrp    und  ^=»'5' +  «'/'+ V»  . 

so  dass  sich  (ur  C  auch  schreiben  lässt: 

up^q^-^^ßpH'^  +  yq^^-\^pqt  {8t—%q—np)  =0. 

Diese  Gleichung  hat  die  allgemeine  Form  derienigeo  einer  Curve 
des  vierten  Grades  mit  drei  Doppelpunkten.  Diese  liegen  in  den 
Durchschnitten  der  drei  Geraden  p,  q  und  t\  denn  für  ^=0  z.B. 
wird  die  Gleichung  durch  ^^=0  und  ^^  =  0  befriedigt»  so  dass 
also  i  in  seinem  £>urchschnitte  mit  p  und  mit  q  je  zwei  Punkte 
mit  derCurvß  gemein  hat,  ohne  sie  jedoch  zu  ben'ihren»  da  auch 
p  und  q  in  denselben  Punkten  die  Curve  zweimal  schneiden.  Es 
verrücken  diese  Donpelpunkte  der  Projection  ihre  Lage  nicht«  so 
lange  <D  dieselbe  Fläche  bleibt  und  wie  auch  die  Kegelfläche  K 
der  Gestalt  und  Lage  nach  sich  ändern  möge.  —  Wir  wollen 
sehen,  wie  die  Lage  der  Doppelpunkte  von  der  Natur  der  Fläch« 
O  und  ihrer  Lage  abhängig  sind.  Wenn  i  die  allgemeine  Function 
des  ersten  Grades  darstellt  und  sowohl  p  als  auch  q  enthält,  zo 
ist  <S>  ein  hyperbolisches  Hyperboloid.  Alsdann  besitzt  die  Pro- 
jection ausser  dem  Punkte  {p,  q)  noch  zwei  in  endlicher  Entfer- 
nung gelegene  Doppelpunkte.  Verschwindet  in  t  der  Coeflicient 
einer  der  beiden  Variaueln,  so  dass  aUo  die  Gerade  t  einer  der 
Geraden  p  und  q^  parallel  läuft,  so  geht  O  in  ein  hyperbolisches 
Paraboloid  über,  und  die  Curve  behält  ausser  dem  Punkt  {p$  4) 
nur   mehr  einen   in  endlicjier  Entfernung  gelegenen  Doppelpnnkt. 

Tcher  {py  t)  sei,   in  daz 


Dadurch  dass  der  dritte  Doppelpunkt,  we  ^  ,    ,        ,     - 

Unendliche  rückt,  erlangt  aie  Curve  zwei  Asymptoten»  die  den 
Geraden  p  und  t  parallel  sind.  —  Die  Axe  des  eben  em-äbatee 
Paraboloides  flillt  mit  der  Normalen  des  singulären  Punkte«  Pw^ 
sammen,  sobald  sich  i  auf  eine  Constante  zurückzieht  In  Folge 
dessen  rücken  die  Doppelpunkte  (p,  f)  und  (o,  t)  unendlich  «reit 
weg,  und  die  Projection  behält  nur  den  einzigen  Doppelpunkt 
(p,  q),  während  gleichzeitig  ihre  Gleichung  in  die  folgende 
übergeht: 

pqWpq^Wq-^n'p\  +ß'p^+y*q^  +  i'pq:si9* 
Wir  ersehen  aus  ihrer  Form»    dass  die  beiden  Geraden  p  und  f 
und  ein  zweites  Paar  ihnen  paralleler  Linien  p-^T»    9*~~i  ^ 

Asymptoten  der  Projection  auftreten.  Die  Grund-Curve  der  letzte* 
ren  besteht  aus  zwei  durch  den  singulären  Punkt  gehenden  Ge* 
raden.  **  Wenn  endlich  t  in  die  homogene  Function  des  ersten 
Grades  übergeht,  so  artet  O  in  eine  Kegeifläche  aus.  In  der  Glei^ 
chung  der  Projection  erscheinen  dann  nur  Glieder  von  vier  Di- 
mensionen, sie  gehört  also  vier  geraden  Linien  an,  die  sich  in 
Anfangspunkte  der  Coordinaten  begegnen. 
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Gleichang  C,  hCrt  auf  «iner  eigentlichen  Curve  des  vief- 
tan  Graden  anxugehOren,  wenn  k  in  zwei  sich  schneidende  Ebe- 
nen fibergeht.  In  diesem  Falle  nftmlich  Iftsst  sich  die  linke  Seite 
der  Gleictiung  II.  in  zwei  Factoren  des  ersten  Grades  nnd  folg- 
lich auch  die  der  Gleichang  C  in  awei  Factoren  des  zweiten  <jra- 
des  zerlegen»  so  dass  diese  letztere  Gleichune  zwei  Kegelschnitte 
(reelle  ooer  iniaginfire)  darstellt»  die  den  Punkt  P  gemein  haben. 
—  Eine  besondere  Lage  der  KegelflKche  IC  bedingt  eine  Reduction 
des  Grades  der  Gleichane  C.  Fällt  nämlich  die  Normale  in  P 
mit  einer  Seite  des  Kegds  zusammen»  so  verschwindet  in  der 
Gleichung  II.'  der  Coelficient  o»  und  anstatt  der  Gleichung  C 
erhalten  wir  die  folgende: 

md  diese  stellt  eine  Curte  des  dritten  Grades  dar,  ttlr  die  der 
Punkt  (p»  4)  ein  Doppelpnnkt  \»t  Geht  die  Kcgclfläche  in  die- 
ser ihrer  Lage  in  zwei  Ebenen  (iber»  so  zerfällt  die  Curve  des 
dritten  Grades  In  einen  Kegelschnitt  und  eine  Gerade»  die  mit 
jenem  den  Punkt  {p,  q)  gemein  hat.  Wir  flberheben  uns  der 
weiteren  Specificatlon  der  möglichen  Fälle»  um  zur  Betrachtung 
der  Natur  der  Doppclpunkte  überzugehen.  Die  Tangenten  des 
Doppeiponktes  (p»  q)  werden  repräsentirt  durch  Gleichungen  von 
der  Fem: 

und  die  HVertbe  tod  i|  und  k^  sind  die  Wurzeln  der  quadratischen 
Gteielmg: 

Astf  den  Goeflicienten  dieser  Gleichung  ersehen  wir»  dass  die 
TangenteB  mit  den  beiden  Geraden  r  und  i»  in  welchen  der  Kegel 
K  von  der  Ebene  xy  geschnitten  wird ,  zusammenfallen.  Jenach- 
den  d*—4/9y  positiv  oder  negativ  oder  der  Null  gleich  wird,  d.h. 
Jeoachdem  a  von  der  Ebene  ay  in  zwei  reellen  sich  schneiden- 
den oder  sasammenfallenden  Geraden  oder  nur  in  einem  Punkte» 
dem  Dvrehsehnitte zweier  imaginärer  Kegelseiten,  geschnitten  wird» 
ist  /^  ein  ^gentlicher  Doppelpunkt,  eine  Spitze  oder  ein  Isolirter 
Punkt.  An  die  Stelle  der  Spitze  tritt  in  dem  Falle»  wo  der  Kegel 
in  zwei  Ebenen  ausartet,  der  Berflhrungspunkt  zweier  reeller  oder 
imaginärer  Curvenzweige. 

Die   Tangenten    der   beiden    auf   t   gelegenen  Doppelpunkte 
haben  Gleichungen   von  der  Form: 

p  +  M=0.    p  +  (^t=0;    7  +  v,t=0.    ^  +  V=:0. 

Die  Werthe  von  f&i»  fi«  etc.  bestimmen  sich  durch  die  quadratt- 
■dien  Gleicbongen: 

2)     «^«— K^+y=:0,        3)    erv«— »rv+/S=0. 
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Um  die  Abhängigkeit  der  Natur  dieser  Doppelpunkte  von  den 
Flächen  O  und  K  kennen  zu  lernen,  bringen  wir  den  Ausdrock 
X  auf  die  Form 

(at*  +  ^qz  +  yq^)  +  p  ißp  +  öq  +  nz) , 

so  dass  in  Folge  der  Gleichung  2)  die  Gleichung  der  KegelflSche 
übergeht   in: 

(2  +  (hq)(2  +  Hq)  +p^p  +  ^q  +  ^x) =0, 

^~l~f^i9=^»  2-i-fC29=0  sind  hiernach  die  Projectionen  der  beiden 
Geraden,  in  welcnen  K  von  der  Ebene  »=0  geschnitten  wird, 
auf  eine  durch  z  und  q  gelegte  Ebene.  Wir  folgern  hieraus»  dass 
der  Punkt  (p,  t)  ein  eigentlicher  Doppelpunkt,  eine  Spitze  oder 
ein  isolirter  Punkt  ist,  jenachdem  eine  durch  die  Normale  iu  P 
und  die  Gerade  p  gelegte  Ebene  mit  der  Kegelfläche  K  zwei 
reelle  sich  schneidende  oder  zusammenfallende  oder  zwei  imagi- 
näre Gerade  gemein  hat.  Ganz  Gleichlaufendes  gilt  fiirdenPuikt 
(q$  0*  "^on  Wichtigkeit  ist  hier  folgende  Bemerkung.  K'fir  einen 
jeden  Punkt  der  Protection  mit  Ausnahme  der  zuletzt  betrachte- 
ten Doppelpunkte  lie^rt  die  Gleichung  1.  einen  bestimmten  Wertb 
von  z,  so  dass  es  nur  für  diese  Punkte  unentschieden  bleibt,  ob 
ihnen  ein  reeller  Punkt  der  Durchschnitts-Curve  entspreche.  Es 
rührt  dies  von  dem  Umstände  her,  dass  die  Gleichung,  welche 
durch  Substitution  des  ans  I.  gewonnenen  Werthes  von  x  in  die 
Gleichung  11.  erhalten  wird,  zur  Herstellung  der  Gleichung  C.  mit 
dem  Factor  t  multiplicirt  wurde.  Wenn  nun  aber  der  Kegel  K 
von  der  Ebene  p=zO  in  zwei  reellen  Geraden  geschnitten  wird, 
so  trifft  die  Gerade  (^=0,  ^=0)  die  Kegelfläche  in  zwei  Punk- 
ten, deren  gemeinsame  Projection  in  den  Doppelpunkt  (p,i)  fallt 
Sind  aber  die  Geraden,  die  jenen  beiden  Oertern  gemein  sind, 
imaginär,  so  sind  es  im  Allgemeinen  auch  die  Durchschnitte  der 
Geraden  (/?=0,  ^=0)  und  des  Kegels  K,  während  jedoch  ihr» 
reellen  Projectionen  in  den  Punkt  (p,  t)  fallen.  Nor,  wenn  im 
Besonderen  der  Kegel  in  zwei  imaginäre  Ebenen  zerfällt,  und 
deren  reelle  Durchschnittslinie  die  Gerade  (p=rO,  f=Oy  trilit, 
entspricht  dem  isolirten  Punkte  (p\t)  ein  reeller  Punkt  derDarcb- 
Schnitts  -  Curve,  der  ebenfalls  ein  Einsiedler  ist  Besteht  also  die 
Durchschnitts-Curve  zweier  Flächen  des  zweiten  Grades  mit  einem 
Doppelpunkte  nicht  aus  zwei  ebenen  Curven ,  so  entspricht  einen 
isolirten  Punkte  ihrer  Projection  auf  die  Tangential-Ebene  des 
Doppelpunktes  kein  reeller  Punkt  der  Curve.  —  Das  Factum, 
dass  für  die  den  Doppelpunkten  entsprechenden  Punkte  der  Curve 

z        p  z        o 

—  ==5-   und  —=3-  ist,     bietet  ein   leichtes  Mittel   dar  die  Tan- 

q       t  p       t 

genten  jener  Punkte  zu  construiren.  —  Wir  bemerken  noch,  dass, 
so  oft  die  Fläche  O  ein  hyperbolisches  Paraboloid  ist,  die  Fun- 
ction t  dadurch,  dass  man  die  zAxe  mit  der  Axe  des  Parabolol- 
des  zusammenfallen  lässt,  auf  eine  Constante  reducirt  wird.  Pro- 
jicirt  man  also  nach  der  Richtung  jener  Axe,  so  verliert  die  Curve 
C  zwei  ihrer  Doppelpunkte,  und  es  bleibt  nur  mehr  der  Punkt 
(p,  q)  als  solcher  zurück. 


:i 
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7.  Weniiy  vraii  den  ziveitt^ii  der  zu  Anfuiig  der  vorigen 
Nammer  aufffeasählten  Fälle  ausmacht,  die  Linie  q  mit  der  Linie 
»  xusammenlallt,  so  stellt  die  Gleichung  L  im  Allgemeinen  einen 
Kegel  dar»  dessen  Singularität  durch  den  Punkt  (p,  t)  geht,  und 
der  von  der  Ebene  /=0  und  der  Ebene  ort/  in  zwei  zusammen- 
fallenden  Geraden»  und  zwar  von  der  ersteren  in  solchen,  die  der 
z-Aze  parallel  sind,  von  der  zweiten  in  den  zusammcnlall enden 
Geraden  p  und  9  geschnitten  wird.  Die  Gleichungen  der  Flächen 
O  und  A  lassen  sich  durch  gehörige  Wahl  der  in  der  Ebene  xy 
durch  P  gehenden  Geraden  o  umformen  in: 

woraus  sich  f&r  die  Projection  der  Durchschnitts-Curve  folgende 
deichang  ergibt: 

C.       ajp*  +  /3pV+yoV— ;i«ii<=0. 

1d  dem  allgemeinea  Falle,  d.  i.  wenn  t  sowohl  als  auch  p  und  o 
eine  Constente  aufweist,  und  sonach  O  einen  Kegel  darstellt,  ge- 
hört die  Gleichung  C*  einer  Curve  des  vierten  Grades  mit  zwei 
SingolaritSten  an»  von  denen  die  eine  in  dem  Doppelpunkte  (p^o)» 
die  aodere  darin  besteht,  dass  sich  zwei  Curvenzweige  in  dem 
Punkte  (ps=0,  <=0)  berühren;  von  den  drei  im  allgemeinsten 
Falle  sain  Vorschein  kommenden  drei  Doppelpunkten  fallen  die 
beiden  auf  I  befindlichen  zusammen.  Die  Tangenten  des  ersteren 
Ponktes  fallen  wiederum  mit  den  Durchschnitten  des  Kegels  K 
und  der  Ebene  xv  zusammen,  wie  in  den  Fällen  der  vorhergehen- 
den Nammer;  die^  gemeinsame  Tangente  der  sich  tangircnden 
Cnrrensweige  ist  die  Gerade  t  —  Gent  die  letztere  Geraue  durch 
den  Punkt  Py  so  treffen  sich  die  Singularitäten  der  beiden  Kegel- 
llidiefi,  da  sich  denn  auch  die  linke  Seite  der  Gleichung  C  In 
vier  Factoren  des  ersten  Grades  zerlegen  lässt  und  die  Projection 
fde  die^Derdischnitts-Cnrve  selbst  in  vier  gerade  Linien  übergeht. 
—  Die  Fläche  O  geht  in  einen  hyperbolischen  Cylinder  über, 
weno  die  Gerade  t  der  Geraden  p  parallel  wird.  Die  Aze  dieses 
CyHnders  läuft  mit  t  und  p  parallel,  nnd  die  Gleichungen  seiner 
aeymptstischen  Ebenen  sind,  wenn  t^np-\-vi  ist, 

t^np  f  ri=zO  und   np  ■\-Ji^z  —  iy=-:0. 

Dadurch,  dass  der  ßerührunfipspiinkt  (^,  /)  zweier  Aeste  auf  t 
unendlich  weit  rückt,  fallen  in  diese  Luiie  zwei  Asyni^itoten  der 
Curve,  oder,  was  dasselbe  besagt,  es  wird  i  eine  vicrpuuktig 
oscnlirende  Asymptote  der  Curve.  —  Die  Fläche  <S>  kann  endlich 
In  einen  parabolischen  Cylinder  ausarten,  was  eintritt,  sobald  sich 
t  auf  feine  Constante  zurückzieht.  Die  Gleichung  fX  bringen  wir 
dann  anf  die  Form 

p»r*  +  (ft?«+yo«)^=0, 

nnd  ersehen  aus  ihr,  dass  zwei  der  Asymptoten  der  ('urvc  mit  p 

Isasammenfallen,  während  die  beiden  ändernden  singulären  Punkt 
durchsetzen.    Die  Grund-Cur\e   besteht  in   dem  Durchschnite  der 
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Ebene  xy  und  des  Kegels  X.  —  Was  den  unmittelbaren  Einfluss 
des  Kegels  K  auf  die  Gestalt  der  Projeetion  betrifft»  so  tritt»  wenn 
a  verscDwindety  an  die  Stelle  der  Gleichung  C  die  folgende: 

Sie  gehurt  einer  Curve  des  dritten  Grades  an ,  die  in  (p=0,  qzsG) 
einen  Doppelpunkt  besitzt»  und  von  der  Geraden  t  in  deren  Durch* 
schnitt  mit  p  berührt  wird.  -^  Geht  der  Kegel  K  in  zwei  Eb«n<m 
über»  so  besteht  die  Projeetion  aus  zwei  Kegelschnitten»  diesidi 
jm  Allgemeinen  im  Punkte  P  schneiden,  während  sie  in  dem 
Punkte  (p,  t)  von  der  Geraden  t  gleichzeitig  berührt  werden.  — 
Für  eine  speciellere  Unterscheidung  der  hfer  möglichen  Fälle  ist 
jn  den  obigen  Bemerkungen  eine  Ueberblick  gewährende  Grund- 
lage gegeben, 

8.  Die  Betrachtungen  und  Entwicklungen  der  sechsten  Num- 
mer übertragen  sieh  leicht  auf  die  dritte  Art  der  Curven»  welche 
den  Vorwurf  dieser  Abhandlung  ausmachen,  auf  dtcjenigen  näni* 
lieh»  welche  sich  durch  den  Umstand»  dass  die  beiden  Geraden 
p  und  g ,  die  in  der  Gleichung  I.  in  Evidenz  treten »  imaein&r  wer- 
den» zusammenreihen.  Die  Fläche  (P  ist  alsdann  im  AlTffemeineD 
ehi  elliptisches  Hraerboloid.  Dasselbe  wird  von  der  Ebeae  jpjf 
im  Punkte  P  berütirt,  und  mit  einer  Seite  seines  Asymptoten« 
Kegels  lauft  die  s-Axe  parallel.  Die  Gleichung  der  Projeetion 
lässt  sich  wiederum  auf  die  Form  C.  bringen»  und  wir  ersehen 
aus  ihr.,  dass  von  den  drei  Doppelpunkten»  wdche  jeher  im  All« 
gemeinen  zukommen,  hier  nur  einer»  nämlich  P»  reell  wird,  wäh- 
rend die  beiden  anderen»  als  die  Durchschnitte  der  reellen  Gera- 
den t  und  der  imaginären  Geraden  p  und  q  imaginär  werden. 
Die  Natur  des  ersten  Punktes  wird  auf  dieselbe  Weise  wie  in  6. 
erkannt.  Die  Fläche  (P  kann  nun  erstlich  in  einen  Kegel  ausar- 
ten T-  ein  leicht  zu  discutirender  Fall  —  femer  iioch  in  ein  ellip- 
tisches Paraboloid»  wenn  nämlich  i  keine  der  Variahein,  enthält. 
Wenn  letzteres  eintritt»  so  rücken  die  beiden  imaginären  Doppel- 

§  unkte  ins  Unendliche,    Sämrotliche  Asymptoten  der  Curve  war- 
en imaginär,  und  zwar  bestimmt  sich  der  eine  Asyaiptoten-Punkt 
durch  die  Gleichungen 

p=0,    7=0 

und  der  zweite  durch  solche  von  der  Form 

p  +(m-fnt)=0,    9  +  (/w-itt)=0. 

Da  die  Modificationen  der  Projeetion,  welche  eine  Folge  der  Ver- 
änderung des  Kegels  K  in  Gestalt  und  Lage  sind,  leicht  über- 
sehen werden  können,  und  überdies  in  den  Betrachtungen  der 
sechsten  Nummer  ihr  Analogen  finden»  so  fiberheben  wir  uns  ihrer 
Angabe. 

9.  Es  erülirii't  nun  noch  den  in  5.  bezeichneten  Ausnahme- 
fall zu  betrachten,    dessen   Charakter  darin  besteht,    dass  ^  eine 
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hoDioMfie,    k  eine  nicht   homogene  Function  des  ersten  Gradee 
dmtält   Aach  hier  nimmt  die  Gleichung  der  Projection  die  Form 
C  an»   anter  der  Voraussetzung  jedoch,    dass  jetzt  t  homogen, 
u  aber  als  mit   einer  Constanten  versehen  gedacht  werde.    l>ie 
filleichang  C  stellt  dann  ersichtlich  eine  Curve  des   vierten  Gra- 
des dar»  die  in  P  einen  dreifachen  Punkt  besitzt;  alte  drei  Dop« 
pd|md^  des  allgemeinen  Falles   sind    in  einen  einzigen  PunKt 
siMHunMMerieht    Die  Curre  uird   in  ibt«m  dreifachen  Punkte 
von  den  Geraden  0,  9  und  t  benihrt.    Was  die  Bedeutung  der 
CtWchnngen  I.  ana  11.  betrifft,  so  stellt  9  einen  Kegel  dar,  des- 
sen eine  Apotheme  mit  der  Normalen  in  P,  mit  der  i- Aze,  coinci- 
diit    Die  Gleichung  IL  aber  kann  irgend  einer  Fläche  des  zwei- 
ten Grades,  die  Kegelfläche  ausgeschlossen,  angeboren.    Wir  be- 
flMaicen  echiiesalich  noch,  dass,  woferu  man  die  im  Obigen  immer 
beibeJialtene  aasgezeichnete  Projections-Ebene  aufgeben  will,  die 
Durelischnitts*Ganre  zweier  Flächen  des  zweiten  Grades  mit  einem 
Doppelpankte    im  Allgemeinen  immer  so  projicirt  werden    kann, 
dass   die  Projection  einen  dreifachen  Punkt  erhält;    man  braucht 
wa  dem  Ende  nur  als  Projections-Ebene  eine  solche  anzmiehmen, 
die    dorch  den   Doppelpunkt    geht    und  auf  einer   Seite  des  die 
Darclmelinitts-Curve  aumehmenden  Kegels  senkrecht  steht,    oder 
aUgeneiner  noeh:    man   braucht  nur  als  Projections-Richtung  die 
einer   Geraden    zu  wählen,    welche  den  Doppelpunkt   mit  irgend 
anderen  Punkte  der  Durcbschiiitts-Curve  verbindet. 
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TEhüge  Sätze  aus  der  ZaMcailelire. 

(Frei  nach  den  Annaies  de  Math^matiques  von  Terqaem. 

Septembre  1849.) 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  J.  Dienger 

an  dtr  polytechnUchen  Schule  zuCarlsruhe. 


t  1 


5.  1.  .    .     ■     . 

Wie    viel  Ziffern   sind    in   der  Reihe  der  Zahlen    von  1  bis 
I0i»+i  — 1? 

Von  10»  bis   10«+*— 1    sind    offenbar    10«+>-10»=::9.lO"  mal 
n+l  Ziffern,  also  im  Ganzen 

9(n+l).10»=9it.l0»+9.10». 

Die  verlangte  Summe  ist  also 

-^(9«.  10« +9.10»), 
o 

n 

WO     2  bedeutet»  dass  man  n  alle  Werthe  von  0  bis  n  beilegen  soll. 

Nach  den   in  Theii  Vll.  Abhandlung  XLVII.  niedergelegten 
Grundsätzen  erhält  man: 

»Im  für  r=n,  10=:r; 

9j(«+i)^=t:121i±(J±lMi21! 

o  ^ 

10«+*.— .1 
==(n+l)J0«+i^i^?-g— i, 

welches  die  verlangte  Anzahl  ist. 
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}.  2. 

Man  »oU  die  Ansah!  der  Ziffern  finden,  die  In  der  Reihe  der 
Zahlen  von  1  ble  JY  enthalten  sind 

Sei    ^^lOH-i  and   <iO"+<.   also  =10»^^«.    Von  1  bis 

lOH-i — 1  siod  (S,l.)  (n+l).lO-+» r^ — =  Ziffern;  nanelnd  noch 

k^l  Zahlen  von  IO"f^*l  hie  N,  jede  von  n+2  Ziffern;    dem- 
nadi  hat  man  hn  Gänsen 

Ziffern.    Es  versteht  sich  von  selbst ,  dass  k  auch  Nail  sein  darf. 


S.  3. 

Man  achreibe  alle  Zahlen «  von  1  an,  in  eine  Linie  von  rechts 
nach  links,  eine  nach  der  andern;    welche  Ziffer  bt  an  einer  ge- 
Stelle,  von  rechts  her  gerechnet? 


Man  verlanse  z«  B.  die  Ziffer^  welche  die  1849ste  Stelle  ein- 
nimmt. Diese  Ziffer  gehurt  zu  einer  gewissen  Zahl,  die  man  zu- 
erst anbusachen  hat,  und  die  so  bescnaffsn  M,  dass  die  Anzahl 
der  Ziffern  aller  Zahlen  vor  ihr,  die  von  ihr  zugehörigen  mitge- 
rechnet, 1849  betrtet.  Sehen  wir  zuerst,  ob  sie  unter  den  Zah- 
len 10■^l*-«l  enthalten  ist    Die  Summe 

(JH.1).10«+«— ^5^i^   giebtflir  n=l:  189, 

»=2:2889. 

Die  Zahl  liegt  also  zwischen  99  und  999;   in  der  Summe  (§,  2.) 
mnss  also  itsi  sein,  und  k  so,  dass 

2.10*—  ^^-^  +  (Ä+l).3  =  1849, 
d-b.  (it+l)3.=ieB0,  it=^=652j; 

demnach  ist  in  {.  2.  i^=:10*-f552  =  652.  Allein  ZV=652,  also 
A=Ö58  und  ii=l  entsprechen 

2.10«-i^^ +  (553)3=1848 

Ziffern;  die  1849ste  ist  also  die  erste  Ziffer  rechts  der  folgenden 
Zahl,  d.  h.  der  Zahl  fi53;  die  ]849ste  Ziffer  ist  abo  3.  (in  den 
Neovalles  Aanales  ist  hierin  eine  Unbestimmtheit.) 
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S-4. 
Man  betrachte  die  Reihe,  deren  allgemeines  Glied 

und  deren  Glieder  man  findet^  wenn  man  hier  n^=l,  %  3,...  setzt, 
wodurch  man  erhSlIt: 

1,2,3,5,8,  13, (l) 

Nach  den  in  Theil  VII.  S.  434.  entwickelten  Grandsftzen 
findet  mau,  dass  diess  die  Reihe  ist,  die  man  aus 

1  —  X — ar* 
erhält,  wenn  man  darin  arz=l  setzt    Zugleich  folgt  hieraas,  dass 
drei   auf  einander   folgende  Glieder  dieser  Reibe  durch  folgende 
Gleichung  bestimmt  werden: 

Die  nächste  Frage  sei  nun  die,  wie  viel  von  den  Zahlen  der 
Reihe  (1)  die  nämliche  Anzahl  Ziffern  habe? 

Wir  wollen  die  Reibe  abtheilen  in  Gruraen,  so  dass  die  Zah- 
len der  ersten  Gruppe  mit  1,  die  der  zweiien  mit  2,  der  dritten 
mit  3  n.  s.  f.  Ziffern  geschrieben  werden.  Betrachten  wir  nun  die 
(m-f  l)te  Gruppe  und  nehmen  von  Ihr  an,  ihre  zwei  ersten  Glieder 
seien  lO'^-f'^i»  2.10'"-h^»  ^o  Äi  und  Af,  beide  kleiner  sind  als 
10"*,  d.  h.  nehmen  wir  an,  die  erste  Zahl  enthalte  als  erste  Ziffer 
links  1,  die  zweit«  als  solche  Ziffer  2,  so  wfirden  naich  obigem 
Gesetze  (2)  die  ffinf  folgenden  Zahlen  sein: 

3.10«  f^i+-^,  5,10«  + ^|+2J,,  8.10"-f  2.il.4^» 
13.l0'»  +  3Ji-f5Js,  2tTl0«-f5^i+8j«;       .     , 
wenn 

oder 

4.I0«+J5i,  O-lO^+Äi+^a,  10«+H2Bi+^a»  16. 10« +3»^ +2^4. 

wenn  A^  +  J^^IO«,  wo  dann  Bx'^lO^,    Daraus  folgt,  daiwi diese 

Gruppe  höchstens  fönf,  mindestens  aber  vier  Glieder  habe»  Firf 
Glieder  wird  diese  Gruppe  haben,  wenn  2I1 -f- il. <  10«  and 
2^1  -|-32l2<2.10«,  in  welchem  Falle  das  erste  Glied  der  folgenden 
Gruppe  mit  1,    das   zweite  mit   2  anfängt.     Wäre   aber  zuglödk 

2/li  -f  3  ^2 ^^-10«,  so  hätte  die  Gruppe  bloss  vier  Glieder,    das 

erste  Glied  der  folgenden  Gruppe  finge  jedenfalls  mit  I,  nnd  das 
nächste  gleichfalls  mit  1  an.     Man  hätte  nämlich,  wenn 


2J|  -f  3Js  <  2. 10«,  auch  ZA^  +  lA^  <3.1Q«  6A^ 

3^1  +  5^a  <  4.1Ö«  Öiii  -f  Sil,  <  «.tO- 

^2.10 
2 J,  +3^,  ^3  jQ^  ^^^^  3^^  +  44b  <  4.10«  5iij  +7il,  <  7.1ftf 
_  34  +5J,<5.10«  64  +84n<&<9^; 

ist  aber  4  +  ^^*10«,  so  ist  J?,  <10«  und  die  Gr«|ii|pe  hat  bbee 
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I    erste  Glied  der  rolgflnilen  Gruppe  fSngt, 
mit  I,  das  zweit«  kann  mit  l  oder  '2  an' 


'  Glieder.     T 
Ist  2^,+3^<2.10",  also  3^,  +  5^,<4.10", 

SD    Ift 


13,10'"  +  3J,  1-  6A^  =  10"+i  +  C^,  <\  =3.10"  +  3,J,  +  5^, 
C,  <10"+» 
21. tO"  +  5J,  +  8.J2=  2.10"+'  +  Ca,  Ca  =  I0""+5J,  +8 


■2^,+3il2^2.I0~. 


l3.10"  +  3.4,+5Ja<2.10"+'; 


•^1  +'^ir  10-,  so  ist  2ß,  +^li  <.  lO""+>, 
3ßi+2J.^<;5.]0'". 

Aus  Allem  folgt,  dasa  wenn  die  zwei  ersten  Glieder  einer 
Grappe  durch 

10«  +  .J,,  S.IÜ^+J,,  4<10-.  A<»0'". 

:n,  die^e  Gruppe  entweder  vier  oder  fünf 
e  zwei  ersten  der  folgenden  Gruppe  durch 
lO^n+Bj,  2,IO'"+»  +  ^,ßi<lO'^^  ß.j<10'"H> 
dargestellt  werden,  >vol>ci  so^ar  B„  negativ  sein  kann.  Würe  oben 
A^  negativ  gewesen,  so  hätten  offenbar  alle  Schlüsse  um  so  mehr 
Statt  In  diesem  Falle  hätte  die  Gruppe  sogar  fünf  Glieder. 
Da.  nun  die  erste  Grupp«  {m^A),  1,  2,  3,  5,  S  ist,  also  ihre  swei 
ersten  Glieder  der  Bedingung 

lO-^  +  ^i,  S.lO-'  +  ^a,  J,<10",  ^i<10™ 
genügen,  so  genfigeu  in  allen  Gruppen  die  zwei  ersten  Glieder 
dieser  Bedingung,  wobei  bemerkt  werden  muss,  dass  oft  A^  ne- 
gativ sein  kann,  d.  h.  das  zweite  Glied  auch  noch  mit  1  anfangen 
kann;  eine  solche  Gruppe  hat  dann  nothwendig  fünf  Glieder,  wäh* 
rend  jede  andere  minilestens  vier,  höchstens  fünf  hat.  (Uer  Be- 
weis 1»  den  Annale^  ist  ganz  ungenügend.) 
§.5. 

Eine  weitere  Frage  in  Bezug  auf  die  Reibe  (t)  wäre  die,  wenn 
ein  Glied  der  Reibe  gegeben  wäre ,  eu  finden,  das  wievielte  essei? 

Offenhar  kann  man  diese  Aufgabe  verrnktelst  der  Form  des 
allgemeinen  Gliedes  lOeen.  Allein  man  kann  auch  anders  verfah- 
ren. Es  habe  die  gegebene  Zahl  p  Ziffern,  so  gehürl  sie  in  die 
pte  Gruppe  (%.  4.).  Hätte  jede  Gruppe  fünf  Glieder,  so  wäre  das 
gegebene  Glied  eines  derer  vom  (5p— 4)ten  bis  zum  Sptenj  hätte 
jeae  Gruppe  bloss  vier,  so  wäre  das  gegebene  Glied  eines  derer 
Vom  (J;)— 3)ten  Vis  zum  ö/>ten.  Da  es  aber,  wie  man  sich  leicht 
überzeugen  wird,  inindci^fens  drei  Gruppen  von  fifnf  Gliedern  giebt, 
so  siebt  man  leicht,  dass  das  gegebene  Glied  mindestens  das 
4pte,  hitchstens  das  Q/ite  ist.     Setzt  man  also  in 


k 
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für  n  alle  ganzen  Zahlen  von  4p  bis  6p,  so  wird  einmal  der  Werth 
des  gegebenen  Gliedes  herauskommen  und  man  wird  also  n  finden. 

§.  6. 
Da 

fln+a  =  On+l  +  O» 

und  auch 

ttn—l  =  On+l  —  an, 

so  folgt  hieraus^  dass  zwei  auf  einander  folgende  Glieder  keinen 
Faktor  gemeinschaftlieh  haben  können,  der  grosser  als  1  ist,  da, 
wie  man  aus  vorstehenden  Gleichungen  ersehen  kann,  sonst  sämrot- 
liche  Glieder  diesen  Faktor  hätten.  Da  aber  die  drei  ersten  1,  % 
3  keinen  solchen  Faktor  haben,  so  ist  diess  unmöglich.  (Die  Anna- 
les behaupten,  alle  Glieder  seien  zu  einander  tbeiierfremd,  was 
falsch  ist; 

Macht  man  die  gleiche  Rechnung,  als  wenn  man  den  erussten 
gemeinschaftlichen  Theiler  zwischen  zwei  auf  einander  folgeoden 
Gliedern  suchen  wollte,  so  werden  die  nach  einander  zum  Vorschein 
kommenden  Reste  offenbar  alle  den  zwei  vorangegangenen  Glieder 
sein,  d.  h.  die  Anzahl  der  nothigen  Divisionen,  bis  der  Rest  0 
erscheint,  wird  angegeben  durch  den  Rang  des  geringcnren  Gliedes. 
Nimmt  man  also  z.  6.  das  19te  und  20ste  Glied,  so  sind  19  Divi- 
sionen nöthig. 

8.  7. 

Sind  zwei  Zahlen  zwischen  zwei  auf  einander  folgenden  Glie- 
dern der  Reihe  enthalten,  so  kann  keine  das  Doppelte,  oder  mehr  als 
das  Doppelte  der  anderen  sein.  Denn  on-fa  selbst  ist  <3a»fi. 
Eben  so  ist  der  Unterschied  jener  zwei  Zahlen  kleiner,  als  das 
Glied  der  Reihe,  das  den  genannten  zwei  vorangeht.  Denn  sind 
die  zwei  Zahlen  zwischen  ün^i  und  Hn-j-a  enthalten,  so  ist  ihr 'Un- 
terschied kleiner  als  an-i-2  —  ctr-i-i  ,  d.  h.  kleiner  als  On.  'f 

§.8. 

Sucht  man  den  grussten  gemeinschaftlichen  Theiler  zweier 
Zahlen,  so  hat  man  nicht  mehr  l>ivisionen  zu  machen,  als  durch 
die  fiinffache  Zifferanzahl  der  kleineren  Zahl  angegeben  ist.  Ms 
man  den  Rest  0  erhalt. 

Sei  P  die  kleinere  Zahl,  R  der  erste  Rest  und  sei  P  swi- 

P—  P 

sehen  a»  und  iXn^-i;  wenn -»^  2,  so  i^t  A<i>ii(§.  7.);  Ist  n^^  "* 

kann  R  zwischen  an  und   on-i-i  sein  ($.  7.);  aber  alsda^  ist  der 
folgende  Rest  P—JR^^On^i  ($.  7.) ;  daraus  folgt,  däfi8L.,man  nicht 
menr  male  zu  dividiren  habe,  als  wenn  es  sich  um  die  Zahlen  a^ 
und  On^x  handelt,  d.  h.  nicht  mehr  als  nmal  (§.  6.).     Hat  a«  nim^ 
p  Ziffern,  so  ist  n  nicht  grüsser  als  Sp  (§.  5.),  also  hat  man  nicht: 
mehr  als  5p  mal  zu  dividiren.     Da  die  Zahl  der  Ziffern   von  P. 
nicht  kleiner  als  p  ist,  so  ist  damit  der  Satz  bewiesen. 
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Velber  den  Knsammenhänir  einigrer  das 
Tetraüder  betreffenden  üulffaben- 

Von  dem 

Herrn  Doctor  R.  Baltzer, 

Oberlehrer  an  lier  Krenstchale  tn   Dreiden« 


Die  GJeiciiiiDg  zwischen  den  Cosinus  der  Winkel ,  welche  Toti 
?icr  beliebigen  Ricbtansen  im  Räume  gebildet  werden»  ist  bekannt 
und  rflfart,  wie  es  scbetiit,  von  Sturm  her»  welcher  im  XV.  Bande 
S.  S30  ff-  von  6ergonne*s  Aunaien  dieselbe  durch  die  Methode 
der  rechtwinkligeD' Projectionen  entwickelt.  Bezeichnet  man  die 
▼ier  Richtangenmitop»  y»  z,  r,  und  den  Winkel,  um  welchen  die 
Richtung  «  in  bestimmtem  Sinne  gedreht  werden  muss»  bis  sie 
mit  der  ilichtung  y  (nicht  mit  der  entgegengesetzten)  zusammen- 
fallt»  mit  ag  u.  s.  w.»  so  ist 

siD*y2Cos^:rr  -f  sin^iarcos^  +  8in*arycos*2r 
— 2(coAsry  -co8jfzcoszj:)co«j!Tcos^-  2(cosyz-^co8id:co8ar^)cos^cos2r 

-r-  2  (Coazx — cos  jrycos^z)  coszrcosor 
x=  l — cb«*j?y— cos'^i—  co8*zar  +  2cos  jr^cosy  zcos2«: .        ( A ) 


Die  Bedeutung   dieser  Gleichung  für  dns  Tetraeder  soll   im  Fol' 
geuden  nachgewiesen  werden,    ßas  Tetraeder  sei  OFGli, 

OF:^f,   OG=zg,   OH=zh 

and  die  gegenüberliegenden  Kanten 

GH^a,  IiF=ib,  FC=c, 
Theil  XTI.  (» 
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1. 


OF,  OG,  OH  haben  die  Richtung  x,  y,  x,  der  Durch- 
messer d  der  dem  Tetraeder  umgeschriebenen  Kugel 
habe  die  Richtung  r,  so  ist 

cosoT :  cos^ :  cos2r :  1  =/*:<;:  A :  «2 , 

» 

mithin  nach  (A) 

PAn^yz  +  ^^sin^ar  +  h^siik^xy  —  2j^(coary — cosytcosso:) 
(1)         —  2^A(cos^z— cosz^cos^r^)  —  2hf(co82X — cosa;ycos^z) 
=cP(l— Kjos^ory— cos^^z— cos^za?  +  2cosar,vcos^zco8z;r) . 

Diese  Gldchun^  zur  Berechnung  des  Durchmessers  der  den  Te* 
traeder  umgeschriebenen  Kugel  aus  drei  zusammenstossenden 
Kanten  und  deren  Winkel  hat  Legendre  in  seinen  Elementen 
(Anm.  V.)  gegeben. 

Anmerkune:  1.    Dm  sämmtliche  Kanten  des  Tetrae- 
ders statt  der  Winkel  in  diese  Gleichung  einzufSbren,    hat  man 


o«+ A^-a«                 A«  +  P — 6«  P+ff^—  c« 

cosy»=^    2^^       .  oos2x= ^^^^—  ,  cosar3F='— ^— 

und  giebt  der  linken  Seite  L  der  obigen  Gleichung  die  Form: 

L=  /«  +<9r^-|-A^— 2/J7cosa;^— 2^Acosyz— 2A/i 
+  ^/js^cosyzcxwia?— (/cosjyz+<7Cosza?— AeoÄTy)*. 

Dann  tst 


/^  +  .7*  +  ^* — 2^<7cosary--2^Acosy>— 2A/C08M? 
+  4/ärcos,.cos..=  ^-A^-«V-'-^V  +  /^i;>^-a'^^ 

fcosyz-i-gcofi2a—ki:osa:y^=- ^f  h    —  » 

und  daher 

=K+65r+cA)(ci/*+65r  -cA)(«/-— 6-9r+cA)(-a/'+«^+c*). 
Nimmt  man  hinzu,   dass,  wie  bekannt  (vgl.  Anm.  2.), 


•  t     • 
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tghS/  l-»—€0«'Äy — cos^t—cos^iar  +  äcoaar^coflj^tcosf  j* 
da»  öfacbe  Tetraeder  V  liedeatet,  so  erhält  man 

(2) 
144  FW»  ==  (ir/+ bg + c*)  (a/+6i^-.c*)  («/-ö^f + ch)  (-af^-bg+ch) , 

eine  Gleichang»  welche  Grelle  (Sammlang  matbem.  AefelUze  1. 
8.  117.)  direct  entwickelt  hat 

V^ill  man  aach  V  durch  die  Kanten  ausdrficken«  so  braucht 
man  oichrt  bei  den  Anedruck  stehen su  bleiben,  weichen  Legeodre 
a.  a.  O.  gegeben  hat«  indem  er 

^H*^--a*=^.    AH/»-6*=G.    /»+^«-c«=/l 

abkanend  eiiifiibrt,  wobei  mehrere  gleiche  und  entgeeengeeetzte 
GBeder  ungetilgt  bleiben.    Die  weitere  Entwickelung  giebt 

Af^g^hHi— co8*a:y — cos*^«— co8*2j; + 2cosa:^co8^2C08za:) 

Wie  schon  Meier  Hirech  (Georo.  Aufs.  11.  S.  112.)  bemerkt  hat« 
ohne  den  eymmetrigcben  Bau  de«  Auedrucke  durch  geeignete  Be* 
Zeichnung  Kenntlich  zu  machen. 

Anmerkung  2.  Es  scheint  unbeachtet  geblieben  zu  sein,  dass 
ans  (!n  sich  unmittelbar  die  Gleichung  zwischen  den  Seiten 
and  Diagonalen  eines  ebenen  Vierecks  hinschreiben  Ifissti 
welcbeLezell,£uler  und  zuletzt  Catn ot  (Göom. de  posit.  $«331. ) 
ohne  Zusammenfassung  der  Glieder  entwickelt  haben.  Es  ist  im 
Allgemeinen 

l  —  eosflxy — cos^x— cos*xj:  -\  2co8.tvcos^«cos2jp 

at  sin^j?^8in*yssin*  V 
= sin^zsin^zjrsi  n*Z  (4) 

=  sin*«a?sin*j?,ysin*i¥, 

wo  X  der  Winkel  der  Ebenen  ist,  von  denen  eine  x  und  y,  die 
uiderex  und  x  parallel  ist  u.  s.  f.,  und  nach  der  sphärischen  Fun" 
damentalformel 

_,     cos^t  —  cosi^  cos^rv  - 

ceaA=  — '^— ! ; *•    «.  «.  i. 

sin2j:sind:y 
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Die    obigen    Gleichungen  (4)    ergeben    sich    bleravs    sofort 
durch  EntwickeluDg  von 

(1 — cos'^X)8inha:8in^ay  ul  s.  f. 

und  bedeuten  das  Quadrat  des  6fachen  Tetraeders  OFGH,  des- 
sen Kanten   f,  g,  h  Längeneinheiten  sind,    dessen  Grundfläche 

■  '  1 

z.  B.    OFCr  =:^sin^^,    und    dessen  Höhe  sinzarsinJE^  ist.     Sind 

nun  die  Richtungein  a:,  y,  t  derselben  Ebene  p^ral|^I;  so  ist  X, 
y,  Z  und  das  Tetraeder  =0^  mithin 

1  —  cos*ary-^-<Jos^2— cos^xa? + Scosar^rcos^zcoszo?  =0, 
und  daher 

+caA2(/^ +^*- Aa+a«  + 6«- c«) 

Zu  diesen  Gleichungen  gelangt  man  direct>  wenn  man  dayon 
ausgeht,  dass  in  diesem  Falle  die  Winkel 

sind,  wo  m  eine  ganze  Zahl  oder  0  ist,  daher 

cosarj^=cos(^2-l~^  u.  s.  w. 

Anmerkuns  3.  Ausl-f-cosJf  undl-— «osX,  welche  inf'acto- 
ren  zerlegbar  sind,  findet  man  bekanntlich  sin^JCsiD%a:siD%ry  oder 

•  ■  ■•       ■  ■ 
1  —cos^xy  —  cos^2 — cos^x^r  +  Scosxrycosyzcosz« 

Dieser  Ausdruck  für  das  Gfache  Tetraeder,  dessen  zasam- 
menstossende  Kanten  die  Richtungen  ar,  y^,  %  haben  and  Lfto- 
geneinheiten  sind,  hat  unTerkennbare  Analogie  mit  dem  bekannten 
Ausdruck  zur  Berechnung  der  Dreiecks  fläche  aus  den  Sei- 
ten, welche  sich  wie  folgt  erklären  lässt.  Es  sei  O  Mittelpunkt 
einer  Kugel,  auf  deren  Oberfläche  die  Punkte  F»  O,  H  liegen, 
so  dass 

OF=zOG=OH^T 

und 

OFGH^  =  gg  (l — cos*dr^-^cos*^z— cos'xar-fScosjpycosyzcoszjr) . 
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Ist  p  dar  Abstand  des  Mittelpunkta  O  von  der  Bbeoe  FGH 
•o  hat  man  «acb 

OFGH*=^FGH'. 
uod  daher 

/*€?£!•=  7^(1— co«*ary—co8^«—cos*«r  +  2coBxycoByxeQMtai) 

=s  T-5«in*ia»in*jrysiu*Jf  u.  ».  w, 
=  ^  sin  ^Üf  ,i^^yiy-^  3l„  ^±S^.in  -^y  ^  . 

Fflr  rs<x>  fallen  die  Bogen  FG,  GH,  HF  mit  Ihren  Sehnen 
a,  6,  c,  die  Sinus  der  verschwindenden  Mittelpunktswinkel  mit 
den  Winkeln >  p  mit  r  zusammen,  und  da  der  Bogen  daaProduct 
seines  Winkels  mit  dem  Radius  ist>  so  kommt 

•   1 
FGEP^  2*  (^sin^)  «•  ••  ^* 

a  +  6  +  c  a-f-6 — c  g — 6^-c    --a+6+c 
=  — 5  S 2 — 5 ' 

wo  der  Winkel  A ,  der  Im  Dreieck  FGH  der  Seite  a  gegenüber- 
liegt »  kein  anderer  Ist,  als  X, 

Da  zugleich  das  Verhältniss  des  sphärischen  Dreiecks  FGH 
was  Kogel&cbe  yerschwindet,  so  Ist 

JT-l-F-fZ— 2  Rechte  =0  oder  id-fir  +  C=  2  Rechte. 

Dieser  neue  stereoiuetrlsche.  Beweis  des  alten  Satzes 
▼on  der  Summe  der  Dreieckswinkel  setzt  die  Gleichheit 
iiriarfcrtb  einem  stphHriscben  Dreieck  und  seinem  Gegendreledr 
▼orans,  welche  sich  ohne  Parallelentheorie  durch  Congruenaen 
beweisen  lässt. 


■  i 


11. 

In  der  Gleichung  (A)  sind  die  Gleichungen  zwischen 
den  Winkeln  des  Tetraeders,  sowie  zwischen  den  Sei- 
ten nnd  Diagonalen  eines  sphärischen  Vierecks,  ent- 
halt«!, welche.  Meier  Hirsch  (Geom.  Aufg.ll.  §.107.  und  S-S5.) 
dsrch  gesonderte  Methoden  gewinnt. 


13» 

Sind  nämlich  zuerst  x,  y ,  z,  r  die  Richtungen  der  Normalen 
ftuf  den  Innenseiten  OGH,  OHF,  OFG,  FGH  de«  Tetra^Hler» 
OFGH,  und  bezeichnet  OF  den  Winkel  der  Ebenen  OFG  und 
OFH  u.  s.  w. ,  so  ist 

cosOF==  —  cos^z,    cos  06?=  —  coszar,    cosOH=:  —  cosary ; 
cos  GHz=z  —  cosar ,     cos/f F=  —  cos^ ,    cosFG =  —  cosir ; 

folglich 

l  —  cos»OF-cos20G— cos«OÄ--2cosOFcosOGcosO/f 
=  sin«  OFco8^GH+  sin«  O  Gcos^HF+sm^OHcos'^FG 
(5)  +2(cosOiff+cosOFcosOG)cos(r/fco«J?F 

+  2(cosOF+co80Gco80H)co8HFcosFG 
+  2(co806r+cosOffcosOF)cosF(?cosGff , 

Sind  zweitens  ^,  ^9  x^  r  die  Richtungen  von  den  Radien  -^F, 
iXfG,  71//^,  MO  der  Kugel,  deren  Mittelpunkt  M  ist  und  welche 
dem  Tetraeder  OFGH  umgeschrieben  ist»  und  bezeichnet  man 
die  Seiten  und  Diagonalen  ae8  zugehörigen  sphärischen  Vierecks 
wie  die  gleichnamigen  Kanten  des  Tetraeders/  so  ist 

co9/^=cosaT,  co8^=coi8yr,   cosA=cos2t; 

cosa=:cos^2,  cos6=coszar,   cosc  ==  cos or^ ; 

1  —  cos«a— cos*6— eos«c +2cosaoosÄco«c 
=  $in«acos«/+  sin«6cos«^  +  sin«ecos% 

—  2(co8C— cosacos6)cos/bofi<{)r     ^  (§):  ^ 
— >-2(cosa— cos6cosc}cos^cosA 

—  2(co86— cosccosä)cosAco8/*.       '       '    S  ^ 

Ffibrt   man    die  Sinus   der   halben   Bogen  ein  und  •dlfdM''diBr 

KGrse  halber  a  statt  sinö-  u.  s.  w.,  s<r  nimmt  die  Gleichwig  <6^ 
folgende  Form  an: 

+  c^h^(P+g^'--h^+a^+b^-'C^^aV^^b^g^  +  c»A«) 

Moltiplicirt  man  alle  Glieder  mit  der  6ten  Potenz  des  Radios  uad 
setzt  denselben  unendlich ,  so  verschwinden  die  Winkel  und  Sinos» 
während    ihre    Producte    mit  dem  Radios   die  fitehnen  statt 


131 

Bogen  gebeo.    Dabei  gehen   die  Glieder  aehter  Dimension  vexlg*. 
reo»   welche  aU  endliebe  Greseen  mit  «weiter  negativer  Poteoi; 
des  Radius  multipiicirt  erscheinen  würden.  So  bleibt  in  der  That. 
die  fräher  gegebene  Gleickung  jfilr  die  Seiten  and  Diagonaten  qen 
ebenen  Vierecks  übrig. 


Hl. 


In  (A)  ist  auch  die  Gieichnne  enthalten  zwischen  den 
Seiten  des  Tetraeders,  oder  allgemeiner,  zwischen  einem 
ebenen  Flächenstück  und  seinen  Coordinaten,  d.  h« 
seinen  Projectionen  auf  je  eine  von  drei  willkührlicben  Ebenen 
parallel  dem  Durchschnitt  der  beiden  andern. 

Sind  ^0  fft  z»  r  die  Richtun^i^en  von  QF^  OG,  OH  upd  der 
Normale  p  von  O  zu  FGH,  so  ist 

=  -^  V 1— cosrary — cos^ — cos^zar+ScosjrycosyicosM; , 

.,...,.        .     .  ,  ..... 

folglich,  wenn  man  6  statt  der  Quadratwurzef  schreibt. 

Ferner  ist 

^^^^     fSf^^n^y    _  fghsXnxycoazr 

•  .      .  .■;■«. 

weil  hjco^xrzzip   ii.  s.  w.     Daher 

.  "  (7)  •  •■  ,;' 

FGJB :  OFG  t  OGH ;  OHF  z=  d:  siarjf- eos^r :  siny2  coso»* t  sinxäfcosyr. 


V. 


Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  (A)  und  bemerkt,  dass 
(I.  Anm.  2.) 


.wir-;,-. 


eoaxy  —  cos^zcosz^r  =  siu^zsinzoreosZ  u.   s.  w., 
so  erhält  man  ohne  Weiteres 

(8)       FGff^=  OFG^  +  O  G£P  +  0HF^--2  OFG.  OGH.cos  Y 

^20GH.OHF.cosZ--20ffF.OFG.coaX. 

Die  allgemeine  Geltung  dieser  Gleichung  für  irgeud  ein  Ebe- 
nenstück und  seine  Coordinaten  (im  oben  angegebenen  Sinne)  er- 
giebt  sich,  wenn  man  durch  den  Umfang  des  Ebenenstücks  Pris- 
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men  legt»  deren  Kanten  je  einer  Coordinatenaze  or,  y,  z  parallel  sind. 
Die;  Durchschnitte  dieser  Prismen  mit  den  Coordinatenebenei\yz^ 
%x,  xy^  d.  h.  die  Coordlnaten  des  Ebenenstficks  E  seien  Kj  L, 
M,  and  die  Normalen  dieser  Ebenen  r,  a/,  y',  zK  Dann  ist 
Eeosxr=zMcosxz'  =  dem  Normalschoitt  des  Prisma,  wodurch  E- 
anf  a^  projicirt  worden  u.  s.  w.    Folglich 


^:Ä:£:if=l:^2!f?L:£2£3eL: 


cos2r 


cosxx'    cosyy    coszz' 

Nun  tat  cosiz'^ssinT^siDJTy  wo  X  wie  oben  den  Winkel  der  Co- 
ordinatenebenen    an    der    Kante    a:    bedeutet,    also    (1.  Apip.  %) 

5 
costz*  =3=  -7-= —  u.  B'  w.  und  wie  in  (7); 
Biinyz 

E:K:  L:Jli=:6:  sin^zcosor :  sinzorcos^r :  sino'^coszr , 
iE«^Ä^+  L«+ m'-2KLcoaZ-'2lllIcosX-^2MKcoB  F. 

Anmerkung  Die  gefundene  Gleichung  hat  denselben  Bau, 
als  die  zwischen  einer  Strecke  r  und  ihren  Coordinateh  a:»y%z  be- 
stehende 

f  ^  =i  x'^+y'^'i'Z^-{-2xyco8xyi-2yzco8yx + izxcoszst.  (B) 

Wie  man  aus  dieser  die  Summe  der  Quadrate  Ton  den  Dia- 
gonalen eines  Paralleiepipeds  ableitet  <Legendre,  Atn. 
merk.  V.),  so  ersieht  sich  aus  jener  die  Summe  der  Quadrate 
von  den  Diagonaldreiecken  des  Paralleiepipeds 
(FGH,  0P&,  OG'H,  OHF\  wenn  OO',  FF',  GG\  HB'  die 
Diagonalen  des  Paralleiepipeds  sind,  welchem  das  Tetraeder 
OFGH  angehört). 

Auch  lässt  sich  die  Gleichung  (8)  aus  (B)  ableiten.  Errichtet 
man  nämlich  auf  den  Innern  Seiten  des  Tetraeders  OFGH  Nor- 
malen or,  y,  z,  r,  welche  sich  wie  die  Seiten  verhalten,  worauf 
sie  stehen,  so  lassen  sich  diese  Strecken  zu  einem  räumlichen 
Viereck  durch  parallele  Verschiebung  zusammensetzen,  l^ie  iddi 
durch  die  Methode  der  Projectionen  leicht  beweisen  lässt  In 
diesem  Viereck  wird  eine  Seite  durch  die  übrigen  nach  der  GM- 
chnng  «(B)  ausgedrückt,  woreih  man  dann  die  proportionaleil  Wer« 
the  setzt  und  bemerkt,  dass  cosorj^is— cosZ  u.  s.  w. 


i 
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Velber  die  dnrcb  die  Oleldiuni^ 
darirestelUen  Hurren. 

Von 

Herrn  H.  Scheffler, 

Bao  -  €>>Bdact«ur  bei  den   Hernogl.  Brauoechweigiechen  EUenbnhneii  sii 

Bräunte  liwoig. 


Die  Diflkluision  der  Formel 

.v=V*? (1) 

ab  GIdchong  einer  Kurve«  wie  aie  Herr  Professor  Hessel  In 
Nr.  Xm.  4ee  14.  Theiles  dieses  Archivs  niedergelegt  hat,  ffihrt 
XU  dem  Resultate,  dass  gewisse  Theile  dieser  Ikurve  keinen  ste- 
tigen ZusanmeDbang.  bßBitzen,  sondern  wie  punktirto  Kurven 
erachdneo. 

Dieses  Resultat  der  unstetigen  Bildung  von  y  kann  jedoch 
nar  aus  der  Substitution  unstetiger  Werthe  von  a:  hervorgeben. 
Stetige  Wertbe  von  x  fflbren  immer  zu  stetigen  Werthen  von  v, 
also  auch  zu  stetigen  Kurven»  was  man  mit  Hülfe  der  geometri- 
schen Bedeutung  der  imaginären  Zahlen  folgendennaassen  einsieht. 

Stillschweigende  Bedingung  Ist  es ,  dass  jede  der  beiden  Zah- 
len X  und  y,  z.  B.  die  Zahl  y,  behuf  geometrischer  Konstruktion 
als  eine  Linie  dargestellt  werde«  deren  L finge  dem  absoluten 
Werthe,  und  deren  Richtung  dem  Zeichen  von  ff  entSDricbt. 
Je  nachdem  das  Zeichen  von  y  gleich  +1  oder  gleich  -~*i  aus- 
fliUt,    ist  diese  Lfinge  in  der  ursprünglich  angenommenen,  positi- 
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ven  oder  in  der  um  180^  davon  abweichendeD ,  negativen  Ordina- 
tenrichtung  zu  messen.  Es  ist  klar,  dass  wenn  sich  y  mit  dem 
allgemeineren  Zeichen  oder  RichtungskoefBzienten  e^V^  einstel- 
len sollte 9  seine  Länge  in  einer  Richtung  zu  nehmen  ist»  welche 
sich  unter  dem  Winkel  ofi  gegen  die  positive  Ordi« 
natenaxe    neigt. 

Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  in  derselben  Weise  bei  der 
Auftragung  der  Abszisse  x  auf  das  Zeichen  derselben  Rücksicht 
zu  nehmen  ist. 

Nimmt  man  stets  den  Nullpunkt  des  Koordinatensystems  zam 
Anfangspunkte    von    x   und   den   Endpunkt  von  x  zum  Anfangs- 

E  unkte  von  ^;  so  beschreibt  der  Endpunkt  von  y  die  in  Redeste- 
ende Kurve. 

Fuhren  «Tlr_^gleich  von  vorn  herein  fu'r  x  den  allgemeioereD 
Ausdruck  re^pv^— i,  oder,  wenn  r=«(»  gesetzt  wird,  den  Ausdruck 

a:  =  ee+^PV^iii  ein;  so   kommt 

oder  da  c— f =—  ist, 

r 

y=ic        ^        e        '^  "    ..»..  (2) 

Von  den  beiden  in  der  Abszisse  x^=^re9's/"^  vorkommenden 
Grössen  r  und  tp  darf  man  offenbar  nur  eine  einzige  uoabbängiff 
variiren  lassen,  wenn  die  Gleichung  (1)  eine  Kurve  zpr  l^rscb^ 
nung  bringen  soll.  (Nähme  man  sowohl  r  wie  tp  als  anabli&Dgig 
veränderlich  an;  so  wurde  die  obige  Gleichung  ein  Fliehen- 
stück  darstellen).  Die  meisten  Untersuchungen  der  analytisbhiBii 
Geometrie  beschränken  sich  auf  den  speziellen  Fall;  tve  die 
Richtung  der  Abszissen  x»  also  der  Werth  von  fp,  konetant 
erhalten  und  nur  die  Länge  r  derselben  stetig  variirt  wird.  Man 
nimmt  jene  konstante  Abszissen  rieh  tung  gewohnlich  Ein  Mal  ab 
mit  der  positiven  und  Ein  Mal  als  mit  der  neg^ativen  Abesip- 
senaxe  zusammenfallend  an,  wodurch  sich  ?wet  besonder^  9j[* 
steme'von  Kurven  ergeben,  welche  oftmals  zwei  zusammeohiii^» 
gende  Schenkel  Ein  und  derselben  grösseren  Kurve  darsteUen. 

.1 

Durch  die  Bedingung,  dass  die  Linie  x  stets  in  einer  gewUk 

sen  Richtung  liegen  soll,    ist  ihr  arithmetischer  Ausdruck  n^Y^ 

noch  nicht  vollkommen  bestimmt.     Es  muss  noch  gesagt  werden, 

wie  viel   ganze  Umwälzungen    nach  der  Einen  oder  anderea 
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Seife  die  Linie  x  ätets  nni  den  Nullpunkt  ^eniacbl  hahen  soll, 
eh«  sie  aus  der  ursprünglichen  Ahsziasunaxe  in  die  um  den  Win- 
kel q)  sich  dagegen  neigende  La^e  geltoiunien  isl.  Ijezektinet  man 
die  Anzahl  Jener  ganzen  Umn-älzungen  durch  die  ganze  Zahl  A, 
welche  positiv  oder  nes^ntiv  ist,  ienaclidem  die  UmwUlzun^en  nach 
der  positiven  oder  negativen  Drehungsricbtung  crtolgeii  sollen; 
80  hat  man,  wenn  w  jetzt  den  fundamentalen  Neigungswinkel 
von  X  darstellt,  2ftii  +  g)  an  die  Stelle  von  <p  zu  setzen.  Hier- 
durch wird  Gleichung  (2) 

tatjr-fy)rinytf«wy  ^ata^■  y )  wty— pwng,, — . 


In  dieser  Gleichung  ist  nun,  wenn  die  Abszisse  x  n;iuh  und 
»ach  bloss  ihre  Lünee  r  stetis;  Andern  soll,  nicht  allein  die 
GrCBie  tp.  sondern  auch  die  Uriusse  k  konstant  zu  erhalten. 

Soll  die  Länge  r  von  .t  nur  in  der  Richtung  der  positiven 
Abszissenaxo  varlircn,  also  für  die  durch  ^  =  -fr  dargestellten 
Abszissen,  hat  man  qi^O,  also 


iWI    V^e'e  '       '=»^e'-     "'^Vr 

Soll  dieLSnge  r  von  ^  nur  in  der  o 
aze  vatiiren,  aUo  l'tir  die  (Iurcbj.x::=: — 
hat  man  tp=.ii,  also 


dargestellten  Abszissen, 


=Vfe 


Vr.fi 


So  viel  verschiedene  Werthe  man  nnn  nach  und  nnt^h  liir  die 
ganze  Zahl  k  einfährt,  ebenso  viel  verschiedene,  aber 
vollkommen  stetige  Kurven  liefert  sowohl  die  (rleiutiung  (4) 
wie  auch  die  Gleichung  (ä).  Nor  dann,  wenn  man  solche  Werthe 
von  y,  bei  welchen  k  nicht  konstant  erhalten  wäre,  zu  einem 
Systeme  von  Ordinaten  zm^ammenst eilen  ivolICe.  oder  auch  dann, 
wenn  man  für  dasselbe  konstante  k  diejenigen  Werthe  von  y  aus- 
schliessen  wollte,  vrelche  nicht  iu  die  iTicbtung  der  positiven  oder 
negativen  Ordinatenaxe  fielen,  also  auch  nicht  reell  wären, 
nardc  man  unstetige  Kurven  erbalten.  Man  erkennt  leicht, 
dass  die  in  dem  ol)igen  Aufsätze  Nr.  XIIL  zum  Vorschein  kom- 
menden diskontinuirlichen  Bildungen  zum  Theil  darin  ihren  Grund 
haben,  dass  unvermerkt  tür  Ein  und  dieselbe  Kurve  die  Grösse 
k  nicht  konstant  erhalten  ist,  zum  Theil  darin,  dass  alle  nicht 


reellen  Werthe  i 
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Zur    tveiteren   AuHlärung   vrolleii    nir  hier  nur  die  auf  posi- 
tive Absüiesen  bezügliche  Gleichung  (4)  etwas  nüher  ins  Auge 
,  fassen. 

Dieselbe  stellt,   je    Dachdem  man 

A-= -2.  -1,0.  I,  2,  

I  setzt,  eine  unendliche  Menge  ganz  verschiedener  Kurven  dar. 

Fwr  A— 0  ergibt  sich   die  Kurve 

y=^T (6)  'fl 

welche  lauter  positire  Ordinalen  besitzt.  Da  man  fiSr  r^O  auch 
y^O  und  für  r^Qo,  y=l  hat,  so  geht  die  Kurve  durch  den 
Nullpunkt,  und  hat  eine  in  dem  Abstände  y  =  l  mit  der  Abszis- 
seoaxe  parallel  gezogene  Linie  zur  Asymptote.  Für  r=l  ist 
ebenfalls    y=\    und    für    r=c— 2,718 besitzt    die    Ordinate 


«  =V7=  1,444.. 


ihr  Maximum.  Dies  gibt  die  auch  auf  der  drillen  Tafel  in  Theil 
XIV.  abgebildete  Kurve   OABCD....   (Taf.  III.  Fig.  1.). 

Fßr   jede  andere  durch  Gleichung  (4)  dargestellte  Carve  bat 

die  Ordinate  y  dieselbe  L.inge  V^r ,  welche  demselben  Wert  he 
Ton  r  in  der  vorhergehenden  Kurve  (6)  entspricht.  Alle  diese 
Kurven  gehen  also  durch  den  Nullpunkt.  Aber  die  Richtungen 
deriOrdinaten  i/  sind  von  den  früheren  verschieden.  Der  Neigungs- 
winkel iff  einer  solchen  Ordinate   gegen   die  positive    Ordlnaten- 

nxe  Ol'  ist  i(j  = •  Wir  wollen  annehmen,  die  positive  Dre- 
hungsrichtung der  Ordinalen  gehe  von  rechts  nach  links  herum. 
Da  für  r:^Qc,  ^^  =  0  wird;  so  folgt,  dass  sich  die  Richtung  der 
Ordinaten  uller  Kurven  von  einer  gewissen  Stelle  au  immer  mehr 
und  mehr  der  positiven  Ordinatenrichtun«  nähert,  je  grosser  r 
wird ,  und  diiss  mithin  die  vorhin  beschriebene  ParuUele  zu  OX 
eiae  getiieinschat^liche  Asymptote  (üt  alle  diese  Kurven  ist. 


Wenn» 


=ik,  ist  t 


Die  Ordinate  y  erstreckt  sich  als- 


dann nach  der  Richtung  der  negativen  Absciesenaxe.    Für 
diesen  Werth  von  r  pasfirt  die  Kurve  also  die  Abszisseiiaxe. 


Für  alle  Werthe  \ 


nimmt    desto 


T>U.    ist  if.<2 
mehr   ab,    je  mehr  r  zunimmt.     Nachdem   iilso  r>4i  gewo 
ist,     kann    die  Richtung   der   Ordinate  y  nicht  mehr  unter   aie 
Abszissenaxe  fallen;  r=:4lc  bezeichnet  vielmehr  die  schon  vorhin 


arden 


137 

erwähnte  Stelle ,  von  wo  ab  die  Ordinate  immer  mehr  in  die  Rich- 
toDg  der  positiven  Ordinatenaxe  zu  gelangen  strebt 

Für  die  Werthe  von  r,  welche  zwischen  0  und  Ak  liegen, 
macht  die  Ordinate  y  unendlich  viele  Rotationen ;  die  Kurve  durch- 
schreitet die  Abscissenaxe  eben  so  viel  Mal  von  oben  kom- 
mend, wie  von  unten  kommend,  und  bildet  hier  eben  so  viele 
Schlingen. 

In  diesem  Zwischenraum  nimmt  die  Ordinate  y 

1)    das  positive  Zeichen    c**''^V^=b  + 1,   also  die  Richtung  der 
positiven  Ordinatenaxe, 

■  y^^^f^^^y     ;    ...        .       ^     k     t     k     ':■'■ -i '^  ^" ■'■-'' ^^   '■ 

für  r=s 


."s.'  »ui^    rssiT-t     qT»    o>.j  •!*> 


'  •    ■     j:. 


►■■;   ;  %  1    t:  n      A    I 


I V  2'  8*4 


*.     <■     T'  * 


2]|    d^  negative  Zeicben   e^W^i/^  =  —  1 «    also  die  Ri^&tang 
•  -  ■       der  negativen  Ordinatenaxe, 

'  .  ''L'..      24    2*    2*    24    . 

3)  daA  positiv  imaginäre  Zeichen  .€<^+i)^V^  =  +  V"-^,      also 

die  Richtung  der  negativen  Abszissenaxe, 

^  4Jc    ik    Ak    ik     ^ 

4)  das  negativ  imaginäre  Zeichen  e(**'+l)^V^= — V---1,      also 

die  Richtung  der  positiven  Abscissenaxe, 

...      _ik     Ak     Ak     Ak 
lur  r— -3*    y»   jj  .  j5  •.• 

all.  ''  :'••'  ;■  -  -:-  ■    •  •■    '"  ■  ;  ;  •     :.;.,. 

Eine  Kurve  dieser  Art,  und  zwar  die  für  A;=l  sich  «i^e« 
bende,    ist  in  dem  Zuge  OabaAcdcfg  (Taf.  III.  Fig.  1.)  dargestellt. 

Keine  zwei  dieser  Kurven  sind  identisch;  aber  dieselben  ha- 
ben för  g:6wkse  gleiche  LÜngenwerthe  r  der  Abszisse'  gliche 
Granaten«!  also  gem^nsphaftücbe  Durchschnittspunkte.  Der  Punkt 
AfOst  T^zi\  ist  iluien  allen  gemein^  und  Qherhaupt  gleht  es  In 
dicbeff  unendlichen  Menge  von  Kurven  für  Ein  und  dasselbe  ratio' 
nale  r  nur  eine  endliche  Menge  verschiedener  Ordinaten 
Vj  deren  Anzahl  so  gross  ist,  als  der  Zähler  des  auf  seine 
kleinste  Benennung  gebrachten  Bruches  t  Einheiten  enthält.  Dar« 

aus  folgt»    dass  der  Punkt  \^i,  B,  C,  D,  E ,  welcher  in  der 

ersten  Kurve  (6)  resp.  den  Werthen  r=l,  2,  3,  4,  5...  entspricht, 
i«sp.  von  alieo<5  von ^er^  Hälfte,  von  dem  3ten,4ten,  5ten...  Theile 
der  hl  iRede  stehenden  Kurven  passbt  Wird.     ^  \  "-'/': 
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xm. 

Anwendung  der  perspectiTlschen  Pro- 
Jectlon  auf  die  analytische  AuflSsnuf^ 
der  Auf^^abe  „Kine  gemeinschaft- 
liche Tangente  an  zwei  Xiinlen 
zweiten  Orades  zu  finden".  Als 
Fortsetzung  der  ITntersnchungen  in  UTr. 
XIII.  des  XI.  Theils  3.  Hefts  dieses 
Archivs. 


Herrn  Leopold  Mossbmgger, 

Lehrer  flrr  MiiUicmntib  an  der  Kan[i>n.srl<ule  xn  An 


S.  I 


I 


Wir  bedienen 
men  wie  in  dem  si 


r  der  gleichen  Bezeichniingen  und  Annafa 
ingeführCen  Aufsätze  dieseci  Archivs,  und 


«'(r-5)"+'"(j;+/l'=«'«" . 


als  die  GleicbiiDg  einer  Ellipse  an ,  deren  Achse 
deren  Mittelpunktscoordinaten  -~  f  und  g  sind; 
wie  in  (12)  jenes  Aufsatzes,  folgende  Relationen  z 
dinaten  A  und  V,  und  den  diesen  entsprechende) 
Coordinaten  i/',  :'  statt,  nämlich : 


..   (1) 

2ff  und  26,  und 
luch  finden  bier, 
jisehen  den  Coor- 

perapectivischen 


y-9= 


'■>/'  f(g -«)-'- 


;  r+x- 


Jv-if-O^'l 


.   .  (2) 


In  diesen  Gleichungen  sind  i,  u,  c  die  Coordinalen  des  Au- 
ges im  Räume,  üurch  die  Substitution  dieser  Werthe  von  X^and 
T  (indeo  wir  endlich  für  die  Gleichung  der  Perspectivb  der  Ellipse 
1)  folgende; 
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-2\d^g(g~uHö^f(f-t)-aH^\vz''-2a^c^y'+\a^g^-{-b^f^-a%^]  v^^ 

Diese  Gleichung  drückt  im  Allgemeinen  einen  Kegelschnitt  aus. 
Wir  wollen  nun  den  geometrischen  Ort  des  Auges  (t,  u,  v)  zu 
be^tmmien  «wehen»  wena  dieser  Kegelschnitt.eine  Kreislinie  wird. 
In  diesem  iPalle  müssen  bekanntlich  die  beiden  Bedingungsglei- 
cheigen.: •'•"•  -^  -  . 

«*(r-*)^  +  6«(/;-l)*— ««i^sia^r» (4)  . 

/(^— lOot^G  ...........  (5) 

riaijt  fiooeiLt    Dre  O^eichung  (5)  serRiQt  ^t>er  wieder  in 

e=0 (6) 

S-u=0 (7). 

t 

Nehmen  vdr  zuerst  die  GMchungen  (4)  und  (6)  als  gleichzeitig 
bestehend  an^  so  sehen  wir  dass  erstere  ein  eintbeiliges  Hyperbo- 
loid« letztere  die  Ebene  der  xy  darstellt,  beide  zugleich  geben  also 
die  DlirehschnittscuTve  der  Ebene  xy  mit  jenem  Hyperboloid, 
welche  durch  die  Gleichung: 

(g-K)'   ,(/•-<)'_  ,  (f.. 

dargestellt  wird      Setzen  wir  in  der  Gleichung  (3) 

uBd'hernach  «==0,  so  erhalten  wir  die  identische  Gleichung  0=0. 
Es  muss  also  der  Wertb  o==0  verworfen  werden.  Nehmen  wir 
hingegen  die  Gleichungen  X4)  und  (7)  gleichzeitig  hestehtood  amt 
ae  Snden  wir^  weil  g^-^u=rO  die  Gleichung  einer  auf  der  Eäene  d^rt 
jry  jsenkreciit  stehenden  .Ebene  ist,  deren  Durchschnitt  mit  deui 
03i7eri^leid  <4)  durch  flie  Gleichung: 

■  •  "•    .  •        '  .         ■    ,      ' 

'"  f*=^KA-<)«-fl''i (9)  ; 

daigestellt  ist:  dass  die  Perspective  der  Ellipse  (1)  eine 
Kreislinie  wird,  wenn  sich  das  Auge  (t,  u,  v)  auf  einer, 
durch  die  Gleichung  (9)  ausgedruckten  Hyperbel  befin-' 
dety  deren  Ebene  auf  der  Ebene  der  gegebenen 
Ellipse   und  auf  der  Tafel  senkrecht  «»^eht. 

'  -  -    '         •        .  '  '        '' 

Für  die  Gleichung  der  Kreislinie  selbst,  welche  die  Perspec- 
tive der  Ellipse  (1)  in  diesem  Falle  vorstellt»  finden  wir  nachstehend^y 
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^+y,_^^_,-aV-2^+«-^±^^:^-0  (10 


a«i» 


5.  SL 

Geben  wir  statt  der  Ellipse  (1)  eine  Hyperbel,  deren  Glelcbung; 

a«(F-^)«-Ä«(/'+20«=— aW -  (H) 

ist,  so  finden  wir  durch  eine  ganas  gleiche  Untersachnns  wie  in 
§.  1.  dass  ihre  Perspective  eine  Kreislinie  wira,  wenn 
sich  das  Auge  (t,  tc,  v)  auf  einer  Ellipse  bewegt,  de- 
ren Ebene  durch  das  Auge  geht,  und  senkrecht  auf 
der  Ebene  der  Hyperbel  (il)  und  auf  derTafel  ist.  Die 
Gleichung  dieser  Ortsellipse  ist: 

»«=^{o«-(/--Q«l -  .  .  (12) 

Die  Gleichung  der  Kreislinie,  welche  in  diesem  Fall  die  Perspec- 
tive  der  Hyperbel  (11)  Torstellt,  wird  alsdann  folgende: 


$.  3. 

Nehmen  wir  ffir  die  perspectivisch  zu  projicirende  Gurve  eine 
Parabel,  deren  Gleichung« 

F— (7==-^v>o^pr) i  v(i4> 

... 

ist^  iind  wenden  auf  diese  dasselbe  Verfahren  an,  wie  hei  der 
Ellipse  (1),  so  finden  wir,  dass  sich  diese  Farkibel  fl'^r^ 
spectivisch  als  Kreis  projicirt,  wenn  sich  das  Ainge 
auf  einer  zweiten  Parabel  vom  gleichen  Faramerter 
bewegt;  die  Ebene  dieser  ist  ebenfalls  auf  der  Ebene 
der  Parabel  (14)  und  auf  der  Tafel  senkrecht  Die  Glei- 
chung der  Ortsparabel  des  Auges  ist : 

©«=/)(<-./) , (15) 

Der  perspectiviscbe  Kreis  wird  aber  durch  die  Gleichung r 

*'*+»''+2^^»'-2^y+j7«-/'p=0 (16) 

ausgedirückt. 
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(.  4. 

Um  der  Vollendong  anderer  Aufgabe  näher  su  rficken«  suchen 
iirir  die  Bedingungen  auf,  unter  welchen  irgend  eine  Linie  zweiten 
Grades  in  einer  ganz  beliebigen  Lage  gegen  die  Tafel,  nur  in 
der  gleichen  Ebene  wie  die Curven  §.  1.  (Jl)  und  (14)  liegend,  sich 
perspectlvi^di  als  Kreis  projicirt»  und  nehmen  daher 

^F«+2»ÄF+CX»+2Z>F+2£;jr+F=0 (17) 

als  die  Glelchiing  def  zu  projicitenden  Linie  an.  Die  Relationen, 
welche  zwischen  den  perspectivischen  Coordinaten  ^,  z'  und  den 
Coordinateo  X  T^Z  statt  finden,  werden  durch  die  Gleichungen: 

e— 2  e— »' 

dargestellt,  ni.  s.  Architr  TheilXLHeft  2.  pag.  121.  Nr.  I.  Durch 
die  Substitution  dieser  Wertbe  von  X  und  Y  in  (17)  erbalten  wir 
als  Gleichung  der  Perspective  der  Curve  (17)  folgende: 

(19) 

-2r|Z>ii—JB<+F|2'+2Z>r*y'+  Fr«  ^^* 

Soll  diese  Gleichung  einem  Kreise  angeboren,  so  mOssen  die 
Ewei  Bedingungsgieichungen : 

Au*—2But+Cfl+2D»-2Ei+FssAti* (20) 

Au-Bt  +  DssO (21) 

statt  finden;  elimisiren  wh  aus  diesen  beiden  Gleichungen  die 
GrSsse  u,  so  erhalten  wir: 

A^  +  (B^^AC)fl'-2(Ba^At:)t  +  IP'^AF=0  .  ...  (22) 

Diese  Gleichung  drückt  im  Allgemeinen  eine  Linie  zweiten  Gra* 
des  aus,  auf  welcher  sich  das  Auge  bewegen  muss,  damit  die 
Perspective  der  Cnrve  (17)  ein  Kreis  wird,  und  zwar  befindet  sich 
diese  Linie  (22)  in  einer  Ebene,  welche  auf  der  Ebene  der  jry, 
oder  auf  jener  der-Cürve  (17),  senkrecht  steht,  und  welche  durch 
die  Gleichung  X21)  dargestellt  wird. 

Pfir  die  Gleichung  der  Kreislinie,  welche  die  Perspective  der 
Curve  (17)  ist,  erhalten  wir: 

Thcil  XVL  10 
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$.  6. 

Nehmen  wir  zuerst  an,  die  durch  die  6leichinig  (17)  dargestellte 
Corve  sei  eine  Ellipse,  so  muss  bekanntlich 

ßS-.^C<0  and  (BD-AE)^--iB^'-'AC)it)ß^AF)yO 

sein;  wir  k5nnen  daher  zufolge  unserer  Annahme 

ß«— ^C=— n  .  , ,  .  (24) 

setzen;  n  ist  eine  numerische,  m  hingegen  eine  lineare  Grosse. 
Dadurch  wird 

^    Jga  +  n     „    (BD-AE)^  +  nP^—m* , 

also 

m'^-(BD^AE)^ 


D*^AF=: 


n 


Setzen  wir    überdies    noch    der  Kürze  wegen  BD^^AE^^e;  so 
haben  wir  statt  der  Gleichungen  (L7),  (22)  und  (23)  folgende: 

nA^r^+2ABnXr+n(B^+n)X^  +  '2nADr+^(Bi)--c)X 

+  c«+nZ)a-m*==0  .  .  .  ,  (26) 

^«r«n— n«e«— 2cne+m«-c«=0     (27) 

Sind  «',  j3'  die  Mitte Ipunktscoordinaten,  und  r'  der  Radhui  des 
durch  die  Gleichung  (28)  dargestellten  Kreises,  so  ist  bekanntlich, 
wenn  die  Gleichung  (27)  benutzt  wird: 

Endlich  finden  wir,  mit  Berücksichtigung  der  Gleichang  (9),  fttr  dl« 
Mittelpunktscoordinaten  a,  j3  und  den  Radius  r  des  Si^ises  (10) 
folgende  Werthe: 
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$9 


5.     ß. 

I  •  ■ 

Um  QDsere  späteren  Folgerungen  gehörig  begrOnden  zu  können» 
wollen  wir  auf  analytischem  Wege  erweisen  „dasi,  wenn  von  irgend 
„einem  Punkte  A  eine  Tangente  an  die  Curve  (26)^  des  vorigen 
Paragraphen  gezogen  wird,  die  perspectiviache  Projection  dieser 
Tangente,  «benfalltf  eine  durch  die  perspectivische Projection  kp  des 
Punktes  k  |;ebende  Berflhrenda  an  den  Kreis  (28)  ist»  uod 
zwar  ronss  diese  letztere  diesen  Kreis  in  demjenigen  Funkte  be- 
rubren,  welcher  die  perspectivische  Projection  des  BerQbriings- 
»punktes  der  erstem  Tangente  und  der  Ellipse  (26)  ist 

UVir  nehmen  A^»  Y"  f(ir  die  Coordinaten  des  Punktes  kf  und 
X',  Y*  ttx  die  Coordinaten  des  Berfitirungspunktes  der  durch  k 
an  die  Ellipse  (26)  gezogenen  Tangente  an;  ferner  seien  y'",  1^ 
die  perspectivischen  Coordinaten  des  Punktes  A»,  und  iy",  i"  jene 
des  Berührungspunktes  der  durch  kp  an  den  Kreis  (28)  gezoge* 
Den  Tangente;  so  haben  wir  fü'r  die  Gleichung  der  ersteren  Tan* 
gente : 

+ii/l/>r+n(i/ö-c)A"  +  c«+nO"-w«  =  0  ^   ^    ^ 

nnd  fär  jene  der  letztem  Tangente : 


naten  y'^,  i"  und  y^,  i'"  uiisuedrtickt ,  substitniren,  und  wenn  wir 
alsdann  eine  resuftirende  (»leichung  erhalten»  die  mit  der  in  (33) 
identisch  ist 

Nach  )•  4.  ist  aber 


^_^,^  -fZ?» 


r— 2  V — r 


oder,  weil  wegen   der  Gleichung  21)  §.  4.  «  =  — -j — ;  und  aus  28) 


j.8.  <=z:£±Vj»Hiiv'«,,oi,t: 
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Durch  die  Subsumtion  dieser  Coordinatenwerthe  io  der  tileicbang 
(31)  erhalteo  wir:      , 

\Anv^-[B{'-c±V^i^+A^^-nD\7r'](Af>y''  +Dv) 

+  (t>-2")(t>-2'^  ( 

Reduciren  wir  diese  Gleichung  gehörig,  und  bemerken,  das«  we- 
gen Gleichung  (28) 

»« (c* + n  />«  -  m«) =r«F2ln 

und 

— c  V  wi*  +  J*t?«w  +  m«  =  — lc(w«  +  c)— m«) 

ist,  so  wirdv  dieselbe  mit  der  Gleichung  (32)  identisch.  Ganz  auf 
gleiche  Art  wurden  wir  eine  mit  der  Gleichung  ^1)  identische 
uleicbung  erhalten  haben ,  wenn  wir  in  der  Gleicbang  (32)  statt 
y",  z";  y^,  i'"  respective  die  Werthe: 


'/# 


Atr  +  (Bt^DXX'      vX\  AiY"+{Bi'-D)X''    vX 
A(t+X')         '  t+X''  Ait+X'^  '  i+y 

substituirt  hätten,  wodurch  also  die  vorausgeschickte  Bern erkong'die- 
ses  Paragraphen  nicht  nur  gerechtfertigt  ist,  sondern  wir  sind  dadurch 
auch  berechtigt  zu  folgern,  dass  eine  Gerade  Lp,  welche  die  bei^ 
den  Kreise,  welche  durch  die  Gleichungen  (lOj)  §.  1.  und  (28)  $.  5. 
dargestellt  wird,  gemeinschaftlich  berührt,  die  Perspective  einer 
gemeinschaftlichen  Tangente  L  an  die  durch  die  Gleichungen  (1) 
f.  1.  und  (2)  $.  5.  dargestellten  Ellipsen  ist. 


5.  7. 

Um  Z11  untersuchen,  ob  und  in  welchen  Fällen  es  möglich 
ist,  eine  gemeinschaftliche  Tangente  an  die  Ellipsen  (1)  §.  1.  und 
(28)  $.  5.  zu  ziehen,  müssen  wir  zuvor  untersuchen,  ob  es  wirk- 
lich einen  reellen  Punkt  gibt,  in  welchem  sich  das  Aage  befinden 
kann,  damit  die  Perspectiven   der  Ellipsen  (1)  §.  1.  und  (28)  $.  5. 
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beide  zagleich  Kreiee  werden.  Dieses  wird  aber  nar  dann  der 
Fall  sein,  wenn  es  reelle  Durchschnittspunkte  der  Ortseunren» 
welche  durch  die  Gleichungen  (9)  §•  1.  und  (27)  §.  5.  dargestellt 
slnd^  gibt     Diese  Curven  liegen  in  den   durch   die  Gleicnungen 

g-^u^O  und  Au-^Bt^D^O 

dargestellten  Ebenen;  die  Gleichungen  der  Durcbschnittslinle 
dieser  Ebenen  sind: 

u—g  und  «=2*"" 2^ ^^' 

Diese  Linie  bt  ahio,  wie  sich  schon  aus  der  Lage  der  genannten 
Ebenen  scbliessen  lässt,  auf  der  Ebene  xg  senkrecht  Ans  den 
Glelchangen  (33)  folgt: 


Bt     D      .      ^     A       D.  ,,  .^ 


Führen   wir  diesen  .Werth   von  t  in  (9)  $.   1.  ein,   so   erhalten 
wir: 


"=*  J^^  ltÄ/-J^-/>]«-o«Ä*| 


oder 


e=±  ^ V[fi(/+a)- Jy-/)] f Ä(^-a)- J^-ÄJ  .  .  .  (35). 


SoU  daher  die  Auflösung  der  Au%abe  möglich  sein,  so  muss  ent« 
weder 

B(f+a)>Ag  +  Dm 
und  sogleich  B(f-a)>Ag  +  D^ 

oder 

B{f^a)<Ag^D 
und  sngleich  Bif-^aXAg-^D^ *^    ^ 

8ein.  Wir  erhalten .  aber  noch  eine  andere  Beziehongsgleichung, 
welche  die  Bedingung  der  Lösbarkeit  der  Aufgabe  angiot  Näm- 
lich wenn  wir  die  soeben  gefundenen  Werthe  von  I  und  v  in  der 
Gleichung  (27)  %.  5.  substituiren ,  so  erhalten  wir  die  Bedin- 
gongsgleichung: 

iiilW[Ä^— i<^— />]•— nil«JB«a«6«— n*a*(2l^ + D)*-2a'^cnB(Ag+D) 

+  a«m*ir*— iiMÄ*=0    (38). 


i 
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» 

f'.         •.     ••   •       I 


Es  handelt  sich  nach  dem^  was  wir  Im  §;  6.  und  §.  7.  ge- 
zeigt haben,  nur  noch  daruni^  die  Coordinaten  {derjenigen  zwe^ 
l^Mie  Ap  tind  Jp  zu  bestimmen,  ans  welchen  {&U9sere'iii^;inftere(' 
Tangenten  an  die  Kreise  (10)  §.  1.  und  (28')  §1'5;*  gezö-' 
gen  werden  können,  und  alsdann  mittelst  dieser  Coordinatenwerthe 
diejenigen  von  den  Punkten  In  der  Ebene  der  xy  oder  in  der 
Ebene  der  beiden  Ellipsen  (l)  §.  1.  und  (26)  §.  5.  zu  bestimmen, 
von  welchen    Ap  und   Jp  die  perspecti vischen  Projectionen  slnc^. 

offenbar  der  d.i r e'c t e  und   der   iti v er s ö* 


Die  efstereH  sind  aber  _,  .       _^ 

AWhnlichk^ltspunkt  der  obeng^nkhntefl  Kr^ise^  Bezeichneo 
wir  mit  y\,  z\  die  Coordinaten  des  Aehnlichkeitsnnnktes  2^  '''•^- 
Jp  der  Kreise  in  (10)  und  (26),  so  sind  diese  beKanntlich: 


•  t  •  ■  '•■.■ 


Fuhren  wir  zuvor  In  den  Gleichungen  (:19)  und  (30)  §.  5.  die 
Werthe  von  t  und  v  aus  (34^- und  (3ti)  ^^  7.  ejn ,  ynq  sfMituiren 
die  so  bestimmten  Ausdrücke  von  ce,  ß,  r,  a%P^  und^K  in  diesen 
Werthen  von  y*i  und  z'i,  so  erhalten  wir : 

* 

bn{Ag  +  D)[acTfTn\  +  i?6[g(cg--wi^)  T  w/wy^—g«)] 
;     ^'^^.  niAm^ am) V  [B^Ag-DJ^^ tfiB^ ' «   ■ '»5*' 


;t    . /; 


Sind  eodlich  Xi  und  F.  ^die  Coordinaten  des  dem  Punkte  Ap 
odeif  Jp  entsprechenden  Punktes  A  od^r  J  In  der  Ebene  der  xy^ 
so  haben  wir  zu  deren  ß^timnung  nach  §.  4.'i)i0  Fobneln 


-Al  I       IT"  »      •«  l  —  ""Z Zi • 

t? Z  1  t?— 2  1 


.  »••■ 


»         r* 


Setzen  wir  in  diesen  Ausdrücke«  1^=3^  (Sil^e  :§4"L  (6)r  •. 


.!»• 


e=^.  r=^^[2f7=r%-=3^"sm;  ,; 


.  I 


.•^:l       !  • .  '     - 


urifl  statt  y'i  und  z'i  die  in  (40)  angegebenen  Wierth6^  sobabep. 
wir: 


*)    Die   obern   Zeichen  geltcir  für  dittn  dirfcten,   die   antern    für 
den  inversen  Aehiilichkcitspunkt. 


lU 


t^*%:2 


i*         2- 


5lx   * 


5^  Ut  1  ?^  ^ 


sr 


3 


5. 


t'^ 


1 
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Zieht  man  nun  von  dem  dnrch  diese  Coerdinaten  X  und  F| 
bestimmten  Punkte  eine  Tangente  an  eine  der  durch  die  Gleichung 
(1)  §.  ].  oder  (26)  $.5.  dargestellten  Ellipsen,  so  muss  diese  auch, 
nach  dem  was  in  §.  6.  bewiesen  worden  ist,  die  andere  Ellipse 
berühren,  wie  es  verlangt  wurde. 


Nehmen  wir  jetzt  an,  dld  Gleichung  (17)  §.  4.  stelle  eine  Pa- 
rabel dar,  so  muss  bekanntlich 

JB*--ilC=0  und  BD-^AE^O 

sein;  es  sei  nun 

BD-^AE-^m  und  Ä«— i^CsO, 

wo  m  eine  lineare  Grösse  ist,  so  gebt  der  Gleichung  (22)  §,4.  in 
folgende  über: 

oder  da  D^ — ^JF  jede  reelle  Giusse  von  zwei  Dimensionen  be- 
deuten kann,  so  nehmen  wjr D* — AFz=:ffl  an;  dadurch  wird  die 
letzte  Gleichung  zu : 

A^ü^+2mti^k^=0 (43). 

Die  Gleichung  (17)  hingegen  geht  bei  diesen  Annahmen  in  fol- 
gende über :  -       .  ~ 

^2F2+2^ßirr+ßaZ«44JJ>>F+2(i?iö+w)iC+/)«-*«^  (44), 
Statt  der  Gleichung  (33)  erhalten  wir: 

^'»+3r'»+2^^x'  +  22»'+^*-=0  ...  (48) 

Diese  Gleichung  drückt  denjenigen  Kreis  aus,  welcher  die  Per- 
spective der  Parabel  in  (44)  ist: 

Werden    wieder     die    Mittelpunktscoordinaten    des    in   (16) 

i.  3.  dargestellten  Kreises    mit  a,   ß  und    dessen  Radius   mit    r 
ezeichnet,    so    wie    jene    des    Kreises    in   (45)  mit  af,  ß'    und 
dessen  Radius  mit  r\  so  ist: 


I 


14» 

a'«-.3./y=^  — 2i— ,  f^jjijl (47) 

Da  aber  dte  Parabel  in  (15)  %.  3. ,  welche  der  geometrische 
Ort  des  Aagee  ist,  damit  die  gegebene  Parabel  in  (14)  sich 
als  Kreis  projicirt,  in  einer  auf  die  Basis  senkrechten  Ebene  liegte 
deree  Gleichung  0  — »zvO  ist«  als  auch  die  Ortscurve  (43)  sich 
B  der  ddtdi  die  Gleichung 

aneeedrüclcteii  Ebene  befindet,  so  muss  sich  das  Auge»  damit  die 
beiden  in  (\A\  und  In  r44)  gegebenen  Parabeln  sich  augleich  als 
Kreise  projiciren,  sowonl  in  der  Durchschnittstlnie  dieser  beiden 
Ebenen,  als  auch  in  den  Durchschnittspunkten  der  Curven  (15) 
S.  3.  nnd  (43)  befinden;  diese  DitrclischnIttspoDkte  (wenn 
solche  mugUch  sind)  können  aber  nur  anf  der  DurchschnittsUnie 
der  darch  die  Glelcnungen 

^^ttsO  und  iltt— JBl-f/>=0 

dargestellten  Ebenen  liegen.  Bliminiren  wir  daher  ans  diesen 
Gleichungen  die  Grfiace  u,  «o  erhalten  wir  wieder  <=    "^    »flib" 

rea  wir  diesen  Werth  von  t  in  der  Gleichung  (15)  {•  2.  ein,  so 
kommt: 

.,=,ite+|=5t ,48, 

Dieser  Werth  von  e*,  und  jener  von  t  in  (43)  eingeßihrt,  gibt 
die  Beziehnngsgleichnng  an,  welche  zwischen  den  CoefBcienteo, 
21,  B,  />,  |i  u.  s«  w.  atatt  finden  muss,  damit  die  Aufgabe  möglich 
wird;  diese  ist: 

(4fl^+0)(^+am)— Ä(iiVp-A»)=0   ....  (49). 


(.  10. 


Durch  die  Einfilhruug  der  im  vorigen  Paragraphen  gefundenen 
Werthe  von  I  und  v  in  den  Gleichungen  (46)  und  {&)  erhalten 
wir: 


Bezeichnen  wir  wieder  wie  in  §.8.  die  Coor^inatendeis  A^bb1lClil|^e!f^r: 
Punktes  J«  oder  Jp  der  Kreise  (16)  6.  3.  und  (45)  §.  d.  mit  y^i  mia* 
x'i,  so  erhalten  wir  dur^h  die  EintGhrung  dieser  Werthe  von  a, 
ß,  r,  et!,  ß'  und  r'  in  den  deicfcuilgen  (39)  $.  8: 


•  « 


.r.-      /Ä-v^m   .'  ■         ^■;  iV/-^.- /"..V.' !'m'.  ■■*  '  >; 


j  ■ 

X 


'  < .    .1 


■  •    ■       t  t  •  * 


Die  oberen  Zeichen  gelten  für  den  directen,  die  unteren  Sir  den 
in  Versen  AebiilicBkeitspuiikl        ' 

Führen  wir:(d#e  Werthe  von  «,  ti,  v»  ift,  tr'i  (p.^ieFwaeb 

1  .      •        -.  •  ;     ■    '    • 


ein,  so  erhalten  wir  für  das  obere  Zeichen  in  jenen  Werflien : 


l-:i" 


r      (Ä'y + D)  {B(^fm-k^-'2m(A9 +0)] 
^»  -     Mm(Ag+D)  +  ^f(Ä*p~mi 

'»-      A^iAg+b)-Bn+B«'         :... 


».••■ 


1  .  (83) 


oder,  «veno  wir  die  Gteitfaang  (49)  benttteo,' ^  «^-: 

+  .<J[»t(^^  +  D)-Bf]-Bgk* 
*^= 5h3^+^ ^>- 

Für  die  unteren  Zeichen  in  (52)  erhalten  wir: 

y    .-AAg-^B)(^fm-\-lfl)'  -■  '■  ;•  ••       •- 

_  .-^gpl(^jr+D)-g/l +2»H»(4'B'-H>)^^g«t«  ,«,, 
'^^ -  A>p  \{Ag  +1>)  -Ä/^-|.iJm(4? + /»  +»*•     ^'^'' 
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BQBatz^>  wl^  in  diesem  leitete»  Werflie  vaa  F|  4ie  Gleicbung 
;49),  so  wini  der  Nenner  's«  Mull,  vroraas  henrorgebt»  da^s  nmo 

mitares^  Zeichen  nicht  nehmen  darf,  d.  b.  dase  es  bei  iwel' 
Pambeh  nicht  awei  Aebolicblceit^iinkte  gibt;  die  Werthe  in  ^) 
and  (56)  sind  also  unbrauchbar. 


£ 


Wird-^aus  demjenigen  Panlite,  dessen  Ceordinatenwerthe  in 
(43)  und    (45)  dargestellt   sind,    eine   Tangente   an    eine    darch 
die  Gleichangen  <U}  §.  3.  oder  (44)  $.0.  daraestellten  Pwibeln. 
gezogen,  so  muss  diese,  nach  dem,  was  in  $.  o.  erwiesen  wurde, 
aach  die  andere  berQhren*. 

■  I 

Ffihren  wir  die  Untersuchung  gase  apf  gleiche  Arf,  wie  dies 
in  den  früheren  Paragraphen  bei  zwei  Ellipsen  eescheben  ist, 
bei  zwei  Hyperbeln,^ so  werden  wir,  ebenso  wie  dort,  bestimmte 
Werthe  für  die  Coordinaten  eines  Punktes  erhalten,  welcher  die 
Eigepschaß  besitzt,  dass,  wenn  man  ans  ihm  eine  Taugente  an 
^erdär  gegeb^p'eii  Byperbehi  zieht,  jend  Taligente  auch  die  an« 
dSe  Hypfefel  Tieröhrt  \        :' 

Aus  dem  in  %  6.  Erwiesenen  lässt  sich  unmittelbar  fofp;en- 
der  Satz  herleiten.  ,|Weiin  pian  drei  ElUpsen  von  beliebigen 
„Parametern,  und  in  nelleDiger  Lage  (jedocn  in  einer  Ebene)  hat, 
„und  man  ,zieht  an  je  zwei  derselben  die  äussern  und  die  Innern 
„Täng^l<ih';'s6  nei^ii  die  drei  Durchseti nlttepunkte  der  ätiSNserri' 
„Tangenten,  so  wie  je  zwei  innere,  mit  'deti  nicht  zagehMgtt 
„äussern  in  eerader  Linie/'  Sind  nämlich,  ilf«,  ilfs,  M^  die 
drei  gegeb^e£  Etüpsei^i  At  der  Durchscbnittspunkt  der  äussern 
Tangenten  an  die  Ealipseu  ilf^  und  M^; 

A^  jener  der  äussern  Tangenten  an  die  Ellipsen  Uli  und  ilfs 
ilj      ...  ... 

•/i       -  Innern 

•/s         -  -  •  -  -        - 

so  liegen 

•"2  »    «^  I  >   •'3 

-"3 »  *'i  ♦  "^  a 
in  gerader  Linie. 

Denn  projicirt  man  die  Ellipsen  als  drei  Kreise  MPi,  Mp^ 
Mp^  ;  und  zieht  an  je  zwei  die  äussern  und  Innern  Tangenten,  und 
bezeichnet  die  Durchschnittspunkte  der  äussern  Tangenten  an  die 


Ml 

ilfa 

iif. 

-  iif. 

Ml 

üfs 

Mx 

•   ytfa 
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Kreise  Mv.  und  JlfPa;  Ä^i  roA  Mf^\  Mf^  und  ilfrs  respective 
mit  Af^j  Äp^  und  APi)  ebenso  die  Durcbscnnittspunkte  der  ioDeni 
Tangenten  an  die  Kreise  MPi  und  M9^ ;  Mf^  und  Mp^  ;  üfr«  und 
Mv^  respective  mit  Jp^,  Jp^,  und  JPi.  so  bat  Monge  bewiesen, 
dass  die  Punkte 

JPi,  Jp^,  Ap^;  APi,  JPa,  J>8;  ^ä»  -fri»  J^'s'»  ^^s»  A»  •*•« 
in  gerader  Linie  liegen.  Projicirt  man  die  secbs  Punkte    ^    ■ 

'.■"  .  .•*■• 

APi,  AP^,  AP^,  Jhy/^2»  *8 

wiedeif  in  die  g^otttidtriscbe  Bildfläebe  naeh 

-'•■<*■ 

.        ^1»  ^29  A^p  Ji,  J2»  J^ 

zürücki  so  werden  aiicb  nacb  §.  6.  diese  die  Eigenaobaft  hewtseBg^   * 
dass  jede  aus  ibnen  gezogene  Tangente  ant  eine  der  EllipseB  a^I  j 
M^,  m^  nocb  eine  zweite  derselben  berührt;  ferner  weroen' ai^, 
ebenfalls  n^cb  dem  vorber  Erwiesenen^  die  Punkte 


•••ij 


w    « 

.  f 


J;. 


Ai^.A^,  A^,  Jif  J2»  Ji 

i  * 


8         '  r 


auf  den  entspreclienden  Linien  liegen»  auf  welchen  sich  Ibre  per« 
sp^ctiviscben  Projectionen  befinden»  also 

•  I 

vier  gerade  Linien  bilden. 


%.  •  • , , 


1  •>       • , 
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•  r 

•  *         »1.         I.'  iii. 


1«.  ;  • 


JOle  astronomisciie  irftrme  -  n.  ülelit- 
Tferthellims  auf  der  Krdoberflftclie* 


Von  dem 


Lehrer  Herrn   Brenner 

«Q  Tuttlingen. 


Die  fr^ie  Wärme,  welche,  nebst  dem  Lichte,  hauptsächlich 
die  Existenz  der  organischen  Kurperwelt  bedingt,  wird  der  Erd- 
oberfläche aus  zwei  Hauptquellen  zugeführt.  L)ie  eine  ist  der 
Wärme vorrath,  den  die  Lrdfe  in  ihrem  Innern  birgt,  die  andere 
die  Sonne.  Da  wir  nun  von  der  Wärmemenge  des  Erdkerns,  so 
wie  von  der    Wärmesttümung    gegen   die  Oberüäche  noch  keine 

Senaue  Keiintni^s  haben,  übrigens  aber  von  einzelnen  Ge^endefi 
klai^,  Grönland)  wiesen,  dass  sie  aus  der  Erde  eine  weit. gros- 
sere Quantität  Wärme  beziehen,  als  andere  Gegenden,  sß  |ässt 
sich  über  den  Ausfluss  dieser  Wärmequelle  wohl  keine  allgemeine 
Regel  angeben.  Weit  mehr  Hoffnung  scheint  vorhanden  zu  sein 
zur  Bestimmung  der  von  der  Erde  ausfliessenden  Wärmemenge 
för  jede  besonaere  Gregend,  besonders  wenn  man  sie  mit  der  ¥on 
der  Sonne  gespendeten  (Wärmemenge)  zu  vergleichen  sucht.  Die 
letztere  aber,  die  Sonne,  verbreitet  ihre  Wärme  auf  solche  Weise, 
dass  sich  die  Verhältnisse  der  Wärmemengen  für  verschiedene 
Gegenden  genau  bestimmen  lassen^  —  Verhältnisse,  denen  auch 
die  Lichtverbreitung  derselben  unterworfen  ist.  In  Beziehung  auf 
die  V Wärme  ist  zwar  bekannt,  dass  sie  durch  die  Sonne  aus.  den 
Körpern  nur  entwickelt  (frei)  wird;  dessen  ungeachtet  können ivir 
uns,  für  unsern  Zweck,  vorstellen,  sie  sei  wirklich  ein  Ausfluss 
von  der  Sonne.  •'   '  '    :  .        . . 

Die  von  der  Sonne  herrührende  Wärme-  und  Lichtvertheilung 
auf    der  Erdoberfläche   nennen   wir  die   astronomische,    and  die 


in 


I   Wärme-  und  LichtverhSltntsse,  oder  auch  die  Wärme-  und  Licht- 
[  mengen  für  verschiedene  Gcgeoden  zu  bestimmen,  sei  der  Gegen- 


«taad  unserer  Bescliärtigung. 


Es  ist  bekannt,  dass  sich   die  auf  eleiche  ebene  Flächen  ee- 
t  worfenen  Wärme-  und  Liühtmengen  verbalten    wie  die  Sinus    der 
1  Neigungsirinkel   der   auffallenden    Strahlen.     Es  werde  nun  die  in 
der  Zeiteinheit  auf  die  Fläcbeneiobeit  senkrecht  geworfene  Wärme- 
oder  Lichtmenge  zur  Einheit    angenommen,    so   ist  dieselbe  bei 
einer  Neigung  2v   der  Sonnenstrahlen  gegen  den  Horizont 

=  Bin/V. 

Diese  Neigung  der  Sonnenstrahlen  ist  aber  nichts  anders,  als  die  Hube 
der  Sonne.  Es  sei  daher  (Taf.  Ul.  Fig.  2.)  Uli  der  Horizont 
des  Ortes,  Z  dessen  Zenith,  AQ  der  Aequator,  P  der  Nordpol, 
DE  der  an  einem  beliebigen  Tage  Ton  der  Sonne  beschriebene 
Parallelkreis,  L  der  Standpunkt  derselben  zu  einer  beliebigen 
N ach niittagH stunde.  Ziehe  ich  durch  L  den  Vertikalkreis  ZV, 
so  vrie  den  Meridian  PT,  so  ist  im  sphnrischen  Dreieck  ZPj 


>sZL= 


)sZP.coaPt+6inZP.sinP/..cosZP7.. 


1 


Setze  ich  die  Breite  des  Ortes  ^(3,  die  etatthahende  Deelination 
der  Sonne  :=^,  den  Stundenivinkel  =S,  so  ivie  die  Höbe  der 
Sonne  =//,  so  ist,  wenn  durch  7t  das  bekannte  Kreisverhältniss 
3,14159....    bezeicbtiet  wird. 


ZL^i—H;  ZP=-^—ß:  Ph^ 


-S  und  ZPL=S; 


folglich 

I)  6in//=sin^sin^  -|-  cosflcos^cosÄ. 

Bezeichnet  man    die  Zeit  mit  1,    so  ist  der  Zeitmoment   dt,    und 
die  in  einem  Augenblick  von  der  Flächeneinheit  in  Empfang  ge- 

nnmincue  Wlinne^  »der  Lichtmenge 

=  ,H.s\nH; 
man  die  Wärme-  oder  Lichtmenge  eines 


folglich  hat  man,    wenn 
Tages  mit  itf  bezeichnet, 


er:   Integral    zwischen    den  gehörigen  Grenzen  genom* 


L 


Zur    Zeiteinheit    nehn 
dann  ist 

(ilb  buu    .«(l-wim. S:tr^2n:'iA 


die    bürgerliche    Stunde,    uud 


A 


IS6 


MgKth 


AV*'  "«  . 


•>. 


..!'».'i'.j  '/| 


'»!   )"      (>•» 


«'.» 


US       ,     .,     12rfS 
-^r-  und   at=^  T ^ 


A^ 


.! 


l-.(!l: 


"  ■    » i '  i 


'»I  . 


12  /* 

Lziz—  1  dS (alndsinß  +  cosdcosj?cosS)  . 

Zi^ff  is^  ai|cl^  die  DecÜDation  d  eine  Function  von  t,  und  ,^ 
aucn  von  iS;  allein  sie  variirt  in  einem  Tage  so  wenig,  dass" das 
tägliche  Wächsthdm  derisrelben  auf  das  Integral  keinen  tneiltKchen 
Einfluss  ausübt.  Nehmen  wir  jedoch  für  den  Tag,  dessen  Wärme- 
nnd  Lichtmenge  bestimmt  werden  soll,  die  Mittags  12  Uhr  statt- 
findende Dedination  als  constant  an,  so  wird  man  für  den  einen 
hatben  Tag  etwas  zu  viel,  liir  den  andern  etwas  zu  wenig  Wärme- 
oder  Lichtmenge  haben <  so»  dass  beide  Fehler  sich  beinahe  neu* 
tralisiren  werden.  —  Somit  bekommen  wir 


2) 


12 
il!f= — (sindsin/?.iS4-€OsJcosj3sin5)  +  C, 


'V        X 


wo  C  die  eiDgj^gangene  Coostante  ist. 

Fassen  wir  zuerst  nur  den  halben  Tag  ins  Auge,  so  ist  fflr 
die  eine  Grenze  dieses  Integrals  S=0,  und  die  andere  ergibt 
sich  ans  l)>vvenn  raan  /f=sOsötzt.    Sie  ist 


cosS  =  -tgdtgjS  oder  Ä=  —  (-tgdtg^). 

Nehmen  wir  dasselbe    zwischen  diesen  Grenzen,    verdoppeln    es 

hierauf«  setzen  :n?-=t»  und  behalten  iS  als  Hilfsgrosse  bei>  sc^ 
haben  wir 

3)  u=8\nSs\ußpS^co88co8ßs\nS. 

In  Betreff ;  derjenigen  Gegenden  aber,  wo  die  Sonne  gar  nicht 
mehr  untergeht,  hat  malt  das  Integral  2)  für  einen  ganzen  Tag, 
oder  vielmehr  für  die  zwischen  zwei  aufeinanderfolgende  tiefste 
Standpunkte  der  Sonne  fallende  Zeit  von  24  Stunden,  d.  i«  zwf- 
sehen  den  Grenzen  S=zO  und  S=7t  zu  nehmen  und  hernach  zu 
verdoppeln.    Dless^  gibt 


4)  ilf=:24sindsinj3. 


.1 


Man  kann  nun  die  Frage  ai|fwerfen:  In  welcher  Breite  findet,  bei 
gegebener  Dedination  der  Sbnne,  ein  Maximum  oder  Minimum  der 
in  einem  Tage  gelieferten  Wärme-  und  Lichtmenge  statt?  Zu 
diesem   Zweck  setzen   wir  die  in  Beziehung   auf  ß  genommelieA 
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Differentiale  von  3)  und  4)  gleich  Null  and  entwickeln  ß.  3)  gtM 
zuerst 

J,Uo=^sit^Scoaß.S'i-8\n88\nßdSß  -^  cas&in/3iBiin5-f  coadcoaßcoBSdSß  4 

Substituiren  wir  für  cos<S  dessen  Werth,  so  heben  sich  auf  der 
rechten  Seite  dieser  Gleichung  das  zweite  und  vierte  Glied  gegen^ 
seitig  auf,  und  es  ist  alsdann 

i/t£.=sindcosj9^.5-^cosfeinj9sinJf^ 

Setzen  wir  nun  dUß^=0,  so  kommt,  wenn  wir  tg6=ft  sefzeii/ 
nachdem  die  entstandene  Gleichung  zuvor  mit  der  Gleichung 

tg*tg^  =  -  cosS 

multiplicirt  worden  ist, 

Eliminirt  man  aus  3)  und  6)  S,    so  ergibt  sich  das  M.  Bf.  selbst 

cosd  . 
cosp 

Ist  ePu^  negativ,  so  findet  ein  Maximum,  und  posifiv^  etn  Mkil^ 
mum  statt.    Es  ist  aber 

d^u^ =  —  u  +  dS^(sinÄ€osß — cosdsin^coSiS) 

oder,  indem  sich 

tg^ 
'*'^^-  ainS.eoHß 

findet,  durch  Substitution  dieses  Werthes,  so  wie  desJeArigee  von  tf  ^ 

sin^— cos^sinÄ*cos^ 

^^ß--"     cosdsin«cos|3*        ' 

Ist  daher  der  absolute  Werth  von  tg8  ^  siniScos^,  so  hat  matt  rf^ 

Maximum« 
Minimum. 

Wenn  nun   S'  ein  Werth  ist,    der  die  Gleichung  S)  (leiomhe 
befriedigt,   so  hat  man  die  Correctiou 

■^2    a«  +  cosiS'     ■ 
Setzen  wir  ^=:2<So^-f  ^*>n2^»  so  ist 
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für  S=0  y=0, 


n 


„  Ä  — — ' y=2  »o«— 1. 

Im  Uebrigen  bemerkt  man 

7t 

1)  dass  filr  alle  Werthe  von  S  zwischen  0  und  ^    jede  der 
Grossen  25a'  und  sin2jS  positiv  bleibt,  so  dass  y  positiv  ist; 

2)  dass   zwischen   S=:^  und  -j-    die    Grösse   2Sa^    zwar 

immer   noch   stetig  wächst ,    allein  sin2iS  von  Null  an  stetig  ab- 
nimmt,  so  dass  9  wenn  einmal  y  negativ  geworden  ist»   dasselbe 

auch  negativ  bleibt«  bis  auf  den  Wertb  5=-j-.  In  der  That  ist 

anch  lur  den  letztern  Werth  von  S.„.y=n  Tta^—l negativ, selbst 
iur  den  grSssten  Werth,   den  man  a  beilegen  kann,    nemlich  für 

a=tg23028' =0,434....; 

3)  dass  gleicher  Weise   zwischen   jS=j»    und    n    wieder 

{'ede  jener  Grössen  wächst,  und  dass  demnach  auch  y  positiv 
»leibt,  wenn  es  solches  einmal  geworden  ist.  Wirklich  geht  es 
in  diesen  Grenzen  auch  von  der  Negativität  in  die  Positivität  über. 
Da  ivir  nun  dem  Stundenwinkel  S  keinen  grossem  Werth  beile- 
gen dürfen  als  n,  so  folgt  daraus,  dass  y  ausser  <S=:0  noch 
zn^imal  durch  Null  gehen  wird,   nemlich 

me  3}IS 

für  einen  Werth  von  S  zwischen  ^  und  -j-,  so  wie 


w       »»         ff        f*    ff        f»  "7"   und  «. 


T 


Sonach  bietet  die  Gleichung  6)  drei,   aber  auch  nicht  mehr 
ik  drei  Werthe  fiQr  S  dar. 

Die  Gleichung  4)  aber  gibt 
Theil  XVI.  II 
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also 

/3=90«  und  M=:Us\n8. 

/3=90o  gibt  aber 

d^Mß='-2i8iB8, 

folglich  hat  man  hier   ein  Maximum  und  zwar  für  den  Pol. 

Man  überzeugt  sieh  daher,    dass  die  tägliche  Wärme-  oder 
Lichtmeuge  vier  M.  M.  darbietet. 

Für 

Ä=0   oder  tgftgi5=-l, 

d.  h.  für  den  Fall,  wo  die  Breite  ß  und  die  Declinatioo  8  der 
Sonne  einander  entgegengetsetzt  sind  und  sich  zu  einen  Recbtei 
ergänzen ,   ist  aber 

i2^j9=-|-QD,  also  tf^O  ein  Minimum. 

Hat  man  hierauf  aus  der  Gleichung 

2Äa«  +  sin2S=:0 

noch  die  zwei  übrigen  Werthe  numerisch  bestimmt,  so  wird  att; 
vermittelst  der  Bedingung  '!* 

r 

tgJ^sinÄ.cos/J  ■ 

■ 

entscheiden  9   ob  man   ein  Maximum  oder  Minimum  bat 

Entscheidung  erledigt  sick  jedoch  einfach  durch  di^ _, 

dass  die  Max.  und  Min.  jmr  abwechslungsweise  aufeinander 
können.    Da  nun  der  erste,  aus  der  Gleichung 

2iSa«  +  sin2Ä=0 

l  *^ 

gezogene  Werth,  tgj3  =  — j-^y  ein  Minimum  liefert«   so  wi 

zweite  Werth  von  ß  ein  Maximum  und  der  dritte  wieder 
nimum  ceben,  während  vom  letzten  Werthe  fSitß,  neulich 
bereits  bekannt  ist,    dass  er  ein  Maximum  bedwgt. 


1 .  • 


i». 
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Ninnrt  nuui  ■.  B.  die  griteate  Decliiiation  der  Sonne  issWTH', 
m  ergibt  sich  eosser  5=0  auch  noch 

i 

5  =  1,99691 .,..  oder  S=114026', 

!•    10  wie 

S=2fil7(»  oder  5=144013'; 
^.tgd=  — coa5  gibt  aber 

/J=43^36'  und  /3=:  61051', 
«d  diees  gibt  ferner 

tf =1,1534  und  tf^U369. 
Mn  hat  daher: 

1)   ein  BÜnimuro ...  «=0  oder  ....  ilf=0    in  der  Breite  --66032'. 
%  ein  Maximum  ..  h==  U534 ...  od.  Jf  :=8,8112 ..     ,,         -f  43036'. 

I)  ein  Minimum...  «=U369...  od.  itfs8,6851...     „  4-61050". 

ij  ein  Maximum Jf =9,5571 ...     „         +900 od. 

auf  dem  Pol. 

Von  besonderem  Interesse  ist  die  Bestimmung  der  Wärme - 

■1  Lichtmenge  f&r  einen  grossem  Theii  des  Jahres,   oder  auch 

ikAuB  ganze  Jahr.    Allein  es  wäre  sehr  umständlich,    dieselbe 

ik jeden  einzelnen  Tag  zu  berechnen,    und  zuletzt  alle  zu  sum- 

■im.    Diesen  Zweck  erreichen  wir  weit  schneller  durch  die  Dif- 

fareiMB-Rechnung. 

Ea  ist  hier  vGllig  eenögend,  uns  die  Erdbahn  kreisfurmig  und 

dbllenn^  im  Mittelpunkt  befindlich  Torzustellen,  so  dass  dieselbe 

iiter  LtäDSS  ^^S^^^b  ^^  denselben  Bogen  fortschreitet  und  alle 

I  Migeiliihun  Tf age  einander  gleich  sind«     Diese  Annahme  können 

[jvir  m  so  eher  machen,  als  physikalische  oder  Örtliche  Ursachen 

weit  bedeutendere  Modincationen  eintreten  lassen. 


Ke  Länee  der  Sonne  bezeichnen  wir  mit  X  und  deren  tägli- 
Wachsthum  mit  A.    Unsere  Summationen   aber  können  wir 
Besiehung  auf  den  Variablen  k  und  dessen  constaotes  Wachs- 
h  durcnßUiren,  während  A  an  die  Gleichung  gebunden  ist 

sind=8inf«sinl, 

e  die  Schiefe  der  Ekliptik  bezeichnet 

11* 
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V 

Wir  sind  nun  genutbi^t,  die  Fonnein  3)  und  4)  so  nmiu 
meDy  dass  eine  Integration  in  Beziehung  auf  l  möglich  ist.  D: 
lässt  sich  in  Beziehung  auf  3)  nur  durch  eine  unendliche  R« 
bewerksteUigeUi' 

Setzen  wir 

-7—5=17  und  teß  =  z; 
sinp  ® 

so  haben  wir  aus  3) 


Hiervon  ist  das  Differential  in  Beziehung  auf  z 

JT7        •  i  jo       cosÄ.sinÄ      cosd.cosS.c{iS^z 
dLI%'='  sino.ao^ »-jj i 1 • 

Eliminiren  wir  cosiS^  vermittelst  des  Werthes  — zig'i,  so  ist 

du.  =  ^«°«^;«i°^=  _  \  ^l-sind».(l+»«) 


2*  2" 


oder 


<iü«  =  — 4(l-c.8inA«)4. 


wenn  wir 


sin£«(l+2«)=:e 


setzen. 


Nun  konnten. wir  die  Wurzelgrosse  (1  — csinA^i  nach  ddlE 
nomischen  Lehrsatz  entwickeln,  und  hierauf  die  Potenzei 
sinil  in  die  Sinus  und  Cosinus  von  X  und  dessen  VieUSutheB' 
wandeln.  Diesen  Zweck  können  wir  jedoch  unmittelbar  errei€ 
und  da  nur  gerade  Potenzen  von  sinA  zum  Vorschein  kom^ 
und  diese  keine  Sinus ,  sondern  nur  Cosinus  erzeugen ,  90  s€ 
wir 

(l— csinX*)»  =  oo  +  Oj  cosil  +  a2Cos2A  +  asCpsSA  + .:...  Of^ownl 

Nimmt  man   die  Differentiale  der  Logarithmen   beider  Sdte 
Beziehung  auf  A,  so  kommt 


r 
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c.sin2X 
(2-r-c)  +  C.C0S2X 

OißinX  -j-  2a2sin2A + 3a3sin3^ -|-  wonsinnA 

aQ+aiCosX-\-€i^cos2k-i-a2Cos3X>...'t'anCoank 

Da  im  Allgemeinen  ist 

ain^i .  cosi?  =  5-  8m(A +B)+ ^  8in(A  —B) , 

so  hat  man,    wenn  (man  die  Nenner  wegschafft ,    als  Coefficient 
von  sinnA: 

2  cofi-a  —  2  ^««+2—  (2  —  c)nan  —  2  («•— 2)cafi-a—  5  (**  +  ^) ^<»«+«- 

Setzen  wir  diesen  Coefficienten  gleich  Null ,  und  ersetzen  n  durch 
n^-Sy  so  entwickelt  sich 

^^      ««=rf^««-4+  HTM  <^-"c^''»-*- 


Setzt  man 


( 1— c.sinA2)i  =  [1  +  j  (  e^^-*-6-^^-  i)*]i , 


so  fiherzengt  man  sich,   dass  hei  der  binomischen  Entwicklung  il 

in  der  Potenz  e—^^^   stets    nur    in    Begleitung    eines   geraden 
Coefficienten  erscheint,  so  dass  sich  die  Coefticienten  On  mit  un- 

feradem  Stellenzeiger  als  Null  ausweisen.    Alle  Coefficienten  a« 
estimmen  sich  daher  in  Oo  und  02  9  ^velche  letzteren  unmittelbar 
zu  entwickeln  sind. 

Oo  ist,  nehst  l,  der  Inbegriff  aller  der  Grössen,  welche  in 
den  Potenzen  (e^V-^ — ^_AV^)2ni  das  mittlere  Glied  aus- 
machen; und  ebenso  ist  ^o^  die  Summe  aller  derjenigen  Coeffi- 
cienten, die  jenem  mittlem  Gliede  unmittelbar  vorangehen  oder 
auch  nachfolgen,  d.  h.  der  Coefficienten  der  Grösse 

c2AV^+c-2AV=i. 
Auf  diese  Weise  findet  sich: 
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^^^,    1.1.3.5      /cy 
-8.7.6.5. ^j^ 3 ^^a-^g^  

-  2m(2m-l)  (2m-2)...(m+l).     (i.>;^„.,„)a     •  [ß)    - 

1  _c      Ahk^S-YA.^    1.1.3/c^»  .  8.7.6  1.1.3. 5 /cy 

2  "»--'S  +*1.2V8/  +  1.2    1.2.3 V8/  ^  1-2.3 *  1.2.14^8/  "" 

2ot(2ot— 1)(2ot-2)  ....  (ot-I-2)   1.1.3.5....(2m— 3)  /cN«» 
+  1.2.3 -.,(nt—l)  '        1.2.3-1»      ^8/    ' 

Vermehre  ich  jede  dieser  Reihen  um  ein  Glied ,  indem  ich  das 
neue  Glied  ans  dem. letzten  durch  Verwandlung  des  m  in  m+l 
gewinne,  und  dividire  hierauf  das  letzte  durch  das  unelnsletzte» 
so  finde  ich  ftir  die  Verhältnisse  zweier  aufeinander  folgender 
Glieder  : 

4m«— 1 
c. 


4(m  + 1)« 

und 

4m«--l 
i7n(m  +  2) 


c. 


Beide  Verhältnisse  sind  kleiner  als  c,  nlähem  sich  aber  dieser 
GrIVsse  desto  mehr,  je  grösser  m  wird,  und  gehen  nur  fillr  mssQ» 
in  c  über.  Die  Convergenz  beider  Reihen  ist  daher  gesichert, 
sobald  e<l,  d.  h.  wenn 

sin«®.(l+tgj5*)<l,  oder  sin€<cosj3, 

mit  Worten,  wenn  die  Breite  den  Polarkreis  nicht  errei^t« 

Um  jedoch  auf  i«  zurückzukommen,  rauss  dUz  in  Beziehung 
a«f  z  integrirt  werden,  ulnd  es  fragt  sich,  ob  obige  Reiben  auch 
bei  dieser  Sachlage  noch  als  brauchbar* sich  zeigen. 

Wir  haben  daher  zu  vergleichen 


oder   bei   Vernachlässigung    des    gemeinschaftlichen   Coefficienten 
sine*» : 


z« 


-S"-^ 
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Es  ist  aber 

j«       -,«+»»+     1.2       *  +  1.2.3         *^+-' 

•(1  +  *")» 


/ 


2« 


dz 


m(m+l)  2»  .   m(m--l)(m— 2)  i« 
-f-uw-f- 

2 


=-~+^'+     1.2      3+  1:2:3  5  +• 


2  mag  positiv  oder  negativ  sein ,  so  ist  för  alle  Werthe  von  z^  l 

jedes  Glied  der  obem  Reihe  grosser,  als  jedes  Glied  von  der- 
selben Ordnung  in  der  untern  ileihe,.  mit  Ausnahme  des  Falles 
2=1,  wo  die  absoluten  Werthe  der  zwei  ersten  Glieder  einander 
gleich  sind,  nemlich  =1.    Es  ist  daher  um  so  mehr. 


/ 


ab  das  Integral  eine  Differenz  kleinerer 'Grössen  vorstellt,    wäh- 

read  — ^   eine  Summe  grösserer  Glieder  ist. 

2 

Für  z  positiv   und  >  1  ist  /  ^ 5 stets  positiv«  und 

für  2  negativ  und  >!»    «,  „  „      negativ, 

mit  dem  einzigen  Ausnahmefall  »»=0.    Es  ist  aber 


dz 


wo  das  negative  Zeichen  für  das  positive  2  und  das   positive  für 
das  negative  2  gilt. 

2  mag  so  gross  sein,  als  es  will,  kann  man  doch  stets  m 
einen  Werth  beilegen,  der  diese  Differenz  (Summe)  positiv  macht, 
so  dass  jedenfalls  in  der  Entwicklung  von  ü  die  später  folgen- 
den Glieder  bewirken  >  dass 


/ 


z 
wird. 


2      N  "I2" 
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Um  diesen  Umstand  herbeizuführeD »  hat  man  nicht  einmal 
nuthig,  auf  einen  hohen  Werth  von  m  anzusteigen ,  denn  wir  haben 
uns  bereits  überzeugt,  dass  Convergenz  nur  dann  erreicht  wird, 
wenn 

cos|3>sina, 

welches  gleich  ist  mit 

2  <cotge. 

Nun  ist 

cotgs  =  2,3035 


und   da  %  nicht   einmal    diese  Grösse  erreichen  darf,    so  zeigt 
sich  in  obiger  Reihe  fiir 

(1+2«)"»   __     /*(l+2*)'" 


^    2«  +./  2« 


/' 


höchstens  das  dritte  Glied  als  negativ,  so  dass  schon  der  Werth 
fit =3  diese  Differenz  positiv  macnt. 

Die  Reihe  für  17  oder  u  zeigt  sich  daher  noch  brauchbarer 
als  die  für  dTJ%. 

In  Beziehung  auf  die  Anwendung  der  Formel  6)  zur  Bestim- 
mung des  Coefficienten  04  ist  zu  bemerken,  dass  das  erste  Glied 
in  der  Entwicklung  von  (l — csin^^)i  den  übrigen  conform  sein  muss, 
d.  h.  es  mu^  die  Form  haben  vcosoA  oder  vcoso.    Soli  aber  die 

Grösse  c"'^'"^+«-«'^""^  einen  Cosinus  darstellen,  so  muss  ihm 
ein  Zweier  als  Nenner  untersetzt  werden,  woraus  folgt,  dass  der 
Coefficient  On  stets  dar  gedoppelte  Coefficient  von 

in  der  Entwicklung  für^ 

[  l  +  j  (£«^  V=I  +  e-»^  V^)3]i 

ist. 

Die  Grenze  des  Verlustes,  bei  beliebiger  Abbrechung  unse- 
rer  Reihe 

'  a)  aQ  +  a^coB2X-\'a^cosiX..;-t-a2nCos2nX 


lässt  sich  am  Einfachsten  dadurch  bestimmeB,  dass  wir  das^i- 
nomium  (1 — csiniL^)^  unmittelbar  entwickeln,  wodurch  wir  erhalten 

b)        l_i  «inA» -^.  5^  c»slnl4  -  ^ .  ^^^c'slnX'.... 

Die  Reihe  a)  geht  aus  der  Reihe  b)  hervor,  wenn  die  verschie- 
denen Potenzen  von  sinil  in  Sinus  von  il  und  dessen  Vielfachen 
verwandelt  werden.  Es  ist  auch  bekannt,  dass  der  huchste  viel- 
fache Bogen  in  den  Verwandlungen  von  sinA^^  der  2mfache  (2ml) 
ist,  woraus  folgt«  da«s,  wenn  man  in  b)  mit  dem  Gliede 

1    1.1.3.5.....(2m--3)  _  .  ,_ 

abbricht,  iti  a)  keine  huhem  Potenzen  von  c  erscheinen  werden, 
ab  c"*,  und  dass  demnach,  wenn  man  n=zm  macht,  und  in  den 
Coefficienten 

^  Potenzen  von  c  nur  bis  auf  c"  ansteigen  lässt.  In  a)  auch 
kein  einziges  Glied  verloren  gesangen  sein  wird,  so  dass  beide 
Reihen  vouständig  den  gleichen  Werth  haben  werden. 

.  LiSsst  man  nun  in  b)  m  um  die  Einheit  wachsen ,  so  erhält 
man  dadurch  das  (ni-|-2)te  Glied,  und  dividirt  man  diess  durch 
das  (m-f  l)ste,  so  ist  das  VerhUltniss  derselben 

^^^csinil« 

2m  — 1 

Der  Coefficient    ^i — mc  ist  stets  kleiner   als  c  und  nähert  sich 

2m  -f-2 

bloss  der  Grusse  c,  wenn  m  wächst.  Es  ist  also  auch  diese  Reihe 

convergent,  sobald  c  <  1. 

Die  Summe  der  geometrischen  Progression 

a  +  ae-i-  ae^  + ....  a6"+* 
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/ 

aber  ist 

e»— l 
I?—  1 

Lässt  man  jedoch  die  Reihe    mit  dem  Gliede  6"*  beginnen,    so 
setze  man  nur  azsLt^  und  dann  hat  man 

««— 1 
Ist  e  ein  Bruch,  und  gleich  ^^  so  gibt  diess  flir  tt=Qo 


q-pKgJ     ' 


woraus  folgt,  dass  die  Summe  der  nachfolgenden  Glieder  gleich 
ist  dem  __  ■  fachen  des  vorangegangenen  Gliedes.  Sind  jedoch 
die  Glieder  der  Progression  noch  mit  fallenden  Coefficienten  be- 
gleitet, wie  diess  wirklich  in  b)  der  Fall  ist,  wo  c  für  ^  steht, 
so  erreicht  die  Summe  der  nachfolgenden  Glieder  nicEt  einmal 
das     ^  ■  fache  des  vorangegangenen  Gliedes. 

Hat  man  sich  daher  über  den  Grad  der  beabsichtigten  Schärfe 
der  Rechnung  entschieden,  so  wird  man  in  der  Formel  b)  das 
Glied  bestimmen,  mit  dem  man  abzubrechen  hat.  Ist  es  das  Glied 
c".sinil^'>,  so  wird  man  auch  nur  die  Coefficienten  a  bis  a^n  be- 
rechnen ,  in  denselben  c  bloss  bis  auf  die  Potenz  e**  steigen  las- 
sen und  mit  dem  Gliede  o^n  cos2»il  endigen.  So  wird  man  end- 
lich haben 


--/ 


<'o+fltCos2A  +  a4Cos4X +  a2nC0s2fiA  ,    .  ^ 

5 ar+c. 


1* 


wo  C  die  durch  die  Integration  eingegangene  Constante  ist, 
welche  im  Allgemeinen  eine  Function  von  A  sein  wird.  Um  diese 
Constante  zu  bestimmen,   gehen  wir  zurück  auf  die  Gleichung 


,  _  cosd.sinjS 


z^ 


deren  Integral 
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V=-f^, 


d%+C 


lin  anderes  \ai,  ale  das  obige.    Uenmach  ist 

/cosd.siDiS  .    .  ^        .  •  o  .  cosÄ.sinS 
3 — cb  +  Cs=siiio,iS-f • 

ktegriren  wir  per  partes,  so  lielieD  sich gegenseitig 

iif ,  und  es  bt 


-/ 


dz 


•  coad.coaSdSm  +  C=  sind.  5 


hetxe  ich  cosS  durch  — -s.tgd,  so  ist 


r 


/8indd%dSti  -f  C=:sind.S 


sind .  <S -f  C=sind. 5, 
CssO.     Somit  haben  wir 

7)    «rr-Äin/jy  ^^5^-^ p 


-f-i%iiCos2nA 


dz. 


ich  non 


p 
^ 


•  Ä  r^%nd% 


i 
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Von  den  Integralen 


/ 


d% 


iässt  sich  leicht  das  nachfolgende  doreh  das   vorhergehend 
stimmen.    Man  hat  nemlich  zuerst 

und  hierauf 

Eliminire  ich  nun 
so  kommt 


Setze  ich  nun 


»»npy  P =^i> 

«n/jy  — -a =^; 


so  ist 


^= — cosj3, 
^=secj3-t2^, 

^=^(secjSH4^i) 


le» 


^,  =  j-(MC|J»+«^, 


Dm  nan  in  den  EotwicklungeD  von  a^,  0^,  a^.,..  die  CoefB- 
cinteD  Ton  g*   zu  bestimmen,  setzen  whr 


^=i+«6  (^;^.ao  (g  j  +«0  (js)  +«ö  (^g; 


•i=«i « j+«« 


V8/  +""*  w  +"^  w  + 


«/cV     (»YcV     (*)/cV 

«•=^(8; +«4(8;  +^(?; 

(8)/c\»        (4)/cV 


^^lann  hat  man 


«^      (1)  ,  sin««       W  ^  /siDC«V      ^'^  .  /siii««\» 

4-^«-    >f. — := ««   >f-jl — g-l   — cfj   ^^3! — g-l    — .... 


^    ^     8       ^    ^V    8  y  —  V    8  /  — "*' 

W  ^  /sin«« V      ^^^  .  /sm««\»      (4)  ^  /sin«av 


^oa  gibt  die  Formel 


•A, 


I? 
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"-=  T+i  *•-* + T+ir  <»  -c  )•*-« 


nach  einander: 


l  ,        .        8     , 

1  8 

«8=  9  ( -  3a4  +  ISa« ^  3.-06)^ 

1  8 

«10=  II  (— öfl^o  +  '6<'a— ^--Og)  ^ 


Macht   man   nun   die  gehörigen  Suhstitlitioneii  und  vergler 

c 
Coefficienten  derselben  Potenzen  Ton  ö*»  so  kommt 

<»)      1  ,  W     ,  W      (»)      \ 

«4    =S"(«0+4«^  —«4') 


(S)      1       (S)        (S)        (4)  ,  «,        II  j  j  u 

04  =ir(<^  +^ <^  )  l     wo  rar  alle  o^  deren  doppelter 

^  /zu  nehmen  ist. 

(4)     1  ,  (♦)  .  ^    (4)        («) 


(»)        1  (3)     «   (^)     ^    (4) 

<%  =  7  (—«»+80;»  — 2H4  ) 

(4)        1  (4)  (4)       ^  («) 

<%   =y(— «i+8fl^  ^204) 

(*)        1  (*)      ^(ä)  i4) 

«^      =f(-%+8€?4   -2IH4) 


(4)        1  ^(4)  (4)  (4) 
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«8  =^(-3fi^+12o^-3i%  ) 


BtraehDen  wir  nan  a   numerisch  und  stellen  die  ersten  Werthe 
tMhrisch  dar»  so  haben  wir 
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«0 

a% 

«4 

• 

«o=-2 

«B  =2 

• 

• 

«4  =*^1 

«0  —10 

«a  =16 

«4  =-6 

(4)          175 
«0   =        4 

4*L70 

14;                         • 
«4  =—36 

(6)          44} 

"0   =      -f 

(5)   '735 
0«    =  2 

(6) 

«4  =-210 

(5) 

0^    =: 

(«)          4851 
«0 4 

(«) 

«i    =2079 

(6)          10395 

«4      =             g 

(^)          14157 
«0    =—     2 

C^)     99099 

(r)         33033 

«4=4 

(T) 

(8)          2760615 
"'  =~      64 

(8)      306735 
*^    =     4 

(8)          429^9 
«4    -•          8 

(9)          8890825 
««=-       32 

(»)     15643485 
«a    -      32 

(«)          142213S  ' 
«»    =           4 

(lo)        112285459 

ao)     51038845 
«*    =       16 

(10)        153116S3S 

WK 

«0 64 

«4    — ■      64 

**    ^ 
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r 


(5)       7 


«10  —2" 


(T> 
«10 


(8) 
«10 


3003 

8 


15015 


(«)     546075 


go).   2375639 

«10   -        § 


«la 


«It 


(8) 
«« 


«It    = 


21 
231 


6435 
8 

36465 


(n     33 

«14  =y 


11778195 
r28 


«l4 


(9) 


429 
4 

109395 


(10)     692835 
*^*    =     32 


la 


12 
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Die  Glelchaog  4)  aber  gibt 

Nan  ist  bekanntlicb,  weno  man  das  constaDte  Wachsflium  voo  x 
durch  h  darstellt : 

sin^(a;  +  2  ^) 
SeoBqx^= 1 — ^ ^  Const 

2  ^  [     wo    iS    das    Samminmgs- 

?  zeichen  vorstellt 

1    ' 

co8q(x  +  ^h) 

S8\nqx=z^' 1 +  Const. 

2sin^qh  J 

Will  man  nun  die  Saramen  der  n+i  Glieder 

sip^a  +  sin7(a+Ä)  +sin5r(a+2Ä) ....  +8iaq(a+nh) 
und 

cos^a + cos  q(a + A)  +  cos9(a+2A) +  cosq(a + nh) 

haben  »  so  hat  man  obige  Integrale  zwischen  deii  Grenzen 

xziza  —  h  und  x=za-{-nh 
zu  nehmen,  und  diess  gibt 

11 

sin9<a  +  2  nA)sin ^qh{n^l) 

SeXuqx  = 1 :: —  » 

sin^^A 

cos9(a  +  2  7tA)6in «  5^A  (n  f  1) 

iScos^a?=  I — -— . 

sin  -q  qh 

Da  das  Wachsthum  A  in  unserm  vorliegenden  Falle  die  Lin- 

genzunabme  der  Sonne  in  einem  Tage,  folglich  kaum  =:g^ist,so 

könnten  wir  bei   unserer  be^disicbtigten  Summation  in  Beziehung 

auf  8)  in  den  drei  oder  vier  ersten  Gliedern  ^qh    statt  sin  ^  qh 

setzen.    Ist  l  die  am  ersten  Tag,   Mittags  12  Uhr,  stattfindende 
Sonnenlänge,  so  haben  wir  aus  8)  fiir  m-f  1  Tage: 


\ 


17^ 


10} 


Su=(m+l)Ao 


C082  (V  +^mh)  slniHifi  -f- 1) 
+  ^- ^a 


+A.. 


cosi(X'  +  ^fnk)  8b2A(m  + 1) 


8in2A 


+^1» 


coB2n(l'+äf'^h)  sinnh(m + 1) 


mnnh 


Eben  so  liefert  9)  füt  m  +  i  Tage : 

11)     sjUzJ^^^^^^smik^  +  Imh)  siogACm+l). 

^  Die  Formel  10)  reicht  beinahe  für  die  ganze  bewohnte  Erde 

f    MS,  w&hrend  11)  nor  fdr  die  Polarländer  anwendbar  Ist 


Bestimmen    wir    nun   iiir  die   gemässigten  nnd  Tropenländer 

die  \Värme-  oder  Lichtmenge  eines  ganzen  Jahres.    Nenmen  wir 

das  Jahr  zu  365^4  Taj^en  an  und  wählen  die  Länge  eines  solchen 

Ortes  9  welcher  um  Mittemacht  sein  Frühlingsäquinoctium  hat,  so 

ftlit  dieses  Aequinoctium  nach  einem  Jahre  auf  6  Uhr  Morgens, 

wo  also   die  zweite  Hälfte  der  Macht  weder  Wärme  noch  Licht 

Wert.  Fiele  aber  das  erste  Aequinoctium  auf  Morgens  6  Uhr,  so 

Ikne  das  zweite  auf  Mittags  12  Uhr,  so.  dass  hier  V2  Tag  weiter 

ii  Rechnung  zu  bringen  wäre,  und  zwar  bei  der  Declination  d=0. 

Ihn  wird  daher  nur  unbedeutend  von  der  mittlem  Wärme-  oder 

Uthtmenge  abweichen,  wenn  man  der  Summe  für  365  Tage,  das 

fftti  Aequinoctium  für  Mitternacht    angenommen,    noch  -^u,  für 
'sO,  beisetzt,  d.  h. 

jU=-rC08p. 

Noch  einfacher  erreichen  wir  unsern  Zweck,   wenn  wir  ioter* 
poBreo,  und  setzen 


hd  +  m^—ln. 


1 


Da  wir  DHU  haben  k'zsz^h,  so  i 


ist 


if-f-o  mh=sn 


*2* 


19 
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und 

sinitA(m-t-l)=0« 
folglich  die  Wärme-  oder  Lichtmeoge  eines  Jahres 


5,,==?^  =365,254 


oder 


48 
12)      5^=  ^  i4o = 2790,3^0  • 


Wollen  wir  die  Wärme-    oder  Lichtmenge  eines  Jahres  für 
den  Aequator  bestimmen^  so  ist  ß=zO  und 

^0=-^l=  ^=^3  =  .....  ^=  — 1, 

folglich 

Nun  ist 

log  (2|f)  =0/2971462-2 

und  diess   gibt 

J  0=0,9591 
und  endlich 

SM=W76 

für  den  Aequator.. 

Wollen  wir  die  Wärmemenge  des  Pols  suchen,  wo  j?=90*^ ,    so 
haben  wir  es  hier  nur  mit  einem  halben  Jahre  zu  thun ,    so  dass 

sin(X' -f  ö*  fitA)  =  sin  ^  =  1 


und 


sinö-Ä(»i+l)  =  sins-=l 


folglich 
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13)      Sitf=*§«1i  =  llll 


ffir  den  Pol. 


Die  dem  Aequator  in  einem  Jahre  zugeföhrte  Wärme-  oder 
Lichtmenge  ist  also  2,  4  oder  2%  mal  grösser»  als  diejenige  des 
Poles. 

Die  Fruchtbarkeit  eines  Landes  hängte  unter  übrigens 
gleichen  Ums'tänden,  hauptsächlich  von  der  demselben  zuge- 
tuhrten  Wärme-  und  Lichtmenge  ab,  und  wir  dürfen  bei  den  in 
den  irdischen  Temperaturen  stattGndenden  engen  Grenzen  anneh- 
men» dass  für  dieselben  Gewächse»  z.  B.  für  dieselbe  Getreide- 
art» die  Summen  der  Wirkungen,  um  sie  gedeihen  zu  lassen  und 
zur  Reife  zu  bringen»  gleich   sind. 

Wir  setzen  die  in  Stunden  angegebene  Zeit  des  Gedeihens 
derselben  Fruchtgattung  för  die  Breite  ß  gleich  f »  für  die  Breite 
ß'=t'9  die  Ton  der  Sonne  in  diesen  Zeiten  gelieferten  Wärme- 
oder Lichtmengen  gleich  M  und  M\  so  wie  die  Wärmemenge»  die 
der  Erdboden  selbst  je  in  einer  Stunde  gibt»  respective  gleich  m 
und  m'.  Setzen  wir  ferner  die  Wirkung  der  Mengen-Einheit  der 
Wärme=:il  und  die  Wirkung  der  Mengen •  Einheit  des  Lichtes 
gleich  ti)»  so  haben  wir 

lü  +  mt+wM-M'  +  m'f  +  wM' 

oder 

'    l+to  1+w 

Da  M,  M' ,  t  und  t'  bekannte  Grössen  sind»  so  gibt  diese 
Gleichung  die  zwischen  jj—    und  jt-   stattfindende  Relation  an. 

Wollte  man  für  die  Breite  ß  und  eine  neue  Breite  ß'*  eine  zweite 
Gleichung  aufstellen»  so  könnte  man  l  +  c  eliminiren,  und  dadurch 
würde  sich  eine  «neue  Relation  zwischen  m,  m'  und  m"  dar- 
stellen. 

Bei  absichtlich  angestellten  Proben  hat  es  der  Mensch  in 
seiner  Macht»  in  Beziehung  auf  den  Boden  und  dessen  Befeuch- 
tung Gleichheit  der  Umstände  herbeizuführen. 

Wollen  wir  endlich  die  Wärme-  und  Lichtmenge  bestimmen» 
die  die  Sonne  in  der  Zeit  T  dem  ganzen  Erdballe  überhaupt  zu- 
führt» so  können  wir  uns»  da  stets  Eine  Halbkugel  von  derselben 
erleuchtet  ist,  vorstellen,  die  Sonne  stehe  im  Zenit  eines  Pols» 
während  die  Erde  ruht.  Dann  ist  die  dem  Element  dßdk  in  einer 
Stunde  mitgetheilte  Menge 

t 

=:R^dßdk.s\nß, 
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trobei  wir  einen  Ort  mit  beliebiger  Breite /Snod  beliebiger  Unge  l 
gewShlt,  und  den  Halbmesser  der  Erde  =12  gesetzt  haben. 

Die  dem  ganzen  Breitenl^reise  mitgetfaeilte  Meoge  ist  daber 
Die  Integration  gibt 

nnd  awisdien  den  Grenzen  ß^==^  nnd  /3=0 


folglich  so  fiel»  ab  ein  grGsster  Dnrchschidtt  der  Erde, 
Sonne  senkrecht  bescheint »   empfangen  würde. 

Diess  gibt  in  der  Zeit  T 

was  fir  ein  ganzes  Jahr  liefert 

365»25.i4.ß^ =27339.1^ . 


179 


■ 


Veber  die  Ton  Polaren  und  Asymp« 
totencbordeD  umtaflllten  Oorren. 

Von 

Herrn  O.  Bermaniiy 

Uülfulehrer  am  Gymnasiain  zu  WetiUr. 


(Fortsetzung  des  Aufsatzee  hi  Theil  XIV.  8.  382.). 

1. 

Nachdem  die  EinhfilluDgscurveD  betrachtet  worden  sind, 
«tiche  durch  Verschiebung  des  Poles  in  gegebener  Bahn  ent- 
Men»  wenden  wir  uns  zu  denen,  deren  Entstehung  durch  Aen- 
faoDgen  der  DIrectrix  bei  unverändertem  Pole  bedingt  wird. 
IHe  Aenderungen  der  Directrix  können  ihre  Form  oder  ihre 
li&ge  modificiren.  Bei  solchen  der  letzteren  Art  lässt  sich  im- 
Bjerdoe  Bewegung  des  Poles  bei  ruhender  Directrix  denken,  welche 
dieielbe  Curre  erzeugen  würde;  doch  nur  in  wenigen  einzel- 
•Den  Fällen  ist  es  leicht,  Ruhe  oder  Bewegung  von  Pol  auf 
Directrix    und  umgekehrt  zu  übertragen,  so  z.U.  im   Falle  einer 

,  xeradlinigen  Bewegung,  wo  die  dlrect  entgegengesetzte  in  dersel- 
neo  geraden  Richtung  zu  substituiren  ist.^  Das  Verschieben  der 
Directrix  in  gerader  Richtung  ist  demnach  auf  die  früheren  Be- 

-  tnehtangeh  zurückgef&hrt. 

Indem  wir  hier  die  Aenderungen  in  der  Form  der  Directrix 
nicht  weiter  betrachten,  soll  bloss  eine  von  den  vielen  hinsicht- 
fich    der   Aenderungen  zweiter    Art  möglichen    Annahmen    her- 
forgehoben  werden,  der  Fall  n2imlich,  wo  sich  der  Kegelschnitt 
D  seinen  Mittelpunkt  dreht.     Für  die  Parabel  geht  diese  Dre- 
iDg  In  ein  Gleiten  längs  einer  Tangente   über,   was  aber,  wie 
mbon  erwähnt,  auf  das  Frühere  reducirt  werden  kann.    Dass  eine 
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eonceotrische  Kreisbewegung  des  Poles  (in  entgegengesetzter 
Richtune)  bei  ruhender  Directrix  hier  nicht  substituirt  werden 
kann,  erhellt  sogleich  bei  näheter  Betrachtung. 


li. 

Betrachten  wir  zuerst  die  von  den^  Polaren  des  Poles  x',  y 
eingehüllte  Curve.  Es  wird  im  Folgenden  ein  rechtwinkliges 
Axensystem  gedacht»  dessen  Anfangspunkt  in  den  Mittelpunkt  der 
Directrix  fällt. 

Dreht  man  die  Directrix  (Ellipse  oder  Hyperbel)  um  den  Win- 
kel G}»  so  ist  ihre  Gleichung  offenbar  dieselbe,  wie  die  des  unverän- 
dert liegenden,  wenn  dieselbe  auf  Coordinatenaxen  bezogen  ist, 
zu  denen  map  durch  blosse  Drehung  der  früheren  Axen  (ohne 
Verschiebung)  um  denselben  Winkel,  aber  in  entgegengesetzter 
Richtung,  also  um  — cd  gelangt.  Die  hier  gültigen  Transforma- 
tionsgleichungen sind  aber 

j?=:arjCos( — w)— yisin( — cd),  oder  a:=yisina)'f-a:iCosa), 
y:^Xi&\n{ — io)  +yiCos(— (o).  ^=^iCosö)— a^isinca. 

Gehen  wir  von  der  einfachsten  Annahme  aus ,  die  ursprüng- 
liche Lage  der  Directrix  sei  von  der  Art  gewesen,  dass  ihre  Haupt- 
axen  mit  d(ßn  Coordinatenaxen  zusammenfallen,  als  primitive  Glei- 
chung 

1)  a^y^±b^x^=a!^b^ 

oder 

Durch  die  angegebene  Transformation  geht  1)  über  in 

2)  (cos^w  +/J8in«%^^— 2(1— /J)8in  cacos  a}.xy+(sin^(D+ßcos'^<D)afl+s:=0, 

Gleichung  des  um  den  Winkel  oo  gedrehten  Kegelschnittes« 
Setzt  man 

«        14-€os2q)       .  ^        1— •cos2oo     ,  .  _  •      /, 

cos*i»= o y  sin^(j=:; 5 j  J-f/Jssin,  l-^ßz;zn; 

also 

!t     .  x>  •  *Ä        1  +  /J-K1— /5)cos2ö)      m+ncos2a 
cos^fl» + /Jsm*« = 2     ~ 2 ' 

^.^^.. ,  o ^ l+p  — (1— /g)cos2tt)_m>--ficos2fi>. 

0in^(oi-pcos''fi)= g—  SS 5 9 
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m  rifritM  Mr  2): 


«•+  — 


m-f-ncoliSo) 


^    '^      1»  +  ficos2o»  ^  "*"  m  +  »cos'io» 
Fir  d«i  KegebdiDitt 

^ +2«j:y + /Jar»  +  2y3y  +  2te  +  €=0 

k  aber  die  Chordale  des  Poles  (x',  y')\ 
■iUerist 


r-=0 


— iisiaSco      ^    m — ncos2co  •     ^  2f 


-h firo8!2is'  ^' M-t-nco82(o' 


m  -f  n  co»2» ' 


AIm  Qeicbaiig  der  Chordaien  des  ^edachteo  Kegelscbuittes  fttr 
ta  Pol  ar',y: 

,  A» — «cos2«  «sing»      ^  \  ^       ^. 

'''V«"+«oo«2cD^  ""m+jioo(öa*^/*+m3&»coi3ai'^ 


^9  to9s2«(y'y— jr';r)-ji»io2»(ar'y  ^^x)  +  i«(y>  +  ät'ä')  -|  2«   -0. 
'^  «!■  abo  alikfineud 


••kt 


in 


r 


m 


Dziaigleicfaung  nach  o>  ist 

7)     £€OS2«>+ ^^D2tt=:0, 


=Ü 


'— ^HsioSfu. 


<9fn»  +  tM^%msz  1 
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substituirt,  gibt^ 


sm' 


8in2g)=:   ^  ^,  also  cos2a)c= 


Dies  iD  6)  substituirt,  gibt 


J 

1 


oder 
quadrirt: 

TForaus  sich  eDdlich  für  die  gesuchte  Gleichung  der  UmhüliBmii- 
curve  ergibt: 

8)    n«(J«+i^)— m^Ca=0. 


111. 


Betrachten  wir  diese  Curve  näher. 

B=0  oder  a:'y-fya:=0  ist  die  Chordale  des  Systems  (als 
Kegelschnitt  betrachtet)  der  beiden  Coordinatehaxen  selbst  d*  k. 
die  durch  den  Mittelpunkt  der  Directrix  sehende  Linie,  weddM 
parallel  der  zweiten  (nicht  durch  den  Pol  gehenden)  Diagonale 
des  für  den  Pol  x',  y'  construirten  Coordinaten- Rechtecks  ist; 

A=iO  oder  y'y — x'x=iO 

schneidet  die  vorige  im  Mittelpunkte  der  Directrix  rechtwinklig» 
und  ' 

C=0  oder  y'y+afx  +~^ 

ist  die  Chordale  des  mit  dem  gegebenen  Kegelscbnitte  concca- 
triscben  Kreises  vom  Radius 


V" 


l2! 

tn 
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oder  ab 


Vi»±y«' 


Eil  lie^  der  G«danke  eioer  VereinfachuDg  unserer  Curve  dadurch, 

fcmaD  die  aufeinander  senkrechten  ^=0  und£i=0  zu  neuen 
lioatenaxeii  nfihmey  nahe;  doch  eenügen  die  alten  Coordina- 
'  I  io  dieser  Hinsieht  eben  so  gut.    Es  ist  nämlich 

[ad  GieichoDg  8)  redaeirt  fücb  auf 
fiUchuDg  8)  Ifisst  sich  schreiben : 


(nÄ  +  mC)(nÄ— mC) +n«il«=0, 

ik  der  EinhfiUungs-Keffelschnitt  istjin  ein  gegebenes  Viereck  so 
ehradirieben,  dass  auca  die  vier  Berührungspunkte  angegeben 
m,  nod  demnach  leicht  zu  construiren. 

Eierhellt  nämlich  aus  der  ersten  dieser  (jlleichungeii ,  dass, 
«eil  dieselbe  befriedigt  wird,  wenn  gleichzeitig 


iiil  +  mC=Oi  n^— mC=Oi 

Ä=0i  ^  ®'  B=o\ 


bt,  dflnelbe  durch  die   Punkte  'geht«    wo  die  Linie   B=0  die 
Mdn  Geraden 

nA  +  mC—0  und  nA-^mC—O 

ioMet,  und  ferner,   weil  B  in  quadratischer  Form  erscheint, 
jeder  dieser  Durchschnittspunkte   als    das  Zusammenfallen 


*)    Fuhrt  man  jene  Traniformation    aiiH,    indem    man    ^=0   ali 
Axe  der  x^  i4=0  all  nene  Axe  der  p  annimmt,  so  reiiiltirt.  wenn  man 
den  Pol  auf  die  neuen  Axen  bezieht  und  daher  2x'ji/'==j:'\  j^'*— <r«s 
f**  eeftst,  wo  X'\  y"  dann  die  neuen  Coordinaten  desselben  «ind : 

nicht  «o  einfädle  Gleichung. 
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zweier  Punkte  vertretend  anzusehen  ist»  d.  h.  dass  jene  b^d 
Geraden  Tangenten  sind.    Ebenso  geht  aus  der  Gleichung  herv 

dass  die  beiden  Geraden  ^ 

i 

nB+mC=:0  und  7*JS— iiiC=0 

\  ■  t 

u 

den  Kegelschnitt  da  tangiren»  wo  sie  von  ^=0  gescbriti 
werden.  ,  '  .  * 

Es  ist 

nA+mC=0:  (l-/5)(y'3(-a:'j:).+(t +iS)(yy  +  a:'ar)+2fi=:0  \ 
oder 

60  wie  ', 

n-4— wiC=0:  x'x  +  ßy*y  +  6=0; 

erstere  nichts  anderes  >  als  die  Chordaie  der  Directrix  in  ib 
primitiven  Lage,  letztere  dasselbe  für  den  (reciproken)Pol»  deas 
Abscisse  der  Ordinate  des  gegebenen  gleich  ist ,  und  umgekek 

Die  Coordinaten  der  Durchscbnittspunkte ,   resp.    Taingtlfl 

S unkte»  sind»  wie  sieb  durch  Elimination  einer  der  Variabäi  i 
ed  betreffenden  Gleichungen  unmittelbar  ergibt: 

von  B=0  mit  n^  +  mC=0:'  ar=^7^:iy2'  »=^p5£y»* 

-        .    fiJ-mC==0:   ^=^2_^^/2>  y=|^yjL^' 

«ß  +  mC=0  ist  (n.r'  +  my^y  +  (ma;'+ny)ar+  2f =0 
oder 

(a:'+y)(a-+y)  +  |S(a:'-y')(a;-y)  +  2e=0 
oder  auch 

Ä+C— |S(P— C)=0. 
nB-'7nC=0  i^t  (nx' —my')y -{- (mx' — ny')x^2B=0 
oder 

(0?'-^')  (x+y)  +  /5(a?'+y0(^~^)-26=0 
oder  auch 

JS-C-/J(Ä+C)=0. 
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B^C=0  und  Ä+C=0 

die  EUlbirnngslinien  der  Winkel,  welche   die  B=zO  und  C=0 
iräuider  bilden  Tund  daher  auch  auf  einander  senkrecht),  undauch 
'~~:h  Dfther  besümint,  das«  sie  unter  45^  gegen  die  Coordina- 
10  geneigt  sind,  weil 


2s 
B— G=dO  oder  (ar'-^0.V+(»'-^^+"~==O 


mit 


2e 


3^-^  +  ^i(iCyf=0 


Ä+C=0  oder  (a;'+3^0y  +  (^'  f3^0^f|f=0 


Haitisch  mit 


2c 


Ut)  Sa  Entfernungen  beider  vom  Anfangspunkte  sind  offenbar 

eV2  ,       «V2 


»«(^'+.yO  mCar'-y') 


en 
en 


:1iegen   die  eine    dieser    leicht   zu  construirenden  Linien,   geg 
'B— C=0  nftmlichy  Ist  die  Gerade  nB+mC=20   unter  demselb 

Wlikel,  dessen  trigonometrische  Tangente  ß  oder  J:  »  ist,  geneigt, 
nB--iiiC=0  gegen  die  andere,  B+C^^O. 

Als  Goordinaten  der  beiden  hierher  gehörigen  Durchschnitts- 
[paukte^  rssp.  Tangentiaipunkte,  ergeben  sich: 


ftr  den  von  ^=0  mit  niB-f  ntC=0:^= 


-2V 


r^«(«^+y^)+2i»a:'y' 


Das  dem  Kegelschnitte  zugehörige  Viereck  (er  mag  es  von 
len  oder  Aussen  berühren)  Ist  demnach  leicht  zu  construiren: 
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Das  Letzte  kann  jedoch  nicht  der  Fall  aem,  weil  |}<l,  also  /!— 1 
negativ,  und  daher  y  ^—^  und  y  |^  imaginSr  sind. 

Die  übrigen  Geraden  sind  leicht  zu  construiren:  y=.J:— x  ist 

nämlich  nichts  Anderes,  als  die  durch  den  Mittelpunkt  der  Diree- 
trix  gehende  Linie»  derjenigen  parallel,  welche  das  Ende  der  gros- 
sen Axe  mit  dem  der  kleinen  verbindet;  y=±T-j;  steht  anf  der 

vorigen  senkrecht;  y=^4:  jc  halbiren,  durch  den  Mittelpankt  sehend, 
den  rechten  Winkel,  welchen  beide  Axen  mit  einanoer  hUmn. 

Eine  nähere  Betrachtung  zeist  femer  von  selbst,  dass,  wen.i  * 
sich,  bei  beliebiger  Du*ectrix,  der  Pol  in  der  Peripherie  eines 
derselben  concentrischen  Kreises  bewegt,  nur  die  Lage  der  Üm- 
höllungscurve  geändert  wird,  keineswegs  aber  die  Form  derselben. 
Dieselbe  bewegt  sich  in  diesem  Fsule  mit  ihrem  Mittelpunkte 
ebenfalls  auf  der  Pripberie  eines  concentrischen  Kreises.  Be- 
stimmt man  nämlich  aus  den  Goeflkienten  der  Gl.  10)  auf  bcf- 
kannte  Weise  die  Coordiuaten  ihres  Mittelpunktes,  so  ergibt  sich, 
da  in  diesem  Falle  x'*-\-y'^=^r'^  ist,  wenn  r  den  Radios  des  vom 
Pole  beschriebenen  Kreises  vorstellt: 

also  auch 

«o'+a^o"*— 4      132^4     •  ^—J     /3«r«     • 

l(l4-8)t*) 
Der  Radius  des  In  Rede  stehenden  Kreises  ist  also  g  — ^^  ^ ; 

er  geht  för  /3=  — 1,  d.  h.  fär  die  gleichseiti|;e  Hyperbel»  wo  die 
Bewegung  des  Pols  im  Kreise  keinen  Einfluss  hup.  In  einen 
Punkt  über. 


V. 

Betrachten  wir  zweitens  die  von  den  Asymptoten chordeo 
eingehüllte  Curve.    Hier  ist  die  Ausgangsgleichung  so  zn  wftideD, 

*)  Verlegt  man  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  in  den  MiUelpiialr^ 
der  Umhüilung8Gur¥e ,  so  reducirt  sich  ihre  Gleichung  aaf 
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IlM  auch  dasjäyatem  sweier  Geraden    nicht  ausgeachloMen    ist 
bei  den  Cnordalen  nicht  nGthig  war. 


Wh  eetaen  aiao 

di  füelefiDDg  der  Directriz ,  d.  h.    gehen  Ihr  keine    bestimmte 
flWlIve  Lage.    (Alles  fibrige  wie  vorhin). 

Die  Gleichung  der  um  Winlcel  do  gedrehten  Curve  wird  liier 

9)   (esAi-f /l8in*aH'<i^i"'2<»)^*4-(2«cos*a>-^2crsin'o>---(l-"/}}sia2(D}:^ 

+  (sin*»  J-  /}cos*oH-asin2a)):r* + e = 0 , 

ait  Einf&hrung  des  doppelten  Winkeis,  so  wie  von  mund  n: 

■ 

3)  (iii-fiicos2Qi-f2asio2co);y*-f2(2acos2o9^nsin2o))a;y 

•f  (m— ftcos2o>  —  2aain2ai)x^  -f  2« =0 . 

Nieh  einigen  Reductionen  resultirt  als  Gleichung  ihrer  Asymp- 
titenehorde*): 

H^(j^V-^^^+  ^-?-')-  ii(«'y +y^-j:y)]sin2« 
8«tit  man  wieder: 


'f 


«a 


y'y -a^x-\r f^-zizA , 


*)    Fnr  den  sllgenieinen  Kegelschnitt 

l    b^Mniiich 

*  ^t^ichung  der  Asymp totenchorde,  and  liier  i^t 
i.  fg,.   ^       2«e<isg»->tsin8ai       ^^^       W-llcos2a»^2»«ingai  ^_q 

t  '  fll-|-lieoi9w49<>*i°2o»'  Jn-fncos2(tf-f-2a«in2cii*  '^         * 

?    *  "'  '  •  m-f  ^coa2erf-9a«in2<y 

'^1 


},''"»^U  XVI.  «3 
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so^geht  4)  über  in  ■  -  "'. 

5)    mC+M+2«Ä)co82fli+(2«i4— «fi)«»2<»=0.  ' 

Die  weitere  Entwkkebog  (Differenzirong  und  Elhataatkwi  ven«^    - 
ist  der  früheren  identisch.     Die  gesuchte  GleicbuDg  der  \Jmmir 
liingscnrve  ist- demnach  ^  .    ,        ' 

6)  (nA  +  "laBf  +  (2a/4-w  ß)«-m«C»=0 
oder 


VI. 


^    ^ 


Entwickelt  man  Gleichung  7),  s»  resnitirt 
oder  •     - 

Verlegt  man  den  Anfangspankt  der  CoordiDaten  in  Punkt  'o>%» 

d.  h.  in  den  Halbirungspunkt  der  Linie,  welche  den  Mittetpinikt 
der  Directrix  mit  dem  Pole  verbindet,  und  iässt  die  Riehtang  der 
Azen  ungeändert,  so  geht  8)  über  in 


x^ 


+*^"  («^+4«»)(x"'«+3^'«)L2  •*+  2  '^+mj  =*' 


wo  auch    X*  und  V  nicht  mehr  die    früheren,   sendern    die    niif 
diese  neuen  Axen  bezogenen  Coordinaten  des  Poles  sind,  öder  In 
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Dto  EhMlurtgstfUfTe  ist  demnach,  iri^  äüs  der  Verf^leichung 
nit  der  frfiher  fllr  die  Chordaleri  entwickelten  Gleichung  erhellet^ 
HeB9t  gätiz  ähnlich  nnd  unterscheidet  sich  nur  durch  4(7i^-f4a^) 
itiü  des  früheren  ti!^. 

-  F&r  BUipee  und  Hyperbel  kann  «=0  gesetifit  werden,  indem 
man  die  bei  der  Betrachtung  der  Chordalcorve  ab  primitiv  ange- 
sehene Lage  anch  hier  annehmen  kann.  Es  würden  sich  beide 
CcnreD  als^o  nur  durch  ihre  Lage  und  durch  die  Moditication, 
wekhe  2a  bei  dieser  statt  n  bei  jener  bewirkt,  unterscheiden.  Die 
hier  mit  i4=O,-0=O,  C=0  bezeichneten  Geraden  sind  den  frü- 

v      sc 
beren  parallel,   0=0  oder  '^-f— ;=1   ist  die  Asymptotenchorde 

des  Systems  der  beiden  primitiven  Hauptoxen,  geht  also  nach 
der  oben  erwähnten  Verlegung  der  Axen,  durch  den  neuen  An- 
Angspankt,  und  ist  dann  für  die  neuen  Coordinaten  ganz  identisch 
der  früberea  A=0  ftir  die  alten. 

^=0  ist  der  entsprechenden  der  Chordalcnrve  in   der.  bloss 
▼OD  der  Lage  des  Pols  abhängigen  Entfernung  ^  _iL==  parallel. 

CggQ    ist    die    Asymptotenchorde*)     des    mit   dem   Radius 

V_Z1*  oder  .  ^  "t::  an»'  <^cni  Mittelpunkte  der  Directrix  be- 
scbriebeneii  Krcisee»  und  in  diene  geht  dieUmhüllungscurve  Aber,  wenn 
die  Directrix  ein  Kreis   oder  n=0  ist,   wo  TTg^^o  ist,  also 


C=0:yi^  +  ^^r=yf!i±^ 


— r« 


die  Asymptotenchorde  des  Kreises  vom  Radius  v.  Auch  hier  sind 
;  ofenbtfr  (ms  Viereck  und  die  Tang^ntialpunkte  leicht  zu  construiren. 


Ist   die  Directrix    eine   gloiseitige  Hyperbel,    so    geht    die 
\  UmhOllangscurve  iu  den  Kreis   o:^ -f y » = ^.^ ,    m.  über,   dessen 

Radios     crv^t. «  Er    unterscheidet  sich  von    dem    früheren    da- 

,  durch,  dass  sein  Mittelpunkt  im   Halbirnngspunkte   der    Geraden 
'  liegt,  welche  den  Mittelpunkt  des    crstereu    mit  dem  Pole    ver- 
bindet, und  dass  sein  Radius  halb   so  gtoss  ist     Auch   hier  gilt 
'■  hinsicbtiich   der  kreisHirmigeu    Bewegung    des  Pols  wieder   das 
froher  G^esagte. 

Fflr  ein  System  zweier  Geraden  ist  inGleichune9)  e=0  zu  setzen. 
"In  diesem  Falle  aber  schneiden  sich  die  drei  Linien  ^1=0,  A=0, 


4^    Die  Atymptotenchorde  des  Kreise«  a:*-|-lf*-f  «=0  bt  aftmlich  nach 
FiherMi 

jf'y+j'j?— J(y*  +;r*«— 0=0. 

13* 
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C=sO   in    einem    Punkte.     C=0  ist    nSmlich  '  jetzt    in    den 

alten  Coordiiiaten  y'f^+a:'a:= — 2"'  ^'  ^'  '^^   '"*  Halbirung»- 

punicte  auf  die  den  Pol  mit  dem  Mittelpunkte  derDirectrix  verbin* 
dende  Gerade  errichtete  Perpendikel  und  -4=0,  sowie  B=0  gebeo 
durch  denselben  Punkt,  ^velcher  der  neue  Anfangspunkt  Ist,  da 
sich  4=0  schreiben  lässt: 


und  J?r=0: 


(Dass  beide  auf  einander  senkrecht  sind,  Ist  bereits  bekaont)^ 
Auch  durch  Elimination  zwischen  diesen  drei  Gleichnngen  Iftsst 
sich  Dasselbe  nachweisen"^). 

Hierin  liegtauch  noch  folgender  Satz»  indem  man  andi 
/?=0  denken  kann,  also  das  System  f/^— 2aj?tf  ==  0  oder 
y(y — 2ax)=z0,  d.  h.  die  Axe  der  x  und  eine  sich  .mi  Anfangs- 
punkte drehende.  Gerade: 

• 

Haben  Parallelogramme  eine  Diagonale  gemeinschaftlieh  «nd 
liegen  zwei  parallele  Seiten  derselben  in  einer  und  derselben  Gera- 
den, so  schneiden  und  faalbiren  sich  die  anderen  Diagonalen  i^ 
Halbirungspunkte  der  ersteren  **). 


,   *)     £8  i«t  iiAmlirh  ,  *  - 

oder 

Dies  in  C=0  «iibstitairt,  gibt: 

x*^     x'-\-y'* 


y'y-V 


2  2 


**)  L«  versteht  «ich  zwar  Ton  selbst,  dass  die  zweiten  Dfaironales 
der  Parallelogramrae,  die  bereits  eine  Diagonale  gemeinschsfUich  haben, 
«ich  im  Halbirungspunkte  letzterer  schneiden  (und  halbireii);  doch  Ist  d«r 
obige  Sat/  keineswegs  seines  Inhaltes,  sondern  de«  eigeathfimtichea  We- 
ges seiner  Auffindung  wegen  angeführt  worden. 
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Nachschrift. 

I 

!■  aeifieni  früheren  Aufsatie,  von  welchem  der  vorhergehende 
lh  Fortietiang  ist,  hat  mir  der  Herr  Vf.  eine  Herichtlgune  ein- 
l  MMdt  Erbittetnämlichdieg«ehrtenLeser,iflThl.XIV.S.384.8tatt 
wWorte:  ^»AusOieiehang  (1)  ist  ersiehtljch"  bis  „schncii- 
ieisich  in  einem  festen  Punkte"  gefölligst  das  Folgende 
nietsen: 

»Aas  Gleichung  (1)  ist  ersichtlich,  dass  sich  alle  Asymptotenchorden 


nd  ftliDiich  liegend .  schneidet  ihn  in  denselben  beiden  Punkten, 
wit  die  Chordale  des  Anfangspunkte^,  da 

y>-f  2«^  +  /Jar«-«  s(y«  +  2aa:y +/3ar*+2yy  +  2^a:+e)-2(yy  +  dx  +  e) 

oder 

ist>  und  hat  faraer  den  Anfangspunkt  selbst  zum  Mittelpunkte. 

Heraus  ergibt  sich  also  unmittelbar  der  Lehrsatz : 

»^hneiden  sich  zwei  ähnliche  und  ähnlich  liegende  Kegel- 
schnitte in  den  beiden  Punkten,  wo  die  vom  Centrum  des  ersten 
taach  dem  zweiten  gezogenen  Tangenten  diesen  berühren,  so 
•cbneideD  sich  auch  die  Halbirungslinien  aller  Tanjgentenpaare, 
die  man  von  beliebigen  Punkten  des  ersten  aus  nach  dem  swei- 
iea  «lebt,  in  dessen  Centrum"  und,  auf  Kreise  angewandt,  den  in* 
teressanten  Satz  (Cfr.  Piücker,  analyt.  Entwiekelungen  B.  I.  S.  65., 
N.1S7): 

^,3chneiden  sich  zwei  Kreise  orthogohal,  so  treffen  sich  die 
Halbirungslinien  der  Tangentenpaare,  die  man  von  beliebigen  Punk- 
^  .ten  eines  der  beiden  Kreise  nach  dem  andern  zieht»  im  Centmm 
r<  des  ersteren" 

r  welcher  Satz,  wenn  mehrere  Kreise,   statt  des  einen  Paares, 

combinirt  werden,  noch  weiterer  Ausdehnung  fähig  ist." 

G. 


i. 

i. 


104 


HTeae  einfaehe  und  leichte  Herleltunff 
der    Orundformeln    der  «pharl^clieii 

TriffOiiöiiietrle. 

Von 

dem   Herausgeber. 


§.1. 

Die  GFundformelnr  der  sphärischen  Trigonometrie  kann  man 
belcanntlieh  auf  verschiedene  Arten  ableiten.  Es  iXsst  tMk  dabei 
ein  rein  analytischer  We^  einschlagen,  oder  man  bann  sieb^iner 

geometrischen«  «Ich  an  eine  Figor  anschliessenden  ßelraehtnn^ 
edienen.  So  schön  die  erstere  Methode  ist,  so  durfte  4*eb  ftr 
Anfänger  die  letztere  allein,  oder  wenigstens  vorzugsweise  geeic« 
net  sein,' und  sie  ist  es  daher  auch,  wolche  ich  für  jetzt  im  Fol- 
genden allein  im  Auge  habe.  >Diese  geometrische  liietbodte  hui 
mir  aber  immer  nbch  nicht  diejenige  Einfachheit  i^u.besitflen  |^ 
schienen,  welche  der  Elementarunterricht  fordert,  ond  leb  hShe- 
mich  daher,  so  oft  sich  mir  dazu  nur  irgend  Gelegenheit  därbo^ 
immer  eifVig  nach  einer  einfacheren  DarAt^llong  als  die  f^wohn- 
liche  umgesehen.  Meistens  beweiset  man  den  Säte ,' dass  sieb  die 
Sinus  der  Seiten  wie  die  Sinus  der  Gegenwinkel  verhalten,  und 
auch  die  Relation  zwischen  den  drei  Seiten  und  einem  Winkel 
durch  Betrachtung  einer  Figur,  und  leitet  dann  aus  der  letzteren. 
Relation  die  Relation  zwischen  den  drei  Winkeln  und  einer  Seite 
mitteliii  des  Supplementardreiecks  ab.  Aber  gerade  diese  so 
eben  erwähnte  Ableitung  hat,  so  schön  und  einfach  sie  auch  an 
sich  ist,  insofern  sie  die  «nuf  geometrischem  Wege  zu  bewirkende 
Vergleichung  des  sphärischen  Dreiecks  mit  seinem  SiippleQientar- 
dreiecke  voraussetzt,    lur  den  Anfönger  immer  einige  ochwierig- 
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keit,  und  die  Betrachtung  des  Snpplementardreieckes  selbst  schämt 
mehr  der  Stereoroetrie  als  der  sphärischen  Trigonometrie  anzu- 
gehören, weshalb  sie  auch  oft  in  aer  letzteren  als  schon  aus  der 
ersteren  bekannt  vorausgesetzt  wird.  Selbst  auch  schon  die  ge 
wohnlichen  geometrischen  Beweise  der  Relation  zwischen  mq 
drei  Seiten  und  einem  Winkel  nehmen  manche  goniometrischeo 
Transformationen  in  Anspruch,  die  man  im  Interesse  der  Anfön- 
eer  wenigstens  thetlweise  wohl  noch  vermieden  sehen  möchte. 
Vor  Kurzem  bin  ich,  nach  früherem  öfteren  vergeblichen  Suchen» 
zuföilig  auf  eine.  Ableitung  der  in  Rede  stehenden  Grundformeh 
gekon^men,  welche  ich  in  der  That  für  so- einfach  hs^te,  dass  ich 
glaube,  dass  sie  wohl  verdient,  auf  den  folgenden  Blättern  mit- 
getheilt  zu  werden.  Ich  werde  dabei,  ohne  weitere  Erläuteruag, 
die*  bekannten  in  der  Trigonometrie  d4irchglingig  gebrüuchlichen 
Bezeichnungen  beibehalten. 


S.  2. 

Wir  wollen  zuerst  das  rechtwinklige  sphärische  Dreieck  ABC 
(Taf.  III.  Fig.  3.).    wo  Ä  der  rechte  Winkel  sein  soll,  betrachten. 

Fällen  wir  von  C  auf  OA  und  OB  die  Perpendikel  CA*  und 
CJB',  und  ziehen  dann  il'^,  so  steht  CA  auf  der  Ebene  AOBy 
also  auch  auf  J'Ä*  senkrecht,  und  A'&  steht  auf  OB  senkrecht. 
Daher  ist  der  Winkel  AB^C  dem  Winkel  B  des  rechtwinkligen 
sphärischen  Dreiecks  ABC  gleich. 


Nan  ist 


also 


d.  i. 


Ferner  ist 


also 


CArr  CB'-slni?=  OCsinosin  JBT; 
OCsInft  =  OCsinasinÄ, 


i8in6=:sin<isini?,  und  eben  so 
rsinc  =:  sinasinC 


A'B'^  B'CcosÄ=:  pC.sin«coei?, 
A'B'ss  OA'.Bmc:=:  OCcöBÖmw: ; 

OCtinacosJ?  =  OC.cos6slnc^ 
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woraiut 

siDctcos  A = €086sinc , 

oder. 

C0SJ5=  COSO  -: l 

sina 
folglich  nach  1. 

« 

!co8B==^co8b8inC,  und  ganz  eben  so 
co8C=coscsin£^. 

Endlich  ist 

#  ■ 

OB*       OA\cosc      OC.eoshcosc 

also 

111.        cosa=:co86cosc. 


}.  3. 

Sei  nun  ABC  (Taf.  IIL  Fig.  4.)  ein  beliebiges  sphlriflches 
Dreieck.  In  diesem  sphärischen  Dreiecke  fölle  man  von  A  auf 
BC  das  Perpendikel  AD,  und  bezeichne  die  Winkel  BAD,  CAD 
durch  X,  y;  die  Bogen  BD,  CD  durch  tt,o;  das  Perpendikel 
i<Z>  durch  w. 

Dann  ist  nach  I.  in  den  rechtwinkligen  sphSrischen  Drei- 
ecken ABD  und  ACDi  - 

Sintis  =  sincsinAy     sinti^  =  sin6sinC; 

also 

sin6sinC=  sincsinJS , 

nnd  daher  überhaupt: 

1sinasinA=sin6sin^,  < 

sin6sinC=sincsio£^, 
sincsinJ=:sinasinC 

Ferner  ist  nach  I. 

sinu  sinv 

smc  '^     sino 


und  nach  II.       - 

aber  naöh  I. 

;    _     simo  ,    _     siDttr  , 

»mB=—t — t     glnC^-:— 7-i 

Bioc  sind  - 

a\M>  Dach  dem  VorhergebendeD ; 

cosusinto  cosvainte 

rolglich  iat 


und  weil  dud 


ist,  so  iat 


oder 


,    .   ,      cosi(Cosr>Binu)*7aiDU8ibD 


,    .   ,      cosucoavTsinusinv— GoaucüSffcoaw' 


Folglich  iat'   - 


d.  i.  nach  Ui. 


Gosa — cogpcoatP.coawcoBM 
■inftaine  ' 


!.         «OSO — COHÄCOSC  j   .  .     . 

coa^  =3 ;— 1— ! .  UDO  eanz  eben  ao 
_      cosA — ■cosccosn  - 
caaB=^ ; — 1 1 
sincsina 
_      cosc — coso  cosft 
.C05C= .-  -.   ■ •- 
sinoBino 

Endlich  -ist  nach  J*> 


in 

cobA  -f  cos^^cosC-       j  . 

co8a= .    j,  ,  ^^ ,  und  ganz  eben  so 

■VIA      1      >      cosB -t- cosC  cosA 

lli*.     <C086  = .    ^ti     i » 

cosC-f  C08 J  cobB    , 

I 

Dies  sind  jetzt  die  bekannten  'tirandformeln  der  sphärischen 
Trigonometrie,  und  ich  sollte  meinen,  dass  sich  diese  Ableituns 
▼or  der  gewöhnlichen  an  Fiiniren  und  das  Supplementardreieck 
geiroüpften ,  Ableitung  in  menr  als  einer  Bezienung  empfehlen» 
und  daher  bei  dem  Unterrichte  wohl  besondere  Berücksichtigung 
verdienen  mOchte.  Ja  loh  glaube,  dass  die  obige  Darstellung  als 
•in  neuer  Beweis  gelten  l^nn,  dass  man  in  vielen  Theilen  der 
Mathematik,  namentlich  auch  in  den  sogenannten  elementaren 
Tb#ikn»  noch  lange  niobt  immer  di#  eiiwiobsteB  DarifitellangM 
gefunden  hat;  eine  Bemerkuns,  deren  Richtigkeit  besonders  in 
neuerer  Zeit  in  mehreren  Fällen  auf  sehr  in  die  Augen  fallende 
Weise  dargethan  worden  wX. 

Zum  Schlüsse  will  ich  noch  bemerken,  dass  auch  die  Relation 
Kvischftq  den  drei  Gleiten  und  einem  Winkel  «ine8  ebenen  Oreir 
ecke  auf  ähnliche  Welse  wie  .oben  die  Relatiqn  zwischen  den  dnn 
Seiten  und>  einem  Winkel  eines  sphärischen  Dreiecke  abgeleitet 
weivitn  kann;  weim  2«b  auch  dieaa  Ablfdtmig  der  gewöbnilchen 

amoin  b^kf^nnten  Ableitung  der  in  Rade  «tabeooen  Relatiett 
X  %w^^  vprimzieban  geneigt  atin  wOrde« 

W#nn  /la  Taf*  UL  Fig.  8.  die  Lioie  40  auf  BQ  senkrecht 
steht 9  «o  Ut«  ¥^eqh  man  eicb  dar  aus  der  Figur  8#Ib«t  er^ichtli- 
fiben  Be^ri^ungaa  bedient: 

cosj;  =  —  »   "cosy  =  r^ 

u         .  V 

8inar=->     8iny=g-; 


w*  .       .        .  UP 


also 

coso:  cosy  =  y-  %     sinarsiny  =  v- 
Folglich   ist 


oder 


lü*  -p  WD 

cos:Kcosy  ^  sinojsiny  =    .  , 


i^yD  bt  aber 


also 


d.  I. 


~  26c        '       * 


COS  ^.T±y;  —     ,      2^^ 


and  folglich,    iKiit  Rfickaicht  auf  die  beiden  hi  der  Figar  darge- 
stellten Fälle: 

cos^  =  _^^ 

welches  die   bekannte    Relation   zwischen    den   drri  Seiten  and 
einem  Winkel  eines  ebenen  DreijBcks  Ist. 

.  Ich  machte  mir  schliesslich  noch  einmal  erlauben,  das  Obige 
den  Herren  Lehrern  der  Mathematik  recht  dringend  aar  gefälligen 
Beachtune  bei  dem  Unterrichte  in  der  sphärischen  Trigonumcme 
SU  empfenlen»  den  ich  fär  so  wichtig  erachte,  dass  ich  es  flir 
einen  wahren  Rückschritt  halte,  dass  er,  wenigstens  aof  preus- 
slschen  Gymnasien,  nicht  mehr  enrtbeilt  wird,  ^ie  es  wohl  frfl* 
her  der  Fall  war,-  als  ich  selbst  noch  meine  geringen  KriUle  mit 
ffrosser  Freudigkeit  dem  G3rmnasialunterrlchte  an  verachledeBen 
Lehranstalten  widmete.  ^  -  ' 


201 


lieber  das  üreieek,  worin  die  Vrans- 
Tersalen  grleieh  sind,  welche  2wel  ITln- 
kel  desselben  nach  erlelcheni  Terhült* 

niss  thellen. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  R.  Baltzer, 

Oberlehrer   ao   der  Kreustcliule  in  Dresden. 


Die  Aufforderung  im  Arcliiv  Tbl.  XIII.  8. 341.  erinnert  mich  an 
sirei  Beweise  dee  fraglichen  LehräAtzee,    wekhe»    ich  glaube  im 

.  Jahre  1844,  in  einem  l^ränzchen  hiesiger  mathematischer  Freunde 
mitgetheilt  wurden,    den  einen  von  dem  leider  früh  verstorbenen 

.  Professor  A.  Seebeck,  dessen  Manuscript  noch  vorhanden  und 
wdter  unten  äbgedracict  ist,  den  andern  Von  mir.  Der  in  Rede 
stehende  Satz  scheint  der  Sphäre  der  Elementarseometrie  anzu- 
gehören,  wo  ßs  sich   um  die  Beziehungen   zwischen  Seiten  und 

.  geeetiOberliegenden  Winkeln  der  Dreiecke  handelt ,  und  wird  des- 
Eaib  wie  folgt  durch  Umkehrung  gewonnen. 

Lemma.    Haben  zwei  Dreiecke  die  Winkel  einzeln 

gleich  und  ist  eine  Seite'des   einen  Dreiecks  kleiner 

r  als  die  gleichliegende  des  andern,  so  sind  die  übrieen 

-  Seiten-  des   einen  ebenfalls  kleiner  als  die  gleichlie- 

gen'den  des  andern. 

Beweis  durch  Zusammenlegen  der  gleichen  Winkel,  denen 
^  die  kleinere  Seite  anliegt. 

Lehrsatz^  1.  Ist  im  Dreieck  ABC  (Taf.  III.  ¥*ig.  6.) 
Winkel  A<,B,  und  theilt  man  diese  Winkel  durch  AD 

«nd  BE  80,  dass  &AD=z6hE,  so  ist  AD>BE. 

? 
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Beweis.  Die  Dreiecke  ACD  und  BCE  haben  einzeln  gleiche 

Winkel.  Nun  ist  AC>BC,  weil  A^C>  BAC  nach  Voraus- 
setzung» folglich  AD^BE  gegenüber  den  gleichen  Winkeln  C 
W.  z.  b.  w. 

Lehrsatz  2.    Ist  im   Dreieck  ABC   (Taf.  IIJ.  Flg.  70 
Winkel  A^B  und  theilt  man  diese  Winkel  durch  AU 

und  BE  so,  dass  BAD<^ABE  und  ^I)<^CBE.  so  Ist 
AD>BE, 

Beweis.    Zieht  man  ÜC  so,   dass    CBE—CAD',   so  Ist 
AD">BE    nach    Lehrsatz  1.    Nnn~  Ist  AD'  ein   Theil  yon,  AD, 

folglich  lun  so  mehr  ^0>  BE,    W..  z.  6.  w.       . 

^/ 

Lehrsatz  3.   Sind  die  Geraden  AD  und  BE^  welche 
die  Winkel  A,  ußd  B  des  Dftlecks   ilUC^  »d  tbelUti, 

da^s  tAt>iDAC^ABE:EBCf  eitiatider   gUft«b#   so  lat 

^=:i3  und  dsts  Dreieck  gleichschenklig. 

Beweis.     Wäre  .-1  ungleich  By  also  i^JD  ebenso  ^ungleich 

2^i?£,  und  DAC  ebenso. ungleich  EBC,  so  wäre  BE  ebenso  an- 
gleich AD  (Lelirs.2.)  Dies  ist  ge^en  die  Voraussetzung  ^Of=^£- 
Also  kann  A  nicht  ungleich  B  seiii;    W.  z.  b.  w. 


Das  Folgende  ist  von  dem  leider  zu  früh  verstorbenen  Prtilesser 

A.  Seebeck   ttx  Dresden. 

Der  Satz: 


"  ,,Wenn  die  Halbirungsfinlen  zweier  Dreleckn^fn- 
kel»  gerechnet  bis  zur  gegenüberstehenden  Seife, 
gleich  sind,  so  ist  das  ^  gleichschenklig*' 

kann  auf  folgenden   allgemeineren  zurückgeführt  werden: 

(A)  ,,Wetfin  ein  DreieekswidkeF  balbixl  ist  tod  dhe 
durch  einen  Punkt  der  HalbiruAgsl.Inren  aus  den  heidoD 
anderen-  Winkelspitzen  gezogenen  TransveFffalenr 
gleich  sind«  so   ist  das  A  gleichschenklig." 

Dieser  Satz  aber  ergiebt  sich  aus  folgendem:    - 

Wenn  durch  einen  Punkt  dej  Halbirungslinie  eines 
Winkels  Transversalen  zwischen  den  Schenkeltf  gezo- 
gen werden,  so  ist  die  auf  der  Halbirungslrnfe  recht- 
winklig stehende  Trani^versafe  die  kürzeste,   uird  4lie 
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flbrigen  sind  uro  so  grOsser,  Je  mehr  sie  von  derselben 
abweichen. 

In  Tar.  111.  Fig.  8.  sei  BM  die  Halbirangsiinie  und  ^C  so 
gezoeen,  dass  AB^BC;  es  soll  gezeigt  werden,  dass  DE^AB. 
—  tia  DlU'^AMf  so'  ist  der  Beweis  nur  zu  filhren,  wenn 
ME<,MC,  d.  h.  j^MEC  stumpf  ist.  MfiQ\itt,MF=MA  und 
MG:=iME.  so  ist  \AMF<yo\EMG,  und  da  MA>MC>MG,  so 
ist  auch  1)  AF>EG;  ferner  ^DA3i  ">  ^CE3f,  daher 
ISi^DAF'^^CEG;  endlich  3)  ^AFD=^EGa  Aus  diesen 
drei  Bestimmungen  ergiebt  sich  leicht  DF>  CrC»  und  daher,  in- 
dem man  FE=zAG  hinzuaddirt,   DE^ACy  w.  z.  b.  w. 

Aus  diesem  Satze  ergiebt  sich  der  erstgenannte  (A)  dadurch, 
dass  sich  eine  Transversale  von  gegebener  Länge  nur  in  zwei 
Lagen  eintragen  lässt,  welche  symmetrisch  sein  müssen.  (Man 
vergl.  (Tat  IH.  Fig.  0.). 

Dieser  Beweis  Icann  auch  auf  das  sphärische  A  angewendet 
werden.  In  Taf-ill.  Fig.  10.  ^^  j^AMB<,\W\  BM^^M»;  es 
sei  wieder  AB>BC,  so  ist  AJt>MC  und  DM>AM,  weii 
MC(=^MC),  MA  und  MD  auf  einet  Seite  des  auf  AB  eefällten 
Lothes  Mt  liegen.  Da  ^6<180o,  so  erhält  man  AF^EG\  fer- 
ner» wenn  man  jLAMD  unendlich  klein  annimmt,  ^AFiy=^j^EGC 
mid  ^DAF^  jLGEC^  woraus  DF^GC,  und  das  Uebrige  ganz 
wie  beim  ebenen  A  folgt-    ' 

Ist  der  ^2^^0180®  so  ändert  sich  nur  das,  dass  die 
Transversalen  um  so  kleiner  werden,  je  mehr  sie  gegen  die 
Balbiningslinien  geneigt   sind. 


*  ^ 


xvm. 

messung  einer  an  beiden  Enilpnnkten,] 

unzag;änKUcIien  Entfernung  nach 

einer  besonderen  Methode. 


» 


dem   Herausgeber. 


Ich  glaube,  das«  das  Winkel  kreuz  oder  die  Kreazscheibe  . 
ffiR  die  elementare  Feldmes^kunst  iti  vielen  Fällen  sehr  brauchba-^ 
res  Instrument  ist,  und  auch  bei  dem  geometrischen  Elementar- 
unterrichte, mit  dem  nach  meiner  Meinung  immer,  so  viel  ala'l 
thunlich,  Üehun^en  in  der  Feldmesskunst  zu  verbinden  n'Sren,J 
mehr  sk  dies  bisher  geschehen  zu  sein  scheint,  angewandt  werden?! 
sollle,  namentlich  auch  der  ^rüssern  Wobireilheit  dieses  Instni--)] 
menis    «egen.     Gewöhnlieh   richtet  man  das  Winkelkrcuz  s  , 

Auss   die    beiden   Visirlinien   auf  einander  spDkrecht  stehen,     unjj 
dies  ist  auch  in  der  That  die  Einrichtung,  welche  die  einfachst^f 
und  häutigste  Aniiendung  dieses  Instruments  in  der  prabtidchen^ 
namentlich    in    der   auf  die  Landwirthschart  angewandten,    Feld^ 
messkunst  gestattet-   Aber  auch  schon  svrei  nur  ein^n  conslanteo^ 
sonst  beliebigen,  Winkel  mit  einander  einschliessende  VisirlinieiCI 
—  la    fausse    Equerre     d'Arpentea  r,     wie    die    Franzosen'^ 
sagen,  —    bieten   viele  sehr  einlache  und  etegunte  Anwendungen  J 
dar,     wobei    es  jedoch  gut   ist,     die  Lage  der  beiden  Visirlinien 
eegta  einander  verändern,    und  dem   conslanten  Winkel  eine  fSr 
die  vorhabende  Anwendung  zweckmSssige  Gr<1sse  geben  zu  kön- 
nen,   wodurch    natfirlich  zugleich  ttedingt  wird,    dass  an  dem  In-  ' 
strumenle  die   nlithigen  Scnraubett    angebracht  «ind ,    um  die  bei- 
den Visirlinien,    nachdem   man   ihrem    Neigungswinkel  gegen  ein- 
ander   die   (Vir   die   vorhabende  Anwendung  zweckmässige  Grösse 
gegeben  hat,  in  unverSnderlicher  Lage  gegen  einander  befestigen 


I 


I 

I 


rühre  dargestellt  werden,  und  werde  sphtcrhiii  einif^e  mit  dic^onl 
butramente  gemachte  Anwendungen,  die,  um  die  crroiriile  tio- 
nuigkeit  beurtheilen  zu  können,  eine  Verglcichung  verschiedener 
fiir  dieselbe  Grosse  erhaltener  Resultate  gestatten,  in  dem  Ar- 
chive niittheilen.  Die  Kosten  eines  solchen  mit  zwei  kirinon  astro- 
Boinischen  Fernrohren  versehenen  Winkelkrouzes  sind  gar  nirht 
bedeutend,  wenigstens  keineswegs  so  bedeutend,  als  Alanchcr 
wohl  glauben  möchte,  da  man  ja  jetzt  kleine  astronomische  Fern- 
rühre  in  vorzfiglicher  Güte  um  sehr  geringe  Preise  erhalten  kann. 
Mao  braucht  sie^  wenn  man  nicht  will,  fiir  den  vorliegenden 
Zweck  nicht  einmal  achromatisch  machen  zu  lassen. 

Ich  werde^  jetzt  im  Folgenden  eine  Auflösung  der  Aufgabe: 
«die  Lftnge  ^  einer  an  ihren  beiden  Endpunkten  unzugänglichen 
uraden  Linie  zu  messen*'  mit  Hülfe  des  Winkclkreuzes  geben, 
die  ich  für  sehr  elegant  halte.  Ich  entlehne  dieselbe  d(;r  rolgon- 
den  in  vielen  Beziehungen  interessanten  Schrift:  Solutions  pou 
connues  de  differens    probl^mes   de  Geometrie   pratl- 

3ae;  pour  servirde  Supplement  aux  Trait«*s  connus 
e  cette  Science;  recueillies  par  F.  J.  Sorvois. 
A  Metz.  An  XII.  p.  75.,  bemerke  aber,  dass  Servois  selbst 
aagt,  dass  diese  Auflösung  schon  von  Mascheroni  in  der  Schrift: 
Problemi  per  gli  Agrimensori  con  varie  Soluzioni. 
Pavia.  1793.  Probl.  III.  Soluz.  13.  gegeben  worden  sei.  Der 
Beweis 9  den  ich  im  Folgenden  für  diese  Auflösung  geben  werde, 
rührt  von  mir  selbst  her,  da  der  von  Servois  a.  a.  O.  gcgo- 
heoe  Beweis  auf  der  Trigonometrie  beruhet ,  die  ich  hier  absicnt- 

Bch  vermeiden,   und  mich  bloss  der  Sätze  der   ebenen  (leometrio 

befiiDen  wollte. 

Wenn  MN  (Taf.  IV.  Fig.  1.)  die  zu  messende  Linie  ist,  so 
Mche  man  auf  dem  Terrain  drei  Punkte  A,  B^  C  von  solcher 
Lage  auf,  dass  die  Winkel  MAN.  MBN,  MVN,  unter  denen  in 
dicien  drei  Punkten  die  zu  messende  Linie  il/A^ erscheint,  dem  Win- 
kel des  Winkelkrenzes,  und  daher  natürlich  auch  unter  einander 
gleich  sind.  Dann  messe  man  die  Linien  AB .  AC,  und  siirhe 
Bit  dem  Winkelkreuze  in  der  Li.nie  BC  den  Punkt  /)  auf.  wel- 
cher io  der  Linie  BC  eine  solche  Lage  hat,  dass  der  Wink«! 
ADC  gleichfalls  dem  Winkel  des  Winkelkreuzes,  also  auch  den 
drei  Winkeln  MAi\,  MBN,  MCN  gleich  ist.  Misst  man  hierauf 
Doch  die  Linie  AD,  so  ist 

and  die  Länge  der  zu  messenden  Linie  MN  kann  folglich  mit- 
feist dieser  einfachen  Formel  aus  den  gemessenen  iStü<.'ken  leicht 
hereehnet  werden. 

Bevor  wir  zu  dem  Beweise  der  vorhergehenden  Formel  über- 
gehen, schicken  wir  die  folgende,   übrigens  zu  i*incm  and^rv^eitig 

Theil  \n.  1  \ 


.*«.  N 


»      » 


^    r  i     V.  ••■SOS.      .'•*fiü-rrL  wir  uac»  nun 
'.  ü  il>   Jiii"  JC  da*  Perpen- 

.'>"     litMiiia.'    'luaini-rr  ähnlich .    weil 
.    •>..    ...,    :er  Wiaiel  l?67i",     f.j«£- 

^      o'i.       ACiAO. 

:.uuiuesj»er  des  am  das  Dreieck  Aß^ 
iicii  :•  'bezeichnen. 


•  • .   .  1 1 


*  ;> 


tiC 

\\  »h's  Oreiecks  AßC,  so  ist 

•2A       2A 

c-v    \;\    den   obigen  Ausdruck    von   r 


..     t  l\iL  IV.  Rg.  3.  über  JUN  nis  Sem^ 

\-^    ^\:i!i.vikreu/e*   fassenden  Kreisabsehutk 

.  'i     ...  v'.xii  ivivi$;ibschnitt  begränzende  Kreis- 

'. .  1 1'.«,;;!-.!  liokunnten  Constrnction  durch  die 

i.  J.»i.*ii,  und  der  Kreis 5   welchem  dieser 

..»a  lüUiiuosser  wir  durch  r  bezeichnen 

.  -^..ivk  (/>r=A.  dessen  Seiten  ÄC,  CJ, 

.   uvAMihiiet  werden  sollen,  beschrieben. 

•  i    i.iN  lVi|»ondikel  AE—h,  von  dem  ]\]ittel- 

..  •**•<  hossohriebenen  Kreises  auf  ^iV=j 

'.V-  tioiiUMi  rechtwinkligen  Dreiecke  ^/>£; 

.\  .    duilich^  weil  nach  der  Construction 

^>  •  .       V»>  V  doppelt  so  gross  als  der  Winkel 

:.ivli   doppelt  so  gross  als  dec  Winkel 

l/>^;i8t.    Also  ist 
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AD:AE  =  Oal:SIL, 
r  Doch  AD=d  setten: 


2ri 
Mgt.     Nun  ist 

fclglicb  nach  dem    VarhergehAadfln 

Nacb  der  oben  yorausgesohickten  Betrachtiing  ist  aber 


Fahrt  man  dies  ia  den  vorbergebenden  Ausdrnck  von  x  ein , 
ergebt   tich 


mk  Tveno  man  fflr    6,  c,  d,  x  wied«i  die  diesen  Symbolen  ent- 
^mcbendeo  Linien   sfitzt; 

ABAC 

Aes  dir  za  beweisende  Formel  frar. 


^^C  fiflcksichtllch  der  Ananäblni^   der  Punkte  A,  f ,  C  wollen 
^^^■JBur  in  der  Kfltze  bemeriien,   dass  ea  der  Genaalgkeit  des  zn 

BE^i  -  ■     ■  ~ 

r 


mden  Resultat«  gewiss  förderlich  sein  wird,  wenn  dieselben 
kbst  weit  ans  einander  liegen,  in  Verh&ltnlss  ku  der  zumes- 
-  I  Lime  MN. 
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Heber  da§  Rttckwärteeinschneiden  mtt 

dem  Mes  »tische. 

Von 

dem  Herausgeber. 


I. 

Wenn  ich  noch  einmal  aaf  diese  —  auch  von  mir  seilist  -^' 
schon  vielfach  behandelte  Aufgabe  znrflckkomme,  so  wird  dief, 
gewiss  in  der  grossen  praktischen  Wichtigkeit  derselben  «dne 
Kechtfertigung  finden.  Auch  lassen  in  der  That  alle  bis  jtfM 
bekannt  gemachten  Methoden  immer  noch  Etwas  zu  wOn^jB^eo 
übrig.  Am  Häufigsten  wird  wohl  in  der  Prains  die  LehmannWIia 
Methode  der  sogenannten  fehlerzeigenden  Dreiecke  angewandt» 
Aber  auch  diese  Methode  hat  mich  —  ich  gestehe  es  offen  — 
niemals  i;anz  befriedigt;  insbesondere  finden  Anfänger  ^Oflera 
einige  Schwierigkeit  bei  der  Beurtheilung  der  Lage  des  gesäeUea 
Punktes  gegen  das  fehlerzeigende  Dreieck»  ob  derselbe  nXInBdk 
innerhalb  oaer  ausserhalb 5  und«  im  letzteren  Falle,  auf  wejdifl^ 
Seite  dieses  Dreiecks  derselbe  liegt,  was  auchwahrsdeinlicbEkm; 
Prof.  Hartner  in  Gratz  zu  der  neuen  umfassenden  und  grBndp 
liehen  Arbeit  über  diesen  Gegenstand  in  den  Sitzungsberick* 
ten  der  Akademie  der  Wissenschaften  in  Wien.  Jahr- 
gang 1849.  November-  und  December-  Heft.  S.  230.  (m. 
s.  auch  Liter.  Ber.  Nr.  LV.  S.  768.)  veranlasst  hat,  an  die 
ich  bei  dieser  Gelegenheit  von  Neuem  zu  erinnern  ^mir  erlauben 
möchte.  Mich  selbst  haben  die  Wünsche,  die  mir  bei  der  An- 
wendung der  fehlerzeigenden  Dreiecke  stets  noch  fibrig  blieben, 
veranlasst«  eine  andere  Näherungsmethode,  die  der  fehleneiff<n- 
den  Dreiecke  sich  wenigstens  nicht  unmittelbar  bedient,  aoua- 
suchen.  Diese  Methode  hat  eine  gewisse  Aehnlichkeit  miLj 
einer  schon  früher  von  dem    verdienten  Bohnen  berger  in  de*^ 
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Zeitschrift  für  Astronomie  und  verwandte  Wissen- 
schaften. 'Band  VI.  S.  121.  belcannt  gemachten  Methode. 
Ich  sage  aber  absichtlich  eine  gewisse  Aehniichkeit.  Denn 
Bohnenberger  bedient  sich  in  der  That  auch  fehlerzeigender 
Dreiecke,  die  ich,  wenigstens  unmittelbar ,  gar  nicht  in  Anwen- 
dung bringe,  und  die  nach  meiner  Ansicht  interessante 
theoretische"  Grundlage,  von  der  ich  bei  meiner  Auflosung  aus- 
gehe, kennt  Bohnenberger  gar  nicht,  so  dass  also,  wie  ich 
slaube,  von  einer  üebereinstimmung  beider  Methoden  nicht  die 
Kede  sein  kann,  wenn  auch  allerdings  meine  Auflösung  sehr  leicht 
zu  der  Bohnenberger'schen  Näherungsmethode  fuhrt,  wie  ich  wei- 
ter unten  noch  besonders  bemerken  werde. 


II. 


Wir  wollen  uns  zwei  sich  schneidende  Kreise  (Taf.IV.  Fig.4.) 
denken.  Der  eine  der  beiden  Durchschntttspunkte  sei  A^  der 
andere  sei  D.  Von  dem  Durchschnittspunkte  A  aus  ziehe  man 
eine  gerade  Linie,  welche  den  einen  der  beiden  Kreise  in  b,  den 
anderen  in  c  schneidet.  Auf  die^e  gerade  Linie  wird  sich  unsere 
folgende  Betrachtung  hauptsächlich  richten. 

Die  durch  die  Mittelpunkte  der  beiden  Kreise  gehende  gerade 
Linie  nehmen  wir  als  Axe  der  x  eines  rechtwinkligen  Goordina- 
tensystems  der  xy  an,  dessen  Anfang  der  Mittelpunkt  des  einen 
Kreises  ist.  Der  Halbmesser  des  Preises,  dessen  Mittelpunkt 
als  Anfang  der  Coordinaten  angenommen  worden  ist,  sei  q;  der 
Halbmesser  des  anderen  Kreises  seir.  Die  erste  Coordinateoder  soge- 
nannte Abscisse  des  Mittelpunkts  dieses  letzteren  Kreises  sei  o,  undes 
wird  der  Einfachheit  w^gen,  ohne  der  Allgemeinhett  zu  schaden, 
verstattet  sein,  das  Coordinatensystem  so  anzunehmen ,  dass  a 
positiv  ist.  Alles  dieses  vorausgesetzt,  sind  nun  die  Gleichungen 
der  beiden  Kreise:  . 

und  wenn  man  aus  diesen  Gleichungen  x,  y  als  unbekannte  GrSs^ 
sen  bestimmt,  so  erhält  man  die  Coordinaten  der  zwei  Durch- 
schnittspunkte der  beiden  Kreise.  Aus  der  zweiten  Gleichung 
ergiebt  sich  zuvörderst: 

a:*  +  y^ — 2a  j: =r* — a* , 

also  wegen  der  ersten  Gleichung: 

p*—2aa: = r* — fl* , 

woraus 
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Also  ist  \iregeD  der  ersten  Gleicbung: 


d.  i. 


woraus  man  mittelst  einer  allgemein  bekannten  Zerlegung  auch 

«  _  (a+Q+r)  (a+Q—r)  (r+n—g)  (g-f  r-o) 

erhält.    Bezeichnet  man  den  FISeheninhalt  des  aus   a,  q,   r  als 
Seiten  gebildeten  Dreiecks  durch  ^,  so  ist  bekanntlich 

1 

A*=  jg(a+^+r)  (a+^— r)  (r+a-rf  (?+r— a), 

also 

und  wir  haben  daher  zur  Bestimmung  der  Coordinaten  der  swei 
Durchschnittspunkte  der  beiden  Kreise  die  folgenden  Fonneln: 

*= — 25--'J'=±-^- 

Wir  wollen  jetzt  annehmen,  dass  die*  Coordinateo  mit -dem 
oberen  Zeichen  dem  Punkte  A,  die  Coordinaten  mit  dem  imtereii 
Zeichen  dem  Punkte  D  entsprechen ,  so  dass  also,  wtnii  wb 
jene  Coordinaten  durch  Xi,  yi;  diese  durch  x^,  y^  bexeldmen: 

«He*-»-'  2^ 

^a= ü '»a= ä 


ist. 


Die  Gleichung  der  durch  den  Punkt  A  oder  (Xg  3^)  gelege- 
nen beliebigen  geraden  Linie  sei  jetzt 

y=:iAx-i-By 

so  ist,  weil  diese  Linie  durch  den  Punkt  (xi  yi)  geht, 

yi=Axi+ß, 
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and  folglich 

die  Gleichang  dieser  Linie. 

BeieioliDeD  wir  nun  die  Coordinaten  der  Durchschnittspunkte 
dieser  Linie  mit  dem  Kreise,  welcher  mit  dem  Halbmesser  q  be- 
schrieben ist»  durch  x,  y\  bo  haben  wir  su  deren  Bestimmung 
die  beiden  Gleichungen: 


Ettminirt  man  aus  diesen  Gleichungen  g,  so  erhält  man  zur  Be- 
stimmung  von  x  die  Gleichung: 

d.  i. 

^+       l+A*      ^"^         1  l-il«    *  ' 

und  lost  man  diese  quadratische  Gleichung  auf  gewöhnliche 
Weise  auf^  so  ergiebt  sich  mittelst  leichter  Rechnung : 

*= —  —     — l+.i*  

Wdl  aber  der  Punkt  (xi  gi)  in  dem  mit  dem  Halbmesser  g  he- 
•dviebenen  Kreise  liegt»  so  ist 

also 

woraus  sich  nach  leichter  Rechnung 

foigUcb  nach  dem  Obigen 

-A(yi'-Axi)±(xi  +Ayi) 

*- 1+^ 

erglebt  Das  obere  Zeichen  liefert  x=-Xi^  und  entspricht  folglich 
dem  Punkte  (xx  ffi).  Will  man  also  die  erste  Coordinate  oder 
Absdsse  des  andren  Durchschnittspunktes  unserer  geraden  Linie 
mit  dem  Kreise»  welcher  mit  dem  Halbmesser  q  beschrieben  ist, 
haben»  so  muss  man  das  untere  Zeichen  nehmen,  wodurch  man 
tat  diesen  Durchschnittspunkt 


oder 
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erhält;  upd  weil  nun  nach  dem  Obigen 

ist 9  80  hat  man  zur  Bestimmung  von  o;,  y  die  Ausdrücke: 
^     ,_      2(^1+^3^1)    .,_,  _     2^(a;i+i43^i) 

Bezeichnen    wir   ferner    die    Coordinaten    der    Durdischnitts- 

ß unkte  unserer  geraden  Linie  mit  dem  Kreise,  welcher  mit  dem 
lalbniesser  r  beschrieben  worden  ist,  wieder  durch  or,  y  selbst; 
80  haben  wir  zu  deren  Bestimmang  die  beiden  Gleichungen: 

Eliminirt  man  aus  diesen  Gleichungen  y,   so  erhält  man  zur  Be- 
stimmung von  a:  die  Gleichung 

d.  i. 

^«  .  o  Ayi—Aa;i)--a      r^-'ä^-iyi—Axi)* . 
"^  ^^         l+A^       ^-^  1+3^  ' 

und  lost  man  diese  quadratische  Gleichung  auf  gewöhnliche  Art 
auf,  so  ergiebt  sich  mittelst  leichter  Rechnung: 

Weil  aber  der  Punkt  {xx  yi)  in  dem  mit  d^m   Halbmesser  r  be- 
schriebenen Kreise  liegt,  so  ist 

also 

{l^-A^)r^^\yi-'A{xx-a)\^{l-{-A^)\{xx-a)^^^ 
iforaus  sich  nach  leichter  Rechnung 

folglich  nach  dem  Obigen 


I 

ersiebt.  Das  obere  Zeichen  liefert  ar^ioci,  und  entspricht  folg- 
iicn  dem  Punkte  (^i  ^i).  Will  man  also  die  erste  Coordinato 
oder  Abscisse  des  anderen  Durchschnittspunkts  unserer  geraden 
Linie  mit  dem  Kreise  >  welcher  mit  dem  Halbmesser  r  beschrie- 
ben worden  ist ,  haben ,  so  muss  man  das  untejre  Zeichen  nehmen, 
wodurch  man  ffir  diesen  Durchschnittspunkt 


{A(yt-'Axi)'-a]+{(a:i+Ayi)-al    ' 
'*^"""  \\A^ 


oder 


erhält;  und  weil  nun  nach  dem  Obigen 

ist,  so  hat  man  zur  Bestimmung  von  Xy  y  die  'Ausdrficke : 
_%a-{x^-\-Ay{)]  _%A\a-'{x^-[-Ay{)] 

''-^^-       rqMp-"'  y-^i— — i:yrs^         • 

Ist  jetzt  jetzt' 6  in  Taf.  IV.  Fis.  4.  der.  Durchschnittspunkt 
unserer  geraden  Linie  mit  dem  Kreise,  welcher  mit  dem  Halb- 
messer Q  beschrieben  worden  ist,  dagegen  c  in  derselben  Figur 
der  Durchschnittspunkt  dieser  geraden  Linie  mit  dem  Kreise, 
welcher  mit  dem  Halbmesser  r  beschrieben  worden  ist,  und  be- 
zeichnen  wir  die  Coordinaten  dieser  beiden  Punkte  respective 
durch  Xbf  yb  und  Xc$  yd  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden: 

^.    ^  -.     2(^i+^yi)   ^,      ,          2A(xi+Ayi) 
xb'-Xi  = i+2P~  '  ^*""^*  = Tfl* — 

und 

^      ,.      ^{a-ia^i+Ayi)]  _2A{a-'(x,+Ayi)] 

xe—xi  —        jif^ä       *  yc^yi  —    :      r+]3* 

Also  ist 

_         2fl  _        2Aa 

xb — Xe— — j  I  ^2  *  y^ — y<i — r+i<*' 

Bezeichnen  wir  nun  die  Entfernung  der  beiden  Punkte  6  und  c 
oder  (xb  yb)  und  (xe  ye)  von  einander,  d.  i.  die  Linie  bc  in  TäL 
IV.  Fig.  4.»  durch  £,  so  ist 
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« 

d.  i.  nach  dem  Obigeu 

„       4a* 


folglf ch ,  weil  unter  den  genmchten  VormnssetziiiigeB  hrhimfürfc 
a  positiv  ist: 

2a 

Von  dem  Packte  D  oder  {x%  5^  wollen  wir  uns  jetst  auf 
die  durch  den  Punkt  A  oder  {xi  yi)  gelegte  gerade  LiBäe  ein 
Perpendikel  ^  gefallt  denken ,  und  die  Länge  dieses  Perpendikels 
durch  P,  die  Coordinaten  seines  Fusspunktes  in  der  in  Rede 
stehenden  Linie  aber  durch  %,  v  bezeichnen.  Die  Gridchang 
dieses  Perpendikels  ist  nach  den  Principien  der  analytischen 
Geometrie 

und  zur  Bestimmung    der  Coordinaten  )C,  y   hat  man  daher  die 
beiden  Gleicbuugen: 

oder 

r— yi  +(yi— y»)  =  ""2'^""^i  +(«!—«•)»;  '• 

oder  auch 

.  y— y«— (yi-ya)=-^{X— ^a— (a^i— ^«)}> 

Weil  aber  nach  dein  Obigen 

^1—^2=0,  yi~ya=  ^ 
ist;  so  werden  diese  Gleichungen: 


und 


y— yi  +  ^=  -  2*"~^») ' 


y-y« — ^iiOr-of^, 
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F— ya=--3^'"^' 


Also  ist 


H     *^ 


4d 


a(y-s^ 


=  -A*; 


folglich 


Also  ist 


44«A  4A 


und 


_       4^A  _     44 

Bezeichnen    wir    nun    die  Eotfernung    des   Fussponktes   des 
Perpendikels  P  von  dem  Punkte  A  oder  {x^  y^)  durch  Q;  so  ist 

Q^ = oc-j;0* + (y-yi)*,  i^=  0^-^«)* + (r-v.)*; 

also  nach  dem  Obigen,  wie  man  leicht  findet. 


o«(l+^«)'  '^  -o*(l+^«)' 
woraus 

iDdcm  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem  die 
Grösse  A  positiv  oder  negativ  ist. 

Weil  nun  nach  dem  Obigen 

1a 


Vi+^« 


st,  so  ist 
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üod  daher  dieses  Verhältniss  ein  yod  der  Lage  der  durch  den 
Punkt  A  oder  (xi  yi)  gezogenen  geraden  Linie  unabhängiges, 
insofern  also  constantes  Verhältniss ,  was  unmittelbar  zu  dem 
folgenden  geometrischen  Satze  fährt: 


§ 


Lehrsatz. 

Wenn  zwei  Kreise  sich  schneiden,  und  man  von  dem 
einen  ihrer  beiden  Durchschnittspunkte  aus  eine,  je- 
den der  beiden  Kreise  ein  zweites  Mal  schneidende 
erade  Linie  zieht,  so  ist  das  Verhältniss  zwischen 
er  Entfernung  der  zwei  Durchschnittspunkte  dieser 

SeradenLiniemitdenbeidenKreisen  von  einanderund 
em  von  dem  anderen  Durchschnittspunkte  der  beiden 
Kreise  auf  die  in  Rede  stehende  gerade  Linie  gefäll- 
ten Perpendikel  von  der  Lage  der  geraden  Linie  un- 
abhängig, und  insofern  also  ein  constantes  Verhältniss. 

Dies  ist  der  Satz,  von  dem  wir  im  Folgenden  eine  Anwen- 
dung auf  das  Rückwärtseinschneiden  mit  dem  Messtische  machen 
werden.  Vorher  wollen  wir  jedoch  die  folgenden  geometrischen 
Bemerkungen  dem  Vorhergehenden  noch  beifägen. 

Wenn  man  aus  den  ^beiden  Gleichungen 
die  GrQsse  A^  eliminirt,  so  erhält  man  die  Relation 

und  da  nun  nach  dem  Obigen 

E^       a^ 

ist,  so  ist 

ia^^E^     E* 

woraus  sich  die  heroerkenswerthe  Relation 
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oder 


^^^Vp»+e« 


2P 

ergiebt 

Bezeichnen  ivir  die  gemeiDSchaftliche  Sehne  der  beiden  Kreise 
durch  Sy  so  ist 

S*=(j:i-XB)*+(yi-.ya)*, 
also  nach  dem  Obigen 


folglich 


5=^ 
a 


Daher  ist 


also  nach  dem  Obigen 


E      2a 


oder 

£::P=2a:S, 

welche  Proportion  ein  Jeder  sogleich  wird  in  Worten  aussprechen 
können. 

Auch  ist 

ja^ 4a2 

also  nach  dem  Obigen 

4d«--£a_4a« 

woraus  sich 
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oder 

ES 


■ 

ergiebt. 

Vergleicht  man  dies  mit  dem  Obigen,  so  erhält  mao 

oder 

woraus  sich   leicht  die  nach  dem  pythagoräischen  Lehrsatse  Mk 
von  selbst  verstehende  Oleichang 

ergiebt 

,  ■  ■ 

Es  würden  sich  leicht  aus  dem  Obigen  noch  manche  andem 
Relationen  ableiten  lassen^  da  es  ja  bekannt  genu^  ist>  da«8  sich  bei. 
Untersuchungen  wie  die  vorhergehende  immer  eine  g^rosse  Mmm 
mehr  oder  weniger  merkwfirdiger  Relationen  ergeben j  ^^T^^  ^^^ 
ieitung  oft  nur  ein  geringes  Verdienst  ist,  aber  dessenungeacMll 
als  ein  treffliches  Uebunssmittel  för  Anfänger  jederseit  eineA  gw 
sen  Werth  hat.  Ich  will  mich  aber  bei  solchen  geometrfcich— 
Uebungen,  die  nur  den  grossen,  ja  nnermesslichen  Rai 
der  Geometrie  zu  zeigen  geeignet  sind,  jetzt  nicht  längv. 
ten,  sondern  nun  sogleich  zu  dem  wichtigen  praktischiB- 
stande  übergehen,  welchem  das  Obige  zur  Vorberdtmg 
Grundlage  dienen  sollte.  Eine  elementar-geometrische  Dantd  _ 
des  obigen  Gegenstandes,  bei  dessen  Entwickelung  ich  i^'k^^ 
absichtlich  der  analytischen  Geometrie  bedient  habe,  Ton  hMMM- 
deter  Hand,  mit  noch  manchen  anderen  Bemerkungen,  weidi^Hh 
den  Lesern  des  Archivs  vielleicht  bald  mitzutheiien  im  ^''^     ^       *" 


III. 

In  Taf.  IV.  Fig.  5.  seien  jetzt  A,  B,  C  die  drei  auf  dem 
Messtische  gegebenen,  den  Punkten  3t,  2b,  C  auf  dem  Felde  ent- 
sprechenden Punkte,  und  D  sei  der  auf  dem  Messtische  xa  fin- 
dende vierte,  dem  Punkte  ?D  auf  dem  Felde,  in  welchem  def 
Messtisch  aufgestellt  worden  ist,  entsprechende  Punkt.  Die  ^ 
genseitige  Lage  der  drei  Punkte  2C,  9,  C  auf  dem  Felde  sei  eine 
solche,  dass  dem  in  JO  stehenden,  mit  dem  Gesicht  nach  31  ge- 
kehrten I^eohachter ,  der  Punkt  H  zwischen  den  Punkten  Jb  and 
(£  liegend   erscheint.     Zugleich    denke  man  sich  auf  dem  Menn- 
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tische  die  beiden  bekannten,  durch  A^  B,  D  und  durch  A,  C,  D 

Shenden  Kreise  beschrieben,  was  Alles  so  ailgeniein  bekannt  ist, 
BB  es  hier  noch  weiter  zu  erltiuteni  ganz  unzweckmässig  und 
vnuuthig  sein  würde.  Eine  beliebige  durch  A  gezogene  gerade 
Linie  schneide  den  Kreis,  in  welchem  ß  liegt,  in  6,  den  Kreis^  in 
welchem  C  liegt,  in  e.  Praktisch  erhält  man  zwei  Punkte  wie  b 
ind  c  sehr  leicht ,  wenn  'man  bei  ganz  beliebiger  Lage  des  Tisch- 
Utttes  die  Kippregel  an  A  legt  und  nach  21  visirt,  dann  die 
Kippreffei  an  A  legt  und  nach  Ib  visirt,  und  den  Durchschnitts- 
panLt  der  beiden  auf  diese  Weise  erhaltenen  Visirlinien  bestimmt, 
was  einen  Punkt  b  giebt;  dann  legt  man,  natürlich  bei  ganz  uu- 
Terriickter  Lage  des  Tisches,  die  Kippregel  auch  an  C,  visirt  nach 
C  und  bestimmt  den  Durchschnittspunkt  dieser  Visirlinie  mit  der 
idion  vorher  erhaltenen  durch  A  genenden  Visirlinie,  so  giebt  dies 
einen  Punkt  c.  Der  Grund  dieses  einfachen  Verlalirens  erhellet 
aaf  der  Stelle,  wenn  man  nur  fiberlegt,  dass  die  Winkel  AbB  und 
I  ^Cauf  dem  Tische  respective  den  Winkeln  TiJb^  und  2li^(C  auf 
dem  Felde ,  denen  bekanntlich  auch  die  Winkel  ADB  und  ADC 
wai  dem  Tische  gleich  sind,  mit  einer  hier  völlig  ausreichenden 
Genauigkeit  gleich  sind ,  wenigstens  bei  Entfernungen  der  Punkte 
ti  Jb,  iL  von  dem  in  3&  aufgestellten  Tische,  welche  gegen  die 
Dimensionen  des  Tisches  als  verschwindend  betrachtet  werden 
kunnen.  Auf  diese  Weise  kann  man  sich  also  immer  leicht  und 
mit  der  grüssten  Sauberkeit  zwei  Punkte  wie  b  und  c  verschaffen. 
Die  Visirlitiien ,  welche  diese  Punkte  geben,  wird  man  nie  völlig 
ittiiehen,  da  es  zunächst  nur  auf  Jie  Bestimmung  zweier  sof 
der  Punkte  wie  b  und  c  selbst  ankommt. 

Grösserer  Einfachheit  wegen  wollen  wir  im  Folgenden,  was 
hder  Praxis  gewiss  immer  verstattet  sein  wird,  annehmen,  dass 
,  Uder  Bestimmung  der  Punkte  b  und  c  nach  dem  vorhergehen- 
In Verfahren  der  IVl esstisch  schon  so  weit  orientirt  sei,  dass 
fai  Punkte  beide  auf  einer  Seite  des  Punktes  ^' liegen,  dieser 
iMere  Punkt  also  nicht  zwischen  jenen  beiden  Punkten  liegt, 
ün  auch»  theoretisch  genommen,  die  Betrachtung  des  Falls,  wo 
Ä  iwischen  b  und  c  liegt,  keiner  besonderen  Schwierigkeit  unter- 
'  BagBa  würde,  was  wir  aber  füglich  dem  Leser  überlassen  können. 
IMes  vorausgesetzt,  wollen  wir  im  Folgenden,  wenn  zwei  Paare 
'TOD  Punkten  wie  b,  e,  die  wir  durch  b,  c  und  b\  c*  bezeichnen 
vollen  9  auf  dem  Messtische  gegeben  sind,  diese  beiden  Paare  bc 
tad  6V  symmetrisch  oder  unsymmetrisch  gegen  ^  liegend 
MueD»  jenachdem  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen 
anf  einander 


ir. 

:? 


Ab^Ae,  Ab'  ^Ac' 


i  Ab'^Ac,M'^A& 

Irt»  was  sich  hei  praktischen  Operationen  immer  auf  der  Stelle 
wird  erkennen  lassen. 


Wtnn  ma»  die  oben  beschriebene  Operation  bei  zwei  ver- 
schiedenen Lagen  iles  Tischblattes  vornimmt,  so  kann  man  sich 
leiclit  zwei  solche  Paare  von  Punkten  wie  l>c  und  b'c'  verschal- 
fen,  und  dass  dies  geschehen  sei,  wollen  wir  vim  nun  an  voraus- 
setzen. Dies  aber  vorausgesetzt,  erhellet  aus  einer  blossen  Be- 
trachtung von  Taf.  IV.  Fig.  S.  auf  der  Stelle,  dass,  jenachdem 
die  beiden  Paare  bc  und  A'e'  ge^en  A  symmetrisch  «der  unsym- 
metrisch liegen,  der  gesuchte  Punkt  D  nicht  zwischen  den  beideD, 
natürlich  stets  i^ehürig  verlängert  gedachten  Linien  bc  und  b'c', 
oder  zwischen  diesen  beiden  stets  gehörig  verlängert  gedachtun 
Linien  liegt.  Hat  sich  aber  aus  einer  nach  den  vorhergehenden 
Regeln  äusserst  leicht  anzustellenden  Beurthcüung  ergeben,  dass 
der  gesuchte  Punkt  D  nicht  zwischen  den  beiden  immer  gehürig 
verlängert  gedachten  Linien  6c  und  b'c'  liegt,  und  daher  auf 
einer  uud  .derselben  Seite  dieser  beiden  Linien  gesucht  werden 
muss,  so  erbellet  sowohl  aus  einer  blosseu  Betrachtung  von  Taf. 
IV.  Fig.  5.,  als  auch  aus  dem  in  11.  bewiesenen  geometrischen 
Lehrsatze,  nach  welchem  die  von  dem  Punkte  D  auf  die  Linien 
6c  und  6'c'  gefällten  Perpendikel  zu  diesen  Linien  selbst  ein 
und  dasselbe  constante  Verhältniss  haben,  dass  der  Punkt  D  im- 
mer auf  der  Seite  der  kleineren  der  beiden  Linien  6c  und  b'c' 
gesucht  werden  muss,  auf  welcher  die  grüssere  dieser  beiden 
Linien  nicht  liegt. 

Denken  wir  uns  jetzt  durch  die  beiden  Punkte  A  und  D  eine 
gerade  Linie  gezogen,  so  erhellet  durch  eine  ganz  einfache  geo- 
metrische Betrachtung  auf  der  Stelle,  dass  die  beiden  von  einem  jeden 
ganz  beliebigen  Punkte  in  dieser  Linie  auf  die  gehürig  verlüngert 

gedachten  Linien  abaod  a'b'  geföllten  Perpendikel  in  demselben  \  er- 
ältniäse  zu  einander  stehen  wie  die  beiden  von  dem  Punkte  D  auf 
die  gehürig  verlängert  gedachten  Linien  a6unda'6'  gelallten  Per- 
pendikel. Also  werden  nach  dem  in  II.  bewiesenen  geometrischen 
Lehrsatze  die  beiden  von  einem  ganz  beliebigen  Punkte  in  der 
durch  A  und  ü  gehenden  geraden  Linie  aul'  die  beiden  gehörig 
verlängert  gedachten  Linien  ab  und  a'6'  gefällten  Perpendikel 
sich  jederzeit  eben  so  zu  einander  verhalten,  wie  beziehungsweise 
die  beiden  Linien  ab  und  a'b'  sich  selbst  zu  einander  verhalten; 
und  bestimmt  man  also,  nachdem  man  nach  dem  Vorhergehenden 
die  Lage  des  Punktes  D,  und  demnach  auch  überhaupt  die  Lage 
der  Linie  AD,  gegen  die  beiden  gehörig  verlängert  gedachten  Li- 
nien ab  nnd  a'6'  bereits  ermittelt  hat,  entweder  nach  dem  Augen- 
maasse  oder  durch  genaue  geometrische  Construction  einen  Puntt 
auf  dem  Messtische  so  ,  dass  dessen  Entfernungen  von  den  ge- 
hürig verlängert  gedachten  Linien  uA  und  a'b'  sich  oben  so  zu 
einander  verhalten,  wie  beziehungsweise  die  Linien  nb  und  a'b' 
sich  selbst  zu  einander  verhalfen,  so  wird  der  auf  diese  Weise 
erhaltene  Punkt  ein  Punkt  in  der  durch  A  und  li  gehenden  ge- 
raden Linie  sein.  Legt  man  also  dann  die  Kiiipregel  an  diesen 
Punkt  und  an  den  Punkt  A  an,  und  orientirt  hierauf 'das  Tisch- 
blatt nach  3t,  so  wird  dasselbe  richtig  orientirt  sein,  und  dann 
also  auch  ferner  der  Punkt  D  selbst  leicht  erhalten  werden  kön- 
nen, wenn  man  nur  die  Kippregel  an  B  oder  C  legt,  und  respec- 
tive  nach  S  oder  <C  visirt.  was  allgemein  genug  bekannt  ist,  als 
1  hier  noch  einer  weiteren  AusfÜihrung  bedürfte. 
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Man  kann,  wenn  es  der  Raum  auf  dem  Tischblatte  zulässt 
und  es  überhaupt  als  zweckmässig  erscheint ^  worQber  sich  im 
Allgemeinen  nichts  festsetzen  lässt,  den  in  Rede  stehenden  Punkt 
auf  dem  Tische  auch  so  bestimmen,  dass  seine  Entfernungen  von 
den  gehörig  verlängert  gedachten  Linien  ab  und  a*b'  diesen  bei- 
den Linien  ab  und  a'b'  oeziehung.«: weise  gleich  sind. 

Ein  hinreichend  geübtes  Augen raaass  wird,  glaube  ich,  bei  der 
Bestimmung  des  in  Rede  stehenden  Punktes  meistens  ausreichen; 
aber  auch  wenn  man  sich  darauf  nicht  verlassen  wollte  oder  konnte, 
würde  dieser  Punkt  stets  durch  eine  genaue  geometrische  Gon- 
struction  erhalten  werden  können,  die  in  der  Ausführung  so  leicht 
and  einfach  ist,  dass  man  wohl  noch  wagen  darf,  sie  den  bei 
Messtischoperationen  auf  dem  Felde  beschäftigten  praktischen 
Geometern  aufzubürden.  Man  braucht  ja  bloss  auf  den  gehörigen 
Seiten  der  Linien  ab  und  a'b'  in  Entfernungen^  von  denselben, 
die  entweder  diesen  Linien  selbst,  oder  gewissen,  mittelst  des 
Zirkels  zu  bestimmenden,  gleichvielten  aliquoten  Thcilen,  oder 
endlich  auch  gewissen  Gleicbvielfacheii  derselben  gleich  sind,  mit 
Hülfe  von  Lineal  und  Dreieck  mit  den  Linien  ab  und  a*b'  zwei 
Parailellinien  zu  ziehen  und  deren  Durcbschnitfspunkt  zu  bestim- 
men, welcher  der  gesuchte,  zur  richtigen  Orientining  des  Tisches 
erforderliche  Punkt  sein  wird.  Jedoch  wird,  wie  gesagt,  gewiss 
in  den  meisten  Fällen  ein  geübtes  Augenmaass  ausreichen,  wenn 
man  namentlich  die  vorhercrebende  Methode  als  eine  successive 
Annäherungsmethode  betrachtet,  die  nur  erst  nach  einigen  Wieder- 
holungen zu  einer  vollständig  richtigen  Orientirung  .des  Tisches 
führt.  Auch  werden  noch  manche  Vortheile  jedem  in  der  An- 
wendung des  Rückwärtseinschneidens  schon  geübten  Praktiker  sich 
gewiss  ganz  von  selbst  ergeben. 

Wenn  die  Linien  bc  und  b'c'  sich  beide  auf  einen  Punkt 
zusammenziehen,  so  wird  dies  jederzeit  ein  sicheres  Zeichen 
sein,  dass  die  vier  Punkte  A^  B,  C,  D  auf  einer  und  derselben 
Kreisperipherie  liegen,  und  daher  die  Aufgabe  eine  unbestimmte 
ist*).  .Zöge  sich  dagegen  nur  die  eine,  der  beiden  Linien  bc  und 
£V  auf  einen  Punkt  zusammen,  so  würde  eben  dieser  Punkt  der 

Besuchte  Punkt  D,  und   eine   weitere  Fortsetzung  der  Operation 
aber  nicht  nöthig  sein. 

Wenn  man  die  Linien  bc  und  b'&  näherungsweise  als. ein- 
ander parallel  anzusehen  sich  berechtigt  halten  darf,  und  diesel- 
ben symmetrisch  gegen  den  Punkt  A  liegen,  so  erhellet  mittelst 
einer  einfachen  geometrischen  Betrachtung  aus  dem  Obigen  so- 
gleich, dass  der  Durchschnittspunkt  der  gehörig  verlängerten  Li- 
nien bb*  und  cc'  näherungsweise  der  oben  angegebenen  Bedingung 


*)  Daliämlich  ^£;  und  ö'C  jetzt  Punkte  sind,  die  wir  dnrch  (#() 
and  (b'C*)  bezeichnen  wollen,  so  gr^ht  der  durch  k,  By  D  beschriebe»« 
Kreis  durch  die  Punkte  A^  B,  D^  (6c\  (ö*c%  der  durch  Aj  C,  D  betebrie- 
bene  Kreis  durch  die  Punkte  A^  C,  D^  (6c),  {b'C),  Also  ncehen  beide 
Kreise  durch  dieselben  vier  Punkte  .4,  D  {bc),  (fi'C*),  and  fallen  daher 
mit  einaufler  zusammen. 

Theil  \VI.  15  . 
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rficksichtlich  seiner  EntfernunseD  von  den  Linien  bc  und  b'&  ge- 
nügen wird,  und  daher  zur  nänerungsweisen  Orientirung  des  Mess- 
tisches in  der  oben  angegebenen  Weise  benutzt  werden  kann. 
Können  dasegen  die  Linien  bc  und  b'c*  näheningsweise  als  ein- 
ander parallel  betrachtet  werden,  und  liegen  unsymmetrisch  gegen 
den  Punkt  A,  so  erhellet  eben  so  leicht  wie  vorher,  dass  wieder 
der  Durchschnittspunkt  der  beiden  Linien  bb'  und  c&  zur  nahe- 
mngs weisen  Orientirung  des  Messtisches  benutzt  werden  kann. 
Wie  es  nach  dem  Obigen  bekanntlich  erforderlich  ist,  liegt  der 
Ourchschnittspunkt  der  beiden  Linien  66'  und  c&  im  ersten  Falle 
nicht  zwischen  den  beiden  Linien  bc  und  6V,  im  zweiten  Falle 
dagegen  zwischen  diesen  beiden  Linien.  Dies  ist  eigentlich  im 
Wesentlichen  die  oben  erwähnte,  von  Bohnenberger  ange* 
gebene  Näherungsmethode,  die,  wje  es  uns  scheint,  in  der  von 
uns  oben  entwickelten  genauen  Methode  ihren  wahren  Grund  hat. 

Ueber  die  obige  Methode  uns  noch  weiter  zu  verbreiten,  oder 
dieselbe,  wie  vielleicht  mancher  Praktiker  wünschen  mpchte,  för 
den  praktischen  Gebrauch  hier  nochmals  im  Zusammenbiege  dar- 
znstellen,  halten  wir  für  unnothig.  Auch  wird  der  wahre,  theore- 
tisch gehurig  gebildete  Praktiker  gewiss  selbst  leicht  noch  auf 
manche  erweiterte  Anwendungen  unserer  Methode  kommen.  Ich 
erwähne  daher  nur  noch  zum  »Schluss,  dass  ich  die  in  IL  gege- 
benen Entwickelungen  hier  absichtlich  auf  demselben  Wege  gege- 
ben habe,  welcher  mich  zu  denselben  gefuhrt  hat,  nämlich  im 
Gewände  der  analytischen  Geometrie.  Vielleicht  ist  eine  einfache 
elementare  Darstellung  durch  die  synthetische  Geometrie  möglich, 
der  ich,  wenn  man  sie  mir  mitzutheilen  die  Güte  haben  sollte*), 

fern  einen  Platz  im  Archive  einräumen  würde,  und  daher  die 
leser  dieser  Zeitschrift  zu  einer  desfallsigen  Untersuchung  auf- 
zufordern mir  erlauben  mochte,  weil  ich  allerdings  der  Meinung 
bin ,  dass  die  aus  den  in  11.  angestellten  theoretischen  Betrachtungen  in 
IlL  hergeleitete  praktische  Methode  des  Rückwärtseinschneidens 
mit  dem  Messtische  ihrer  Einfachheit  wegen  wohl  verdient,  dass 
sie  durch  eine  hinreichend  elementare  und  leichte  theoretische 
Betrachtung  auch  in  ihren-  Gründen  einer  möglichst  grossen  An- 
zahl von  Praktikern  zugänglich  gemacht  werde. 

*)  Dass  dazu   Hoffnung  vorhanden  ist,  habe  ich  oben  schon  bemeflrt. 
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lieber  eine  neue  Art^  die  Oesetze  der 
Fortpflanzunj?  und  Polarisation  des 
Iiicbtes  in  optiscb  zweia:Ki(ren  Medien 

darzustellen. 

Von 

Herrn  Dr,  Beer, 

PriTatdocf^nten  an  der  Universität  zu  Bonn« 


Das  BedQrfoiss  von  Modelleo  bei  dem  Studium  der  Doppel- 
Brechung  hat  sich  unter  Anderem  durch  die  Erfindung  verschiedeaer 
Darstellnngs  -  Arten  der  Weilenfläche  optisch'  zweiaxiger  KrystaBe 
bekundet.  Unter  diesen  sind  als  die  vollkommensten  diejen^feo 
Modelle  zu  betrachten,  welche  sich  nach  den  wichtigsten  Schnifieo 
jener  Fläche  aus  einander  schlagen  lassen,  und  deren  Masse  den 
zwischen  den  beiden  Schalen  der  Fläche  befindlichen  Raum  aiui* 
föUt,  so  dass  sie  in  ihrer  Convexität  und  Concavität  eine  vollstäp.- 
die  Vorstellung  der  Wellenform  vermitteln.  Eine  andere  Art  be- 
steht aus  zwei  Theilen^  von  denen  der  eine  durch  die  innige 
Schale  oder  durch  einen  Theil  derselben,  z.  B.  einen  Octanteii, 
und  durch  die  Hauptschnitte,  der  andere  durch  die  äussere  Schalt 
begrenzt  wird.  Noch  einfacher  ist  die  Darstellung  mittelst  Plat- 
ten von  Pappe,  auf  denen  Schnitte  der  Fläche  gezeichnet  sioif 
oder  mittelst  Drähten,  die  den  Umfang  solcher  Schnitte  angebe^ 
Dieser  Aufsatz  ist  der  Angabe  einer  neuen  Art,  die  Gesetze  der 
Fortpflanzung  und  Polarisation  des  Lichtes  in  doppelbrecheiideii 
Mitteln  sowohl  mittelst  eines  leicht  herzustellenden  Modelles^  ab 
auch  mittelst  der  Zeichnung  darzustellen,  gewidmet  Wir  schickeii 
der  Beschreibung  einige  begründende  mathematische  Betracbtiw- 
gen  voraus. 

15» 
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1.  Die  Geschwindigkeiten  Vi  und  V2f  ^^^  welchen  sich  zwei 
parallele  ebene  Wellen  in  einem  optisch  zweiaxigen  Mittel  nach 
der  Richtung  ihrer  gemeinsamen  Normale  fortpflanzen,  werden  be- 
kanntlich aus  folgenden  Gleichungen  gefunden: 

1)    vi^=s+t  cos(wi  +  %) ,        2)    ra* = 5  -+  < cos  (tii— Wa) . 

Legen  wir  in  Taf.  V.  Fig.  1.  durch  einen  Punkt  O  als  Mittelpunkt  zwei 
Gerade  AiAi  und  A^  ^*  ndich  den  Richtungen  der  beiden  optischen 
Axen  für  ebene  Wellen  (der  wahren  optischen  Axen),  so  bedeuten  t^i 
und  %  die  Winkel,  welche  eine  durch  O  mit  der  gemeinsamen 
Normale  der  beiden  Fronten  parallel  gelegte  gerade  Linie  OiV"  bezüg- 
lich mit  OAi  und  OA2  bildet;  der  Werth  von  5  ist  immer  positiv, 
während  t,  absolut  genommen  kleiner  als  s,  positiv  wird,  wenn 
die  Halbirungs- Linie  des  Winkels  A1OA2  mit  der  Axe  der  klein- 
sten Elasticität,  und  negativ  wird,  wenn  sie  mit  der  Axe  der  grüss- 
ten  Elasticität  zusammenfallt.  Die  Schwingungen  der  Wellen- 
Front,  deren  Geschwindigkeit  Vi  ist,  stehen  auf  ON  senkrecht 
und  Hegen  in  einer.  Ebene,  welche  durch  ON  gehend,  den  Winkel 
N  des  körperlichen  Dreiecks  A1NA2  halbirt.  Die  Schwingun- 
gen der  zweiten  Welle  stehen  auf  denen  der  ersten  senkrecht 
und  liegen  wie  jene  in  der  Wellen -Ebene.  Bezeichnen  wir  den 
Winkel,  welcher  von  der  Normale  ON  und   der  Linie  OA'2  ein- 

geschlossen  wird,   durch  W2'»  s^  ^^^d  iif2+Wa'  =  180^i,   und  an  die 
»teile  der  Gleichung  2)  können  wir  die  folgende  treten  lassen : 

2')  t?a^  =:i-teos(f£i  +  u^')- 

Der  Ort  der  Normalen  nun,  fü'r  welche  vi  denselben  Werth  be- 
sitzt, d.  i.  der  Normalen,  deren  erste  Wellen  -  Ebenen  sich  mit 
glticher  Geschwindigkeit  in  dem  krystallinischen  Mittel  fortpflan- 
zen, ist  offenbar  ein  Kegel  des  zweiten  Grades,  dessen  SpitzQ  in 
O  liegt,  dessen  Axe  mit  der  Halbirungs -Linie  des  Winkels  Ai  OA^ 
coincidirt,und  dessen  Hrenn-Liniendie  optischen  Axen^^i^/  und^^a^'a 
sind.  Ebenso  bildet  andererseits  die  stetige  Aufeinanderfolge  der  Nor- 
malen, deren  zweite  Wellen-Fronten  sich  mit  derselben  Geschwin* 
digkeit  «2  fortbewegen,  einen  elliptischen   Kegel,    dessen  Mittel- 

Sunkt  O  ist,  dessen  Haupt- Axe  den  Winke-  AxOA^  halbirt,  und 
essen  Focal-Linien  die  Geraden  A^Ai  und  4%^%  sind*  Die  bei- 
den erwähnten  Kegel  sind  hiernach  confocal  und  stehen  mit  ihren 
Hauptaxen  auf  einander  senkrecht.  Einem  jeden  anderen  Werthe 
von  «1  und  t?a  entspricht  ein  anderer  Kegel  der  ersten  und  der 
zweiten  Art;  wir  erhalten  also  zwei  Gruppen  confocaler  Kegel- 
flSchen,  die  wir  Geschwindigkeits-Kegel  nennen  wollen.  Die 
Entwicklung  der  Gleichungen  dieser  Kegel  ist  leicht;  es  handle 
sieb  z.  ß.  um  die  Herstellung  der  Gleichung  für  die  Kegel  der 
ersten  Gruppe.  Wir  lassen  die  z-Axe  eines  rechtwinkligen 
Gootdinaten  -  Systemes  mit  der  Halbirungs -Linie  des  Winkels 
AyOA^y  die  :i;-Axe  mit  der  Halbirungs-Linie  des  Winkels  A^OA^ 
lasammenfallen ;  es  kommt  alsdann  die  ^-Axe  auf  die  Ebene  der 
optischen  Axen  senkrecht  zu  stehen.  Da  nun  für  sämmtliche 
Seiten  eines  Kegels  der  ersten  Gruppe  als  Normale  ebener  Wellen 
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g*  denselben  Werth  behalten  soll,  so  bat  man,  unter  /  eine  die 
Rolle  des  Parameters  spielende  Constante  verstanden,  die  kleiner 
als  cos^iO^  ist, 

cos(tti  +  «a)  =  /, 
woraus  sich  ergibt: 

cosui^  +  C0SM2*  —  2/.COSW1  cosi«a= 1  — ^. 

Bezeichnen  wir  die  Entfernung  eines  Punktes  des  Kegels  vom 
Anfangs -Punkte  O  durch  r,  seine  Coordinaten  durch  xr,  ^  and  t, 
sowie  den  Winkel  Aj  OA^  durch  2^1,  ^o  ist,  wie  leicht  einzusehen, 

X                     %                                  X  % 

cos  Ui  =  —  .  sin  n  +  -  -cosn,  cos  0«= .  sin  »  +  — . cosit. 

r  T  T  T 

Hieraus  und  aus  der  so  eben  gefundenen  Relation  zwischen  costii 
und  cost^  ergibt  sich  für  die  Gleichung  des  Kegels  vom  Parame- 
ter /  die  folgende: 

Äi  = — a;2  (1 +/)  (cos27i— 0-y«(l-P) + 22(1—0  (cos2n-./)=:0 . 

Auf  ganz  demselben  Wege  findet  man  die  folgende  Gleichung  der 
zweiten  Gruppe  der  Geschwindigkeits- Kegel: 

K^=x^{\--D  (cos2«+/)+3^2(i»./2)_22(i^/)  (cos2n+/)=0.. 

Es  ist  hier  /  immer  negativ  und  kleiner  als  —  cos2n  zu  nehmen; 
aber  weder  für  die  Kegel  K^ ,  noch  für  K>i  darf  der  Grosse  /  als 
einem  Cosinus  ein  Werth  beigelegt  werden,  der,  absolut  genom* 
men,  die  Einheit  übersteigt. 

Die  Uauptaxe  der  Kegel  £1  fällt  ersichtlich  mit  der  z-Axe 
zusammen,  halbirt  also  den  Winkel  AxOA^,^  während  die  der 
Kegel  A2  ^6"  Winkel  A^  OA^*  in  zwei  gleiche  Theile  theilt.  Dass 
sämmtiicbe  Kegel  die  optischen  Axeu  als  Focai- Linien  besitzen» 
geht  aus  dem  Umstände  hervor,  dass  die  Summe  der  Winkel»  den 
eine  Seite  der  Kegel  mit  jenen  Geraden  einschliesst,  für  densel- 
ben  Kegel  eine  constante  Grösse  behält.  Für  die  erste  Gruppe 
besteht  ein  Grenz -Kegel,  derjenige  nämlich,  dessen  Parameter 
/  den  Werth  cos2n  hat,  in  den  Stücken  AiOA^  und  Ai'OA^'  der 
Ebene  xz;  die  andere  Grenze  ist  die  Ebene  xy;  dieser  entspricht 
als  Parameter  /=:~1.  Die  Grenzen  der  Iiegel  K2  sind  die  # 
Stacke  AiOA^  und'^ A^OAi  der  Ebene  der  optischen  Axen,  für 
/=^— cos2n,  und  der  Uauptschnitt  yz,  für  /=  —  1. 

2.  Wir  wollen  annehmen,  es  sei  die  Ualbirungs •  Linie  des 
Winkels  AiOA^  die  Axe  der  kleinsten  optischen  Elasticität»  da* 
dann  ergibt  sich  für  die  erste  Grenze  der  Kegel  Ki  das  Qua- 
drat der  Fortpflanzungs  -  Geschwindigkeit  Vi^ = 5  -f  <  cos2n.  Dasselbe 
nimmt  an  Grösse  für  die  folgenden  Kegel  immer  mehr  ab  und 
erreicht  an  der  zweiten  Grenze  den  Minimums -Werth  «  — 1<  Die 
dem  ersten  Grenz  -  Kegel  der  zweiten  Gruppe  eotspreckende  Ge- 
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scbwindigkeit  wird  bestimmt  durch  die  Gleichung  t?2^=5-f  ifcos2M ;  sie 
wächst,  während  sich  die  Geschwindigkeits-Ke^el  erweitern,  und  ihr 
Quadrat  nähert  sich  dem  Maximum  s-i-t,  welches  an  der  zweiten 
Grenze  erreicht  wird.  Alles  dies  gilt,  abgesehen  davon,  ob  der 
l^inkel  AiOA^  spitz  oder  stumpf  oder  ein  Rechter  ist,  also  für 
positive  und  negative  Krystalle  und  für  den  Uebergangsfall ,  in 
welchem  die  beiden  optischen Axen  aufeinander  senkrecht  stehen. 

Aus  den  in  1.  gemachten  Bemerkungen  über  die  Oscillations- 
Ebene  der  Wellen  folgt,  dass  die  Schwingungen,  welche  einem 
Gesch windigkeits - Kesel  entsprechen,  nach  den  Richtungen  sei- 
ner Normalen  vor  sich  gehen. 

3.  Fallen  die  beiden  optischen  Axen  Ai  Ai  und  A^^A^*  in 
die  z-Axe,  diese  immer  als  Axe  der  kleinsten  Elasticität  gedacht, 
so  ist  das  Mittel  optisch  einaxig  und  positiv.  Es  kann  alsdann 
von  der  zweiten  Gruppe  der  Geschwindigkeits- Kegel  nicht  mehr 
die  Rede  sein;  v^  behält  den  constanten  Werth  S'\-t  und  ent- 
spricht den  ordentlichen  Wellen,  deren  Schwingungsrichtungen 
auf  der  einzigen  optischen  Axe  senkrecht  stehen.  Die  Gleichung 
der  Kegel  Ki  gestaltet  sich  nun  in: 

(0:^+^2^  (1+0-22  (1-0=0. 

Die  Kegel  K^  gehen  in  Rotations-Ke^el  über,  deren  Axen  mit 
der  optischen  Axe  zusammenfallen.  Für  den  einen  Grenzkegel, 
welcher  hier  die  optische  Axe  ist,  erlangt  auch  v^^  den  Werth 
»•{-t.  Indem  sich  die  Kegel  öffnen,' wird  es  kleiner  und  erreicht 
an  der  zweiten  Grenze,  in  dem  auf  der  Axe  senkrechten  Haupt- 
schnitte,  das  Minimum  j;  —  t. 

Wir  überheben  uns  der  Betrachtung  des  Falles,  wa  beide 
Axen  AiAi  und  A^A^'  in  die  a;-Axe  fallen,  da  dann  das  Mittel 
in  ein  optisch  einaxiges   negatives  übergeht. 

4.  Die  in  den  vorhergehenden  Nummern  mitgetheilten  Be- 
trachtungen  über  die  Fortpflanzungs-Geschwindigkeiten  und«  Oscil- 
lations-Ebenen  der  Wellen  -  Fronten  übertragen  sich  ohne  Weite- 
res auf  dieselben  Attribute  der  Licht-Strahlen,  wenn  wir  an  die 
Stelle  der  wahren  optischen  Axen  die  scheinbaren,  an  die  Stelle 
der  f^ormale  einer  Lichtwelle  die  Richtung  des  Strahles  treten 
lassen.  Wir  erhalten,  dem  Früheren  analog,  Geschwindigkeits- 
Kegel  des  zweiten  Grades,  deren  Brennlinien  die^  scheinbaren 
optischen  Axen  (die  optischen  Axen  für  Strahlen)  sind,  und  die 
den  einzelnen  Seiten  eines  solchen  Kegels  entsprechende  Oscil- 
lations-Ebene  ist  eine  Normal-Ebene  dieser  Fläche. 

5;  Um  O  als  Mittelpunkt  werde  eine  Kugel  iS  von  dem  Ra- 
dius 1  gelegt.  Diese  Kugel  wird  von  den  Geschwiniiigkeits- 
Kegeln  K^  für  ebene  Wellen  ia  zwei  Gruppen  confocaler  sphäri- 
B^net  Ellipsen  E^  geschnitten,  deren  gemeinsame  doppelte  Ex* 
centricitäten  bezüglich  die  Bogen  ^^  4k  ^^^,  Ai^' A^' f,v^»BiQX  Kx^k&e 
sind.  Zwei  andere  Gruppen  solcher  sphärischer  Linien  E^  erhal- 
ten wir   ftls  DurchschnUte  der  Kugel  5  und  der  KÄgel  i?^;    die 
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gemeinsamen  Brennpunkte  derselben  sind  einerseits  Ai  und  A^', 
andererseits  A%  und  Ai*.    Zur  Abkürzung  werde  gesetst: 

0 

SO  ist: 

WO  man  dann  hat: 

DSe  Projectionen  der  Curven  Ei  und  E^  auf  die  drei  Hauptscbditte 
werden  nun  durch  folgende  Gleichungen  dargestellt: 


y2 


*i  j  **(«9— p5 j  —  *"  (p  +  pä^ = —  ^ ' 

Wir  ersehen  hieraus: 

Erstens,  dass  die  Projectionen  der  Geschwindigkeits* 
Curven  (so  nfimlich  wollen  wir  die  sphärischen  Ellipsen  nennen) 
auf  die  Ebene  der  optischen  Axen  (die  Ebene  az)  in  zwei  Rei- 
hen von  Ellipsen  bestehen,  deren  Axen  mit  den  Coordinaten* 
Axen  zusammen&Uen  9  und  die  den  Schnitt  a:z  der  Kugel  im  All- 
gemeinen schneiden.  Die  eine  Grenz-Curve  der  ersten  Reihe, 
welche  den  Curven  Ei  entsnricht,^  ist  die  Axe  der  x,  die  andere 
Greliz-Curve  der  Schnitt  xz  aer  Kugel.  Sämmtliche  Durchschnitts- 
Punkte  dieser  Curven  und  des  Schnittes  az  der  Kugel  sind  auf 
den  Kreis  Bogen  AiA^  vnd  ^2^1'  befindlich.  Die  erste  Grepize 
der  zweiten  Reihe,  die  zu  den  Curven  £«  gehört,  ist  die  t-Axe, 
die  zweite  wiederum  der  Schnitt  ^zderKusel;  die  Durchschnitte 
dieser  Ellipsen  und  der  Kugel  liegen  auf  den  Kreis-Bogen  AiA^ 
und  AiA%, 


228 

Zweitens.  Die  Projectionen  der  Geschwindigkeits  -  Curven 
auf  die  Ebene  xy  bestehen  erstlich  aus  einem  System  von  Ellip- 
sen,  die^  einander  umschliessend,  zu  Grenzen  haben  einerseits 
den  Kreis,  in  welchem  die  Kusei  von  der  Projections  Ebene  ge- 
schnitten wird,  andererseits  die  Verbindungslinie  der  Projectio- 
nen ai  «und  a^  der,  Brennpunkte  der  sphärischen  Ellipsen  (der 
Durcbschnittspunkte  der  optischen  Axen  und  der  Kugel  S).  Diese 
Ellipsen  entsprechen  den  Curven  Ei ;  ihre  Axen  fallen  mit  den 
Coordinaten-Axen  zusammen.  Der  Gruppe  E2  entspricht  ein  Sy 
8tom  von  Hyperbeln,  deren  reelle  Axe  in  die  ^-Axe  fällt,  und 
.  deren  eine  Grenze  die  y-Axe,  deren  andere  die  über  »i  und  cc^ 
hinaus  gelegenen  Theile  der  .r-Axe  sind. 

Drittens.  Die  Curven  Ei  stellen  sich  in  ihren  Projectionen 
auf  die  Ebene  yz  als  Hyperbeln  dar,  deren  reelle  Axen  mit  der 
i;-Axe  zusammenfallen.  Die  Grenzen  derselben  sind  die  über  ßi 
und  /9^,  den  Projectionen  der  Brennpunkte  der  sphärischen  Ellip- 
sen, hinausgelegeneu  Theile  der  z-Axe  und  die  ^-Axe.  Die  Cur- 
ven £2  endlich  projiciren  sich  als  Ellipsen  mit  gleich  gerichteten 
^en,  deren  Grenzen  der  Schnitt  yz  der  Kugel  und  das  Stück 
ßiß%  d^^  z-Axe  sind.  , 

6.  Die  gewonnenen  Resultate  liefern  uns  nun  folgende  neue 
JDarstellungsart  der  Gesetze,  nach  welchen  die  Licht-Bewegung 
in  doppelbrechenden  Körpern  vor  sich  geht.  Auf  eine  Kugel  tra- 
gen wir  die  Durchschnitte  Ai,  A^,  Ai'  und  2^2^  ^^^  optischen 
Axen  auf  und  beschreiben  auf  derselben  eine  Anzahl  der  sphäri- 
schen Ellipsen  Ei  und  E^»  deren  Brennpunkte  in  Ai  und  A^,  so- 
wie in  Ai  und  A2!  liegen.  Die  Operation  bei  der  Zeichnung  die- 
ser Curven  ist  durchaus  gleichlaufend  mit  derjenigen,  welchie  man 
bei  dem  Zeichnen  ebener  Ellipsen  vorzunehmen  hat,  mag  man 
nun  einzelne  Punkte  der  Linien  construiren,  oder  diese  mit  Hülfe 
zweier  Stifte  und  eines  Fadens  ohne  Ende  verzeichnen.  Zur  Un- 
terscheidung weisen  wir  einer  jeden  der  beiden  Gruppen  Ei  und 
£2  ih^e  eigene  Tinte  an,  und  wir  wählen  die  gegenseitigen  Ent- 
fernungen der  Curven  so,  dass  sie  die  Oberfläche  der  Kugel  mög- 
lichst gleichfürmig  und  in  Bezug  auf  die  drei  Hauptschnitte  sym- 
metrisch in  viereckige  Felder  theilen.  Die  so  erhaltenen  Geschwin- 
digkeits-Curven  geben  uns  die  Richtungen  gleicher  Fortpflanzungs- 
Geschwindigkeiten  ebener  Wellen  und  gewähren  uns  ein  Bild  von 
den  Gesetzen  der  Polarisation  in  einem  zweiaxigen  Krystalle. 
Nach  den  Richtungen  aller  Radien  nämlich,  welche  in  den  Punk- 
ten einer  der  Curven  auslaufen,  pflanzen  sich  diejenigen  Wellen- 
Fronten  mit  gleicher  Geschwindigkeit  fort,  deren  Schwingungs- 
Richtungen  auf  lenen  Radien  und  gleichzeitig  auf  der  Curve  senk- 
recht stehen.  Um  aber  eine  Anscnaunng  von  der  Art  und  Weise 
Zu  erlangen,  wie  jene  Geschwindigkeit  von  einer  Curve  zur  andgren 
.wSchst  oder  abnimmt,  können  wir  eines  der  beiden  Verfahren 
anwenden,  deren  Beschreibung  wir  folgen  lassen.  Wir  können 
erstlich  zu  beiden  Seiten  des  Durchschnittes  P  zweier  Curven  Ei 
und  £2  d^^  beiden  Systeme  nach  der  Richtung  der  Tangente  an 
die  eine  Curve  Stücke  auftragen,  die  der  Geschwindigkeit  der 
anderen  Curve  proportional  sind,  und  diese  Operation  in  allen 
Knotenpunkten  aer  Systeme  wiederholen.    Der  Ueberblick  wird 
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erleichtert,  und  es  wird  dem  Geschmacke  dadurch  Rechnung  ge- 
tragen, dass  man  über  den  auf  die  angegebene  Art  erhaltenen 
kleinen  Geraden  als  Axen  Ellipsen  construirt  Die  Axen  einer 
solchen  kleinen  Ellipse  sind  alsdann  den  Axen  der  Durchschnitts- 
Curve  parallel  und  proportional,  in  welchen  die  mit  der  Kugel 
concentrisch  gedachte  Elasticitäts- Fläche  von  einer  Diamentral- 
Ebene  geschnitten  wird,  die  mit  der  Ebene  parallel  ist,  welche 
die  Kugel  in  dem  Mittelpunkte  P  der  Ellipse  berührt;  diese  ist 
aber  die  zu  OP  als  Normalen  gehörige  Wellen -Front.  Ein  zweites 
Verfahren,  die  Grössen  der  Fortpflanzung^-Geschwindigkeit  dar- 
zustellen, besteht  darin,  dass  man  die  Dicke  der  einzelnen  Ge- 
schwindigkeits-Curven  der  ihnen  zugehörigen  Geschwindigkeit  pro- 
portional macht  Dies  letztere  Verfahren  ist  für  die  Zeichnung  das 
einzige  mit  Vortheil  anwendbare.  Um  aber  eine  descriptive  Darstellung 
der  Gesetze  der  Lichtbewegung  in  optisch  zweiaxigen  Krystalleq  zu 
erhalten ,  projiciren  wir  die  beschriebener  Welse  gezeichneten  Ge- 
schwindigKeits  Curven  auf  die  Hauptschnitte  des  doppeltbrechen- 
den Mittels ,  wobei  die  Bemerkungen  der  fünften  Nummer,  ihre 
Anwendung  finden.  Die  beigegebenen  Figuren  Taf.  V.  Fig.  2.,  3.  und  4. 
sind  solche  descriptive  Darstellungen  der  Bewegung  und  Polarisatioo 
ebener  Lichtwellen  in  einem  positiven  zweiaxigen  Krystalle,  des- 
sen optische  Axen  einen  Winicel  von  c.  60^    einschliessen. 

Wir  halten  es  für  überflüssig,  der  leicht  zu  findenden  Modi- 
ficationen  zu  erwähnen,  welche  an  dem  oben  beschriebenen  Ver- 
fahren in  dem  Falle  einaxiger  Medien  anzubringen  sind.  Schliess- 
lich bemerken  wir  noch,  dass  man  zur  Demonstration  der  Gesetze, 
welche  die  Fortpflanzung  der  Strahlen,  sowie  deren  OsciHations- 
Ebenen  befolgen,  keines  neuen  Modelies  bedarf.  Unter  den  Punk- 
ten, ^i  etc.  braucht  man  nur  sich  die  Durchgänge  der  schein- 
baren optischen  Axen  zu  denken;  die  kleinen  Ellipsen  sind  als- 
dann den  mit  ihren  parallelen  Durchschnitten  des  Ellipsoides, 
welches  Fresnel  bei  seiner  Construction  der  Wellenfläche  zu 
Grunde  legte,  ähnlich  und  ähnlich  liegend.  Die  Schwingungs- 
Richtungen  der  Strahlen  kann  man  nur  mit  Hülfe  der  Wellenfläche 
bequem  darstellen;  sie  liegen  in  dieser  Fläche  und  stehen  auf 
deren  Durchschnitten  mit  den  Geschwindigkeits-Kegeln  für  Strah- 
len senkrecht. 
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Slementore  AMeitanip  der  Reibe  für 
die  Berechnunf^  des  Boi^ens  aus  sei- 
ner Tanipentet 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Schlo milch 

zu   Dregden. 


In  Taf.  V.  Fig.  5.  sei,  für  den  Halbmesser  AC::=:lf 

ArcAQ^a,    ArcAP^^b; 

s  * 

-4F=tana=c,     i4ü=tan6=/5; 
mitbin  ^ 

wobei  d  zur  Abkürzung  dient;   es  ist  dann 

-._     ^     ,       _^  tana— tanft  a— /? 

;tfP=tan(a-6)=  n_  tana.tanT=fW- 

oder,  wenn  statt  a  gesetzt  wird  ß  +  d: 

Femer  hat  man  nach  einer  bekannten  trigonometrischen  Formel 
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NQ  =  sinia-b)  =  tana-tanft  _^ 

V^(l  +  tan«a)  (1  +  tan«6) 

V"(1+««)(1  +  |S«)' 
oder  ivegen  a  =  ß-i-8: 

2)  NQ— 


V[.l+(/S+Ä)a][l+^J 

Der  Bogen  liegt  aber  immer  zwischen  seiner  Tangente  und  seinem 
Sinus;  es  ist  desshalb 

MP'^XrcPQ'^NQ, 

also  nach  dem  Vorigen: 

iWWß  ^  ^''=^«>  Vit+iß+s)*tHF] 

Diese  Ungleichung  iässt  sich  leicht  stärker  machen  und  zugleich 
vereinfachen;  schreiben  wir  nämlich  linker  Hand  ß  statt  ß-\-d,  so 
wird  der  Nenner  kleiner  und  mithin  der  ohnehin  schon  zu  grosse 
Quotient  noch  grosser;  setzen  wir  rechter  Hand  (ß  +^)^  "l**  ß^» 
80  nimmt  der  Nenner  zu  und  dei  zu  kleine  Quotient  wird  noch 
kleiner.     So   haben  wir 

3)  T+^>  ^"''^> .i+(ß+dr 

Wenn  jetzt  von  einem  Bogen  AB  (Taf.  V.  Fig.  6.)  die  Tangente 
AD=T  gegeben  ist«  so  theite  man  dieselbe  m  eine Anzahlgleio 
eher  Theue  und  setze  einen  solchen  Theil 

T 

4)  i-=«. 

Zieht  man  von  jedem  Theilpunkte  eine  Gerade  nach  dem  Mittel- 
punkte C,  60  zerfällt  der  Bogen  AB  in  n  kleine  Bögen«  die  wir 
der  Reihe  nach  s^  «a»  *3 *«  nennen  wollen.  Für  jeden  sol- 
chen Bogen  benutzen  wir  die  Ungleichung  3)    [j8r=0,  d,  2ö,  

... (n — l)o]  und  erhalten  so 

6  S 
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l+(n— 1)2^2^  *»   >    l  +  jfiö^' 
Ferner  durch  Addition  dieser  Ungleichangen : 

1  '^l+m^^  1+22^2  ^"^l+in-^i)^ 
>Ärc-4Ä> 

8  6 d  d 

1  + 1*^2+  l+22d^+  1  +3252  +  •  "•■  1  +  n«««' 

Bezeichnen  wir  für  den  Augenblick  die  erste  Summe  mit  2^  und 
die  zweite  mit  2^2>  ^^^ 

.  2:i>Arc^iB>2:a, 

so  ist 

J2  T3       1 


""1+  r2""-i  +  r«»' 

and  hieraus  geht  hervor ,    dass  die  Differenz  '^i  •—- ^^a  gegen  die 
Null  convergirt^  wenn  n  unendlich  wächst,    dass  also  ^  nnd  E^  ^ 
sich  einer  und  derselben  Granze   nähern  müssen.    Für   nnendUä 
wachsende  n  geht  daher  die  vorige  Ungleichung  in  die 


.   Lim2?i  s=  Arc2iiB=  Lim-S^ 
über 9  wofür  wir   nun  schreiben  können:  >'- '" 

Will  man  statt  dieser  allgemeinen  Formel  eine  speziellere,  wi 
zwar  nicht  auf  jeden  Bogen  passt,  aber  dafSr  yom  Zeichca 
befreit  ist,  so  benutze  man  die  Formel 


J+9 


welche  jedoch  nur  für  acht  gebrochene  q  gilt,  und  die 
anwendbar  ist,  wenn  die  Grossen  d,  2d,  3o,...n2  sSmoilBeh  Idei- 
ner  als  die  Einheit  sind.     Diese    Eigenschaft  findet   eteflj    weiB 
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} 


die  ffrOsste  von  ihnen,  nämlich  nd=7\  weniger  als  Eins  beträgt, 
und  es  findet  sich  nun  für  7<1: 

^(l»+2«  +3*  + +  n") 

Arc^Ä=Li.rZ"'r';f  "'••■'"? 


T 
Setzt  man  statt  d  seinen   Werth  -*   und  berücksichtigt  den  Satz, 

dass  für  unendlich  wachsende  n  und  ein  positi?es  ganzes  k 

,.    l»+2^+3*+ +  n*  1 

L,.u :^^i-^, =  ^-5 

ist,  wovon  ich Jtingst  einen  vnllig  elementaren  Beweis  gegeben  habe 

i Archiv  Thl.  aIV.  Nr.  XXIX.  8.  452.)    so   gelangt  man  zu  der 
•"ormel 

Ate  AB  =:j  ''— J  y»  +  g^  r»- .... 


oder  für 


») 


T<1 


Arcilfi=u,  also  7*=tanti: 

[tt  =  7- tanu— Q  tan'ii-f  g- tan^  — .... 

n 


0<ii<4 


Da  die  vorstehende  Gleichung  fKr  jedes  ti  <  j  gilt  und  fiSr  tt<  -j 

beide  Selten  derselben  für  sich  betrachtet ,    endlich  bleiben,   so 

mnssj   nach  einer  bekannten  Schlussweise,  auch  für  u=jnoch 

n 
GUcbheit  bestehen;  dagegen  hurt  dieselbe  für  ti>  j    auf,     weil 

dann  die  Reihe  divergirt.    Im  letzteren  Falle  kann  man  sich  aber 

7C 

leicht  dadurch  helfen,  dass  man  das  Complement  o  =  ^— u     ein- 

n 
führt  9  welches  nun  in  der  That  <j  ist;  man  hat  jetzt 

©=?-tant—  <$-  tanv-f-  jr  tan*»— 

0<t><J, 


I 


2M 


oder 


d.  i. 


7) 


7t  '       \  ]  1 

2 — tt=j-COttt  — g-cot*i«  +  g-cot*u  — 


iti=2  —  \t  coiu — s-cot'tt  +  g  cot*M  — .. ^ 


Für    t<  =  j    vereinigen    sieh    beide    Formeln   zur  Leibnitz'schen 
Reihe. 

Will  man  die  Euler'sche  Doppelreihe  für  j      ableiten,      so 
braucht  man  nur  zu  beachten,  dass  für.tan:t:=Ä'und  tan^=o 

2       3 

tan(a?+^)  = 1 — p  =  1 , 

1 iL  f. 

und  mithin  a;+y  =  j  wird. 

Die  hier  mitgetheilte  Ableitung  der  Formel  6)  bietet  den 
nicht  unerheblichen  Vortheil,  eben  sowohl  Ton  der  unsichem 
Methode  der  unbestimmten  Koeffizienten ,  als  von  der  EinmischniK 
Imaginärer  Grössen  frei  zu  sein,  und  sie  durfte  sich  desshalb  afi 
ein  för  etwas  gereiitere  Schüler  gewiss  interessanter  Anhaqg  a|qr 
Trigonometrie  empfehlen.  Dass  das  ganze  Verfahren  nichts  ffM* 
ter  als  eine  maskirte  Integration  ist,  wird  man  hoffentlich  iMIt 
tadeln,  sind  doch  die  elementaren  Quadraturen  des  Kreisea  d^ 
Parabel  etc.  auch  nichts  Anderes;  ganz  abgesehen  aber  von  dte 
wissenschaftlichen  Berechtigung  oder  Nichtberechtigung  solcher 
Herleitungen,  bleibt  ihnen  doch  noch  6id  didaktischer  Werm'ir^ 
möge  ihrer  Anschaulichkeit  und  geometrischen  DurchsiditigkeUy 
die  sie  selbst  demjenigen  empfiehlt,  der  die  expeditiveren  Me* 
thoden  der  höheren  Aimlysis  kennt. 


•t3S 


XXII. 

BemerkiinK  zu  dem  Aufsätze  Tfl. 
In  TheU  XT. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Schlölnilch 

zu   Dreiden. 


Auf  Seile  232.  des  senannteD  Anrsaties   gelangt  Herr  Pro- 
hör   FraDke  lu  der  Behauptung,     dafls    aua    der    Continnitit 
iFutiktioQ  FLr)  die  Conti nui tat  ihrer  Abgelaiteten  ^'(x')  folge, 
in    beiden  Funktionen  x  anf  dasselbe  Intervall  beschränkt 
.  Dieses  ErscbnUs  ist  aber,  wenigstens  in  seiner  Ailgemein- 
'i))llig  unricntii;,  und  es  lassen  sich  nicht  tteniger  als  unend- 
v^e  Tuoktioaüu  finden,   die  selbst  stetig  sind,    deren  Diffe- 
Uquotienten  dag^en  Unterbrec bangen  der  Contlnuität  erlel- 


F'U)=z(ji-iy-i==-r-^ ; 

V(a:-I) 

9  erste  Funktion  bleibt  hier  stets  continuirlich ,  die  zweite  aber 
krird  disbontinuirlich  an  derStelle  x^l;  denn  bezeichnen  wir  mit 
I  nad  t  ein  paar  iiuendlich  abnehmende  GrOssen ,  so  ist 

V(-d»)         * 
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die  Derivirte  FXa:)  springt  demnach  an  der  Stelle  a:=i  aus  —  co 
nach  +  00  über.  Diese  analytischen  Bemerkungen  rechtfertigen 
sich  auch  geometrisch,  wenn  man  berfic|[sichtigt ,  dass,  wenn 
y=zF(x)  die  Gleichung  einer  Gurve  ist, 

F'(a?)  =  tanT 

sein  muss,  wo  t  den  Winkel  bezeichnet,  welchen  die  berührende 
Gerade  im  Punkte  wif  mit  dem  positiven  Theile  der  Abscissenacbse 
einschliesst.    Nun  charakterisirt'aber  die  Gleichung 

3 

bekanntlich   eine  Neil'sche  Parabel,    welche  in   Taf.  V.  Fig.  7.  ge- 

3  «      « 

leichnet  ist    (OA  =  l,    0£=:  n),  und  mithin  ist 

tanT=: 


V(a:— l) 


Die  Curve  bildet  einen  ununterbrochenen  Zug  mit  dem 
Röckkehrpunkte  A  und  verläuft  demnach  durchaus  stetig.  Was 
aber  tanr  anbelangt,  so  ist  der  Werth  davon  negativ  für  o:  <  1« 
also  r  stumpf,  nämlich  ^ 

fSr  a:>  l  wird  tanr  positiv,    also  x  spitz,  nämlich 

nun  giebt  aber  schon  die  Figur  zu  erkennen,  dass  r  abnimmt,  wenn 
man  x  von  Null  aus  wachsen  lässt'^  der  Winkel  t  geht  also  aus 
dem  zweiten  Quadranten  in  den  ersten  über,  indem  er  bei 

den  Werth  ^-Tt  erhält;    bekanntlich   wird   aber  die  Tangente  dis- 
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kontinuirlich  *)  an  der  Stelle  ^n,  und  so  zeigt  sich  auch  hier  aqf 
gans  elementarem  Wege  die  Discontinuitüt  von 

tanT=F(a:). 

Die  Behauptimg  des  Herrn  Professor  Franke  ist  übrigens  die 
.nnrichtige  Umkehrung  des  richtigen  Satzes,  dass  aus  der  Conti- 
Buität  YOU'F'(x)  die  Continuität  der  ursprünglichen  Funktion  F(a:) 
folgt»  und  es  liegt  in  dieser  Bemerkung  zugleich  die  Aufklärung 
dee  eiBgeschlicheneu  Irrthumes. 

Was  endlich  das  Cauch/sche  Criterium  fSr  die  Gültigkeit  des 

Mac  Laurin*schen  Theoremes  betrifft,    so  ist  dasselbe  unrichtig, 

weil    es  die  Gültigkeit  dieses   Theoremes  nur  an  die  Continuität 

▼OD  JFYx)   und  F{x)  (Uir  reelle  und  compleze  Variabein)  knüpft; 

durch  die  Weglassung  der  Continuität  vonF^(:r),  welche  sich  Herr 

Professor  Franke    erlauben  zu  können  glaubt,    wird    aber    das 

Caachy'sche  Criterium  noch  unrichtiger;   die  richtige  Formulirung 

desselben  erfordert  die  Continuität  der  Funktion  Fix)  und  aller 

ihrer  Abgeleiteten  FOr),  F^x)  in   inf«,    wie  ich  in  dem  ersten 

Aufsätze  meiner  Mathematischen  Abhandlungen  (Dessau 

18S0)   gezeigt  habe. 


*)     M.  ••  mein  Handbuch  der  algebraischen  Analyti«.    {.  T. 


L. 
I 

r 


1!^ 


TheU  XVI. 


16 


Aufgraben. 


Herrn  Li^owski, 


«  .'.  ij%  ik  •*  ^.  i  %'.  I' 


II 

•V" 


iru*;tfcW^4CtqetMeBt,  commandirt  bei  der  Artille- 


t^i£3ii^>-OMi«usi«n  la  Berlin. 


V  • 


>';30  l.;uie  von  der  hänge  a  beweei 
tv.     ■.•:\   Schenkeln  eines  recnten  Winkels 

x>  yno|>unkt«  derselben  immer  auf  den 
^,,^h>OtV,  ;uan  soll  die  Curve  finden,  welche 

^v..    o.r.Auder    folgenden    Durchschnitts- 


«« ■ 


^»*:ä»\oa  Linie  entsteht 


^       , .-    T«<.  ^ .  V|g.  8.)    sei    irgend   eine   Lage   der 


ws^ 


i\ 


H . 


M^e; 


U.lL     . 


\. 


.<Mi^  k  r  SS  acos« 

.   i%iv<vhuMg  der  Linie  a: 


UV  Uoiche  gesetit: 


.  ■•  \ 


1  ^ü'%uchten  Curve  zu  erhalten,  hat  man 
II  iiifferenziiren  und  dann  aus  (1)  und 
•  c.i  rihaltouau  Gleichung  o  zu  elunlnlren. 


S  i* 
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■ 

Differensürt  man  die  Gleichung  (I)  nach  u,  so  erhält  man     % 


(2) 


ycosa      a?sina_^ 


8iDa^ 


C08a^ 


^•der  auch 


(3) 


^cosa'=a?siDa'. 


Damit    sich  die  Elimination  leicht  ausfahren  lasse,  verfahre 
n  auf  folgende  Weise. 

lo  (3)  setze  man   1— sina^  statt  coso^,  so  ergiebt  sich: 

^cosa=:  (ycosa  -|-  ^slna)  sina^ ; 

diTidirt  man  diese  Gleichung  durch  sinacosa,  so  entsteht: 


l-^(j-j.JL.\.i 


sxna" 


sin«       \sina  ■    cosor/ 
'•der,  da  nach  Gleichung  (1)  der  eine  Factor  rechts  =a  ist: 


y 


sma 


=asina* 


[md 


(4) 


S.-^ 


a 


=isma». 


Wird  in  (3.)  nun  1 — cosa^  statt  sin«^  gesetzt  und  eben  so  wie 
verfahren,  so  erhält  man 


(5) 


—  =cosa' 
o 


Um  nun  a  zu  eliminiren,  potenzire  man  (4)  und  (5)  mit  %  und 
Idlre   dann  beide  Gleichungen,  wodurch 

itfttebt,  welches  die  Gleichung  der  gesuchten  Curve  ist. 


Aufgabe  II.  Eine  Linie  von  der  Länge  a-f-6  be- 
egt  sich  zwischen  denSchenkeln  eines  rechten  Win- 
bIs  80,  dass  die  Endpunkte, derselben  immer  auf  den 
cbenkeln  bleiben;  man  soll  die  Gleichung  der  Curve 
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finden«  welche  einPnnfct  derLinie  beschreibt,  der  um 
die.Länge  a  von  demEndpunkte  derselben  entfernt  ist 

Losung.    AB  (Taf.  V.  Fig.  9.)    sei   irgend    eine  Lage«  der 
Linie,  M  der  die  Curve  beschreibende  Punkt. 

AlU—a,    MB=b,     CP=x,    und  PM^y\ 

Winkel    ABC=tL. 


Man  bat 


und 


(l)  —  =:cosa 

^  '  a 


(2)  I  =sm«. 


Quadrirt    man  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  und    addirt  sie  dann, 
so  entsteht 

welches  bekanntlich  die  Gleichung  der  Ellipse  ist. 

Anmerkung.  Ist  wie  .in  Taf.  V.  Fig.  10.  M  der  be- 
schreibende Punkt  in  der  Verlängerung  von  AB  gegeben,  so  ent- 
steht* ebenfalls  eine  Ellipse. 

Es  ist  wie  oben: 

—  =  cosa  und  f-  =  sina, 
a  'o 

also  auch  wieder 


Diese  Aufgabe  II.  ist  ein  specieller  Fall  des  Lehrsaliei» 
den  Herr  Professor  Press  in  Nr.  XXXIV.  des  6.  Bandes  dieses 
Archivs  gegeben  bat. 
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1Jebiiiiirsauf§ral>eii  ffir  §chiiler. 

Man  soll  diejenige  Curve  bestimmen ,  welche  die  Kriimmiings- 
mittelpankte  einer  gegebenen  Curve  bilden ,  sobald  die  letztere 
aof  der  Abscissenacnse  oder  einer  Parallelen  dazu  fortgewälzt 
wird«  —  Aas  der  Ketteolinie  z.  B.  entsteht  auf  diese  Weise  eine 
Parabel  mit  demselben  Parameter,  ans  der  Cycloide  ein  Kreis, 
deinen  Halbmesser  das  Vierfache  von  dem  Halbmesser  des  erzeu- 
gendeo  Kreises  ist. 


Miscellen. 


Nocli      eine     Anflötnug     des     Problems     des     Kackwart«- 
•  inschneidens  mittelst  des  Messtisches.     Von   dein    Heraus- 
geber. 

Es  wird  Fig.  11.  auf  Taf.  V.  leicht  ohne  weitere  Erläuterung 
liir  sich  verständlich  sein. 

Die  an  dem  Stationspunkte  D  liegenden  Winkel  ADC  und 
BI^C  wollen  wir  der  Itiirze  wegen  resnective  durch  a  und  ß  be- 
leicbnen.  Sind  nun  E  und  F  die  Durcnschnittspunkte  der  Linien 
BD  und  AD  mit  den  um  die  Dreiecke  ACD  und  BCD  beschrie- 
benen Kreisen,  so  ist,  wenn  man  AE,  CE  und  BFy  CF  zieht, 
offenbar , 


242 

^AEC=ia,     ^BFC=ß. 


Ferner  ist 


^  CAE  =  ^  CDE = ^  BDC=ß 

und,  weil 

^  CSF + ^  CZ>F=:  ^  ^/>C+ ^  CDF=  180« 

ist^  so  ist 

^CBF=^ADC=a, 

Ueberlegt  man  nun  noch,  dass  D  der  Durchschnittspunkt  der 
beiden  Linien  AF  und  BE  ist,  so  ergiebt  sich  aus  dem  Vorher- 
gel^enden  unmittelbar  die  folgende  Bestiramungsweise  des  Punk- 
tes  D  mittelst  des  Messtiscbes,  wobei  die  den  Punkten  A,  B, 
C  auf  dem  Tische  entsprechenden  Punkte  auf  dem  Felde  durch 
A',  B'y  C  bezeichnet  werden  sollen. 

I.  Man  lege  die  Kippregel  an  AC^  orientire  den  Tisch  nach 
Cy  drehe  sodann  die  Kippregel  um  A^  visire  nach  B'^  und  ziehe 
«n  der  Kippregel  die  Linie  AE.  Hierauf  lege  man  die  Kipp- 
regel an  EÄi  orientire  den  Tisch  nach  A\'  lege  die  Kippregel  an 
C9  visire  nach  C  und  ziehe  an  der  Kippregel  die  Linie  CE.  Der 
Durchschnittspunkt  der  beiden  auf  dem  Tische  gezogenen  Linien 
AE  und  CE  ist  der  Punkt  E  auf  dem  Tische. 

IL  Man  lege  die  Kippregel  an  BC,  orientire  den  Tisch  nach 
Cj  drehe  sodann  die  Kippregel  um^^^  visire  nach  A\  und  ziehe 
an  der  Kippregel  die  Linie  BF.  Hierauf  lege  man  die  Kippregel 
an  FBy  orientire  den  Tisch  nach  B\  lege  die  Kippregei  an  C, 
visire  nach  C  und  ziehe  an  der  Kippregel  die  Linie  Cr.  DerDurch- 
schnittspunkt  der  beiden  auf  dem  Tische  gezogenen  Linien  BF 
und  CF  ist  der  Punkt  F  auf  dem  Tische. 

IIL  Zieht  man  nun  die  Linien  BE  und  AF ^  so  ist  deren 
Durchschoittspunkt  der  gesuchte  Punkt  D  auf  dem  Messtiscbe. 

Ich  habe  die  erste  Idee  zu  dieser  Auflösung  des  Problems 
des  Rückwärtseinschneidens  aus  dem  Traitä  de  navigation 
par  V.  Caillet.  Tome  I.  ßtest.  1848.  8.  p.  26L  entlehnt, 
glaube  aber  durch  meine  obige  Darstellung  derselben,  wodurch 
sie,  wie  es  mir  scheint,  für  die  Anwendung  in  der  Praxis  wohl 
geeignet  werden  dürfte,  die  sich  a.  a.  O.  nicht  findet,  auch  ein 
kleines  Eigentbumsrecht  an  ihr  beanspruchen  zu  dürfen. 
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Heber   die    Gleichung:    (ArchiT.  Theii  XII.   S.  293.),    welclier 

■Bgeblich  keine  complexe  Zahl  genügt«  Von  dem  Herrn  Doctor 

R.  Balte  er,  Oberlehrer  an  der  Kreiizcchiile  zu  Dresden. 

Das  StauDCD  über  eine  unerwartete  Erscheinunff,  welche  aus 
guter  Quelle  berichtet  wird,  pflegt  die  Geister  sofort  zur  Frage 
^■ach  dem  Zusammenhang  derselben  anzutreiben ,  ohne  dem  Zweitel 
lei  Raum  zu  lassen,  ob  auch  der  Thatbestand  frei  von  Täu- 
fihuDgen  ermittelt  sei.  Giüsklicherweise  hat  ein  gewandter  Rech- 
»r  es  sich  nicht  verdriessen  lassen,  in  Beziehung  auf  die  Giei- 
fftimg  des  Herrn  Prof.  Schi  5  milch,  welcher  angeblich  keine  com- 

ftxe  Zahl  genügt,  die  Thatfrage  zu  erheben,  und  hat  durch 
wenduDS  der  gewöhnlichen  Methoden  complexe  Zahlen  gefun- 
,  welche  der  gegebenen  Gleichung  wirklich  genügen.  Herr 
Dr.  Claussen,  dem  wir  diese  Arbeit  verdanken  (Archiv.  XIH. 
S.  334.),  vermuthet  deshalb  einen  Irrthum  In  dem  merkwürdigen 
Anfsatie  des  Herrn  Prof.  Schlumiich. 

In    der  That   hält   der   übrigens  schön  angelegte  Beweis  in 
Punkte  nicht  Stich,  dass  nämlich 


aHÄ«      («+!)»  + 6*  ^  (a+2)«  +  6« 


•«. 


d^temdn  weniger  als  ;;;q:j2"nd  mehr  ^1«  qä+P^ (q^i)a.|,^fl 

My  vod  folglich  nur  fiir  6=0  oder  0=00  verschwinde.  Die  letzte 

TwgeruDg  ist  nur  richtig,  wenn  a  positiv,    ist  dagegen  a  negativ 

(Mi  in   den  von  C lausen  berechneten  Werthen),   so  kann  der 

Nenner  kleiner  als  der  erste  sein,  mithin  der  zweite  Bruch 


I  ersten  überwiegen  und  die  untere  Grenze  negativ  werden,  wor- 
*  die  Möglichkeit  des  Verschwindens   der  Keihe  einleuchtet. 


Druckfehler  im  ISten  Theile» 

N.  147.  Z.  19,  von  unten  statt  ,>neue''  setze  man  «»nur''. 
■   14.    „     oben      „    „ihr"         „     „      „ihm". 

-  8.    ..    unten    „    «^Ereignisse'*  setze  man  «»Ergeb 

n  i  s  s  e'% 

* 
8.    „       „     vor   „auf"  setze  man  „bis". 

-  9.    „       „    statt  „Zu"     „       „    „In", 

-  IH.    M       „      ,»      „Richtung"  setze  man  ,JKei hu ng* 


N. 

100. 

H. 

im. 

H. 

m. 

S. 

m. 

H. 

100. 
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Oeometrisehe  Aufgralben. 

Von 

Herrn  S.  E.  Baltrusch 

y.ii   Dane  ig. 


I. 

Vier  Gerade  gehen  durch  einen  Punkt  und  begien- 
tem  drei  gegebene  Winkel  in  einer  Ebene;  man  soll 
eioeGerade  ziehen,  die  jene  vier  Gerad  on  so  schneide, 
daas  die  beiden  äusseren  Abschnitte  derselben  gege- 
benen Grössen  gleich    seien.   (Taf.  VI.  Fig.  1.). 

Annahme:  Die  gegebeneu  Winkel  seien  AOB^UfBOC^ß, 
mid  COD=y\  die  gegebenen  Abschnitte  AB-—n,  CD-^z'c. 

Konstruktion.  Beschreibe  über  c  einen  Hogen,  welcher 
den  gegebenen  Winkel  y  fasst;  mache  Winkel  CDGzizß,  GDii 
=«•  Ziehe  durch  G  zur  CD  eine  Parallele  GK,  mache  GK=a, 
TerlSngere  KG,  welche  den  Kreis  in  «/  treffe,  und  beschreibe 
dnrch  nie  drei  Punkte  K,  J,  K  einen  Kreis,  welcher  die  67>  in 
A  und  JE  sehneide;  zieh(5  ^//,  JtK,  welche  den  ersten  Kreis  in 
;0  und  O*  treffen;  endlich  ziehe  GO,  GO',  welche  der  CD  in 
i,  J*  begegnen;   so  begrenzen  AO ,  ßO,  CO,  DO  die  drei  ge- 

leoen  n^nkel  a,  ß,  y,  und  die  Abschnitte  AB—a,  CD—c  der 

"^  sind  gegeben. 

Aebniiches  gilt  von  dem  Punkte  0'\  denn  es  l^t  auch 
FCfE^za,     EO'DzzzS,     DO'C^Y^ 

neb  iet  der  Abschnitt  FE  der  FC  der  gegebenen  a  gleich. 
TheU  \n.     >  IT 


246 

.    Beweis. 

also  ^i?  parallel  BG;  daher 

AB=KG=a,    BOC=COG=ß,     und    COD=y; 

aUo  leistet  der  Punkt  O  das  Verlangte. 

*  Aber  auch  der  Punkt  O^  erfüllt  die  geforderten  Bedingungen. 
Denn  HEK^HO'G=a,  also  EK  parallel  FG,  und  JK  parallel 
ÄF\  daher  EF=GK=a,  und  hieraus  folgt  DE—BC.  Die  letzte 
Behauptung  wird  in  folgendem  Satze  erwiesen. 

Satz. 

Der  Kreis  M  schneide  den  Kreis  m  in  P,  P";  ziehe 
die  Sekante  AB  beliebig,  welche  den  ersten  Kreis  in 
A,  A*,  den  anderen  in  C,  C"  treffe;  die  Sehnen  AP,  PA' 
durchschneiden  den  Kreis  m  in  O,  O'.    (Taf.  VI.  Fig.  2.). 

ä)  Macht  man  nun  BC=A*C\  zieht  BO,  welcte  den 
Kreis  m  in  D  schneide,  und  die  DO\  welche  die  AA'  in 
R  treffe:  so  ist  AB=:A'B'. 

Denn  fiir  die  Transversale  AP  ist  in  Bezug  auf  die  Seiten 
des  Dreiecks  BA'E  folgende  Gleichung 

1)     BO.EP.AA  =  BA.A'P.E  O ; 

für    die  Transversale  B'D  in  Bezug  auf  dasselbe  Dreieck  BAE 
ist  die  Gleichung 

2)     BD,EO'.A'B'=BB'.AO',ED . 

Ferner  ist 

3)    PE.EO'=OE.ED, 

und 

4)    OB.BD  =(CB.BC=  CA\A'C)  =  O'A'.A'P . 

Wenn  man  das  Produkt  der  Gleichungen  1)  und  2)  durch  das  Pro- 
dukt der  Gieichuiigen  3)  und  4)  dividirt»  so  erhält  man 

AA.AB'z=iAB.BB', 

■*'.  * 

also 

ABiA'Bf=AA'.BB'=AB^BA'.BA'^A'B'z=iBA'.BA'', 

f 

daher 

AB=A'B'. 
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b)  Es    ist  FDP'  parallel  i^jB,    und  /4F  parallel  ^/>. 
Denn 

AOB=DP'P=FP'P=FAP; 

also  AF  parallel  BO.    Ferner  ist 

A'PP'=P'DO'=P'FA' ; 

also  AT  parallel  Dß';  und  da  AA'^BB;  so  ist 

\FAA'^^DBB'; 

also  AF=zBD;  daher  ist  ABDF  ein  Parallelogramm.      Folglich 
ist  die  Behauptung  erwiesen. 

c)  Macht  man  AB=A'B'\  so  ist  BC=OÄ\    Denn 

1)      BO.EP.A'A=BA.A'P.EO; 

2)    BD.EO'.AB':=zBB\A'0'.ED', 

3)    PE.EO'=zOE.ED; 

4)     J'fi'=:^JB. 

Das  Produkt  der  Gleichungen  1)  und  2),  durch  das  Produkt  der 
Gleichungen  3)  und  4)  dividirt,  giebt 

BO.BD.AA'-  AO.A'P.B» . 

Es  ist  aber  AA=BB'\  daher  ist 

BO.BD  =  A'0,A'P. 

Nun  ist 

DB.BOzzzCB.BC, 

und 

(yA',A'Pr=^  CA'.A'a,    CBMC^CAAC . 

Daraus  folgt 

BCA'C^A'CiBC, 

Wäre  nun  BC  nicht  =A'C^  so  miisste  ßC  entweder  > 
oder  <^'Csein;  wenn  BC*>A'0  wäre,  so  miisste  aueb 
A'OßC,  oder  A'C+CC>  BC+ CC,  6der  A'C>  BC  sein, 
,was  unmöglich  ist;  daher  kann  BC  nicht  ^  A^C*  sein;  und  aa9 
demselben  Grunde  kann  BC  auch  nicht  <  A'C  sein ;  lolglicb 
muss  BC  noth wendig  =-A*C  sein. 


17' 
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11. 

ä)    In    welc'he    Vierecke    lassen    sich   andere  T 
ecke  so  beschreiben,  dass  dieSeitendes  eineesch' 
benen    mit  denen   des    gegebenen    an    jeder  Ecke 
eingeschriebenen    Vierecks    gleiche    Winkel     bild 
(Taf.  VI.  Fig.  3.). 

Die  Winkel  des  gegebenen  Vierecks  seien  A/B ,  C,  0; 
eingeschriebenen  A\  B',  C,  />';  etc.  so  ist 

J'+2«+Ä'  +  2/3+C'+2y+/)'+2d=8Ä; 
aber 


also 


folglich 


Nun  ist 


folglich 


i4+a+d+C+/3+y=4Ä; 


J+C=2R. 


Das  gesuchte  Viereck  ist  also  ein  solches,   um  welches  sick 
Kreis  beschreiben  lässt. 

b)  Ein  Viereck,  in  welchem  die  Summe  der  gef 
überliegenden  Winkel  2/2  beträgt,  ist  gegeben,  f 
man  soll  in  dasselbe  ein  Viereck  so  beschreibenj  dhj 
die  Seiten  dieses  mit  denen  des  gegebenen  a«  i 
Ecken  des  eingeschriebenen  gleiche  Winkel  biUü 
(Taf.  VI.  Fig.  4.). 

Das  gegebene  Viereck  sei  AB  CD;  also 

A  +  C-B  +  D='2R. 

bie  Diagonalen  desselben  schneiden  sich  in  O;  aus  O  siebe) 
Senkrechte  Oa,  Ob,  Oc,   Od  auf  die  Gegenseiteo  des  Yiem 
so  ist  abcd  ein   solches  Viereck,    dessen  Seiten  mit  denen 
Vierecks  ABCD  an  a,  b,  c,  d  gleiche  Winkel  bilden» 

Denn  Viereck  AaOd  ist  ein  Kreisviereck,  also  ist  . 
=AOd=BOb,  weil  l^AOdcyo  H^BOb;  ferner  ist  Ä06=i 
weil  BaOb  ein  Kreisviereck  ist;  daher  AadzzBab, 
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Eben  so  wird  die  Gleichheit  der  Wiukei   an  den  ticken  h,  r, 
•rwiesen. 

c)     "Wenn    man    aus    einem    hei  ich  igen    Punkte    der 
Len  Diagonale  eines  Kreisvierecks  zwei  Senk  rechte 
zwei   Seiten    des   Vierecks    zieht,     und  durch  die 
chschnitte  dieser  Senkrechten  mit  der  anderen  Dia- 
ale   zwei    neue  Senkrechte   auf  die   beiden  andern 
ten  führt:  so  treffen  sich  die  beiden  letzten  Senk- 
ten   in   einem  Punkte  der   ersten  Diagonale;     die 
bspunkte  dieser  vier  Senkrechten  bilden  die  Ecken 
lee  Vierecks«  dessen  Seiten  mit  den  Seiten  des  ge- 
reuen Vierecks  gleiche  Winkel  an  jeder  des  einge- 
triebenen 'Vierecks   begrenzen.    Die  Seiten    dieses 
iffescbrlebenen  Vierecks  sind  den  Seiten  des  unter 
eingeschriebenen  Vierecks  parallel.  (Taf.  VI.  Fig.5.). 

Eis  mögen  ßcy  ßd  senkrecht  auf  CD,  DA  sein,  und  die  Dia- 
1e  AC  in  a,  y  schneiden;    ferner  seien  afß,  ya  senkrecht  auf 

BA :  so  treffen  cib ,  ya  in  einem  Punkte  d  der  Diagonale  BD 

imen. 

Träfen   sich  €ib,    ya  nicht   in   der  Diagonale  BD,-  so  miigen 
sich   in  &  begegnen ,    und  6*  liege  also   ausserhalb  der  6D. 

Es  sind  ABiJD,  Aayd,  abCc,  also  auch  ojSyd'  Vierecke ,  um 
le  sich  Kreise  beschreiben  lassen.     Folglich   ist 

aßö'  =  ctyö'  =  Aya  , 
ist  aach 

BAC-    BDC    und     Aay=Dcß=:R; 


^AaycOi^Dcß, 

Aya^Dßc,  folglich  aßö'=Dßc.  Daher  föllt  ö*ß  mit  D8 
imen ;  also  treffen  sich  ab,  ya  in  ö,  einem  Punkte  der  BD. 
A  abcd  ist  ein  solches,  dessen  Seiten  mit  den  Seiten  des 
fks  ABCD  gleiche  Winkel  bilden. 


Denn 


Aad=iAyd=ßya2=ßöa^=:baB, 


iAmdt    yßcid,  SbBa  Vierecke  sindf   um  welche  man  Kreise 
irefoen  kann. 

'US  gloi^^li®!^  Gründen  ist  abB=:cbCi  etc. 

,i    Dun    Oa',    Ob',    Oc\    Od' senkrecht  nu^  AB,  BC,  CD, 
jo    folgt  daraus 
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AO:  Ay=Aa*:  An  =  Ad':  Ad ; 

daher  ist  ad  parallel  a'd'.  Aus  denselben  Gründen  ist  afß  paral- 
lel a'b'i  etc. 

d)  Die  Umfängie  zweier  Vierecke,  welche  unter  b) 
oder.c)  in  ein  Kreisviereck  eingeschrieben  sind»  müs- 
sen einander  gleich  sein.     (Tau  VII.  Fig.  1.). 

Man  verlängere  bc  um  ein  Stück  ce=cd,  ab  um  ein  Stück 
bf:=^be,  da  um  ein  Stück  ag=zaf;  so  ist  dg  gleich  dem  Um- 
fange des  Vierecks  abcd.  Eben  so  verfahre  man  mit  dem  Umfange 
des  Vierecks  a*b*c'd\  so  erhält  man 

d'g'  —d'd  +  a'6'  +  6'c'  +  c*d\ 

m 

Nun  ist  zu  iseigen,  dass  dg^=d'g*  ist. 

Es  ist  Viereck  dcc'd'  ^  Viereck  ec&e';    dehn 

de  =  ce ,    c& = c&,     d^&  =^  c V , 

und 

dcc'  =^  ec&,    cc'd'  =  cde' ; 

drei  auf  einander  folgende  Seiten  und  die  beiden  dazwischen  lie- 
genden  Winkel  des  einen  Vierecks  sind  also  einzeln  genommen 
gleich  den  gleichnamigen  Stücken  des  anderen  Vierecks.  Aus 
denselben  Gründen  ist  Viereck  e*b'be  ÖQ  Viereck  fb'bf^  und 
Viereck  faa'f  ^  gaa*g.    Daher  ist 

dd'=ee'—ff'z=zgg\ 

Ferner '  ist  Winkel 

adA  =  cdd*  =  cee* = bff  =  agg' ; 

also  dd*  gleich  und  parallel  gg'',  daher  ist  dd'g'g  ein  Parallelo- 
gramm» also  Ag^^d'g', 


III. 


Wenn  zwei  Vielecke  einander  ähnlich  sind:  so  haben  sie 
stets  einen  Aehnlichkeitspunkt.  Die  gleichnamigen  Seiten  beider 
Vielecke  sind  entweder  parallel  oder  nicht  parallel.  Jeden  die- 
ser beiden  Fälle  hat  man  in  zwei  neue  Fälle  zu  zertbeilen.  Wenn 
die  gleichnamigen  Seiten  zweier  ähnlichen  Vielecke  parallel  sind, 
so  smd  die  parallelen  Seiten  entweder  einstimmig,  d.  h.  nach 
*  derselben  Seite  hin  parallel,  oder  nicht  einstiihmig,  d.  h.  entge- 
gengesetzt parallel.  Zwei  ähnliche  Vielecke,  deren  gleichnamige 
Seiten  einstimmig  parallel  sind,  haben  nur  einen  äusseren  Aehnticn- 
keitspunkt. 
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Zwei  ähnliche  Vielecke»  deren  {gleichnamige  Seiten  entge- 
ffengesetzt  parallel  sind,  haben  nur  einen  innern  Aehnlichkeits- 
üunkt. 

Diese  beiden  Sätze  sind  allgemein  bekannt  und  auch  leicht 
ernreisbar;  vielleicht  weniger  bekannt»  oder  doch  nicht  so  behan- 
delt, wie  hier,  sind  die  beiden  folgenden  Sätze: 

Wenn  die  gleichnamigen  Seiten  zweier  ähnlichen 
Vielecke  nicht  parallel  sind,  so  folgen  sie  entweder 
is  derselben  oder  in  entgegengesetzter  Richtung  auf 
einander.  Im  ersten  Falle  haben  beide  Vielecke  einen 
äussern,  im  andern  einen  innern  Aehnlichkeitspunkt. 
(Taf.  VII.  Fig.  2.). 

Zwei  ähnliche  Vielecke  lassen  sich  in  jedem  Falle  durch 
Diagonalen  in  ähnliche  Dreiecke  zerteilen;  und  da  der  Aehnlich- 
keitspunkt zweier  ähnlichen  Dreiecke  zugleich  der  Aehnlichkeits- 
punkt der  beiden  ähnlichen  Vielecke  ist,  so  . darf  man  nur  den 
Aehnlichkeitspunkt  von  zwei  ähnlichen  Dreiecken  suchen. 

a)    Es  sei 

UDd  die  gleichnamigen  Seiten  beider  Dreiecke  folgen  in  derselben 
Richtung  auf  einander. 

Die  gleichnamigen  Seiten  beider  Dreiecke  begren- 
zen gleiche  Winkel,  und  bilden  dadurch  drei  Vier- 
ecke, um  welche  sich  Kreise  beschreiben  lassen; 
diese  drei  Kreise  durchschneiden  sich  In  einem 
Punkte,  welcher  der  Aehnlichkeitspunkt  der  beiden 
ähnlichen  Dreiecke  ist.      (Taf  VIL  Fig.  2.). 

Das  erste  Kreisviereck  ist  ADAE^  das  zweite  BFB*D,  und 
das  dritte  CFCE.    Die  Gründe  dafür  sind  leicht  angebbar. 

Die  beiden  Kreise  ADA'E  mit  BFB'D  durchschneiden  sich 
in  D  und  P;    so   ist  P  der  gesuchte  Aehnlichkeitspunkt.     Denn 

^PABco^PAB'\ 

weil  PAE  =  PA'Ey  da  beide  auf  demselben  Bogen  PE  des  Krei- 
ses PA* ADE  stehen;  PBD—PB'D,  da  beide  auf  demselben 
Bogen  PD  des  Kreises  PBD  stehen;  also 

AB:A'B'^PA.PA'=PB:PB\ 

'  Auch  ist 

/^PACoj/^PA'C; 
)!  denn 

PADz^PA'F). 


A 
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vreil  beide  auf  demselben  Bogen  PD  im  Kreise  PÄD  stehen,  und 

PA:PÄ'  —  AC:A'C'\ 
also  ist  auch 

PC.PO=i4CiA'€, 

Die  Verhältnisse  zweier  Abstände  des  Punktes  P  von  zwei 
gleichnamigen  Eckpunkten  beider  ähnlichen  Dreiecke  sind  unter 
einander  gleich;  daher  ist  P  der  Aehnlichkeitspunkt  beider  Drei- 
ecke. Der  dritte  Kreis  CFOE  muss  auch  durch  den  Punkt  P 
gehen.     Denn  • 

APC=^A'PO, 

m 

weil  a^APCoJ^A'PC; 

apb=a;pb\ 

aus  demselben  Grunde,  also 

APB^APC=A'PB-A'PC  oder  CPB=aPß', 
und  dazu  Gleiches 

ßPC'=BPC 

gesetzt,  giebt 

CPC=:ßPB'=BDB=:^CEC . 

Daher  liefen  die  fünf  Punkte  C,  F,    O,  E,  P  auf  dem  umfange 
eines  Kreises. 

6)  Die  Mittelpunkte  der  drei  oben  genannten 
Kreise  bilden,  die  Ecken  eines  Dreiecks,  das  jedem 
von  den  beiden  ähnlichen  Dreiecken  ähnlich  ist.  (Tal. 
VII.  Fig.  3.). 

Es  sei  a  der  Mittelpunkt  des  Kreises,  welcher  durch  ADP, 
ß  der  Mittelpunkt  des  Kreises,  welcher  durch  BB*Py  und  y  der 
Mittelpunkt  des  Kreises,  welcher   durch   COP  geht. 

Die  Centrale  ctß  halbirt  die  Bogen  DmP,  DnP  in  m,  «;  die 
Centrale  ay  haibirt  die  Bo^en  EpP,EqP  in  p,  q,  und  die  Cen- 
trale ßy  haibirt  die  Bogen  FrP,  FsP  in  r,  5. 

Es  ist  nun  zu  zeigen,  dass  DAE=:mctp,  also   - 

jT  Bpgen  DE  ~  Bogen  mp., 

Bogen  DE  =  Bogen  DEP  —  Bogen  EmP; 
also 
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1  1  '  l 

2  Bogen  DE  =  ^   Bogen    DEP  —  ^  Bogen  EmP 

=  Bogen  mpP  —  Bogen  pP  =  Bogen  mp .      ^ 
Daher 

Eben  so  zeigt  man,  dass  rßn^=^  FBD;  denn 

2  Bogen  F/>  =  ^  Bogen  FrP  —  n-  Bogen  DnP 
=  Bogen  rnP  —  Bögen  jtP  =  Bogen  rn . 
Daher 

ABC=aßy, 
Folglich 

/y^aßy  =  ^ABC, 

c)  Wenn  zwei  Dreiecke  ähnlich  sind,  ihre  gleich- 
namigen Seiten  nicht  parallel  sind,  sie  aber  in  der- 
selben Richtung  auf  einander  folgen,  und  man  die  Ge- 
raden, welche  die  gleichnamigen  Ecken  beider  Drei- 
ecke verbinden,  nach  dem  Verhältnisse  zweier  gleich- 
namigen Seiten  theilt;  so  bilden  die  Theilungspunkte 
die  Ecken  eines  Dreiecks,  das  einem  von  den  gegebe- 
nen ähnlich  ist  (Taf.  VII.  Fig.  4.). 

Die  gegebenen  ähnlichen  Dreiecke  seien  ABC  und  A*B'0. 
Ziehe  Ab,  B'Cy  Ca  parallel  AB,  BC,  CA,  und  mache 

bA'  =  A'B,    B'cznB'C,    Oa=OA\ 

Verlängere  die  drei  Geraden  bA',  Bc,  Ca,  welche  sich  in  a\b', 
c'  treflfen;  so  ist 

^a'b'&co\ABC, 

weil  die  gleichnamigen  Seiten  unter  einander  parallel  sind.  Da 
die  gleichnamigen  Seiten  zweier, ähnlichen  Dreiecke  gleiche  Win«- 
kel  begrenzen,  so  ist 

B'Ab'  =  OBc'  =  A'  Oa! , 
also 

bA*B'=&BC'=a'CA^ 

und  da  die  drei  Dreiecke  b'A'B' ,  c'B'6,  a'CA'  gleichschenklig 
sind,  so  sind  sie  auch  unter  einander  ähnlich;  folglich  ist 
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Nach  der  Konstruktion  ist  aber 

Ad:(iA'z=ÄB:A'B',    Bß:ßB'=:BC:B'C; 

Cy:yC=AC:A'C; 

daher 

aß:bB'z=:ßy:cC  =  Ya:aA*=:AB'AB  +  A'B', 
Folglich  ist 

^cißYCK>/>^ABC. 

a)  Wenn  zwei  Dreiecke  ähnlich,  ihre  gleichnami- 
gen Seiten  nicht  parallel  sind,  und  in  entgegengesetz- 
ter Richtung  auf  einander  folgen:  so  soll  man  den 
Aehnlichkeitspunkt  beider  Dreiecke  bestimmen.  (Taf. 
VIII.  Fig.  1.). 

Sei 

/^ABCco\A'CB\ 

Theile  AA*,  BB'*  nach  dem  Verhältnisse  zweier  gleichnamigen 
Seiten;  also 

AD'.DA'^ABiAB'^BEiEB' , 

and  suche  zu  den  drei  Punkten  A,  D,  A*  den  vierten  harmoni- 
schen £^9  d.  h.  es  muss  sein 

AD\Ad=^DA\Ad% 

daraus  folgt 

AD  +  Ad  iAd—ADz:^  DA  +  Ad :  Ad  -  DA ; 
sei  a  die  Mitte  rouDd;  so  wird  vorstehende  Proportion  folgende: 

2Aa :  2Da  =  2/>a :  2Aa 

■ 

oder 

Aa:Da=iD€c:aA\ 

Nun  beschreibe  man  um  a  mit  aD  einen  Kreis,  wekher  die  DE 
in  J  schneide ;  so  ist  J  der  innere  Aehnlichkeitspunkt  der  beiden 
Dreiecke  ABC  und  ARC. 

Denn  man  bestimme  (Taf  VIII.  Fig.  2.)  auch  zu  den  drei 
Punkten  B,  E,  B*  den  vierten  harmonischen  Punkt  e,  halbire 
E^  in  ß,  und  beschreibe  um  ß  mit  ßE  einen  Kreis,  welcher 
den  vorigen  Kreis  in  •/'  und  K  schneide ;  so  kann  man  zeigen,  wie 
vorher,  dass 


Ut.    Ee  ist  nun 
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Bß:ßE-Eß:ßB' 


\  A'aJ'oj  A  (xJ'A ; 


weil 


und  AaJ*  beiden  Dreiecken  gemein.     Daher 

aJ'A*=:ciAJ'; 

ferner  ist 

also 

AJ'D-DJ'Ax 

folglich 

A'J'\J'A=:AD:DA=iA'B'\AB. 

Eben  so  zeigt  man^  dass  B^J'E=^EJ'B\  daher 

BJ' :  J'Ä'=  BE:  EB=zA'B' :  AB) 

und  daraus  folgt 

^AJ'B'co^AJ'B; 

also  A'J'B'  =  AJ'B\  daher 

DJ'A*  +  A'J*B*  +  ^'J'^  =  DJ'A  +  ^JT'Ä  +  ÄJ'i:  =2Ä ; 

also  DJ'E  eine  Gerade;    folglich    ist  «/  und  •/'  ein  und  derselbe 
Punkt. 

Aus  V'orstehendeni  lässt  sich  nun  leicht  zeigen,  dass 

^A'JCoo^AJCy    und    ^B'JCco^BJC. 

« 

Daher  ist  J  der  innere  Aehnlichkeitspunkt  der   beiden  ähnlichen 
Dreiecke  ABC  und  A'B'C. 

Bemerkung.  Sind  die  drei  Punkte  A,  D,  A'  gegeben,  so  kann 
man  unmittelbar  den  Mittelpunkt  des  gesuchten  Kreises  finden, 
ohne  vorher  den  vierten  harmonischen  Punkt  d  gesucht  zuliaben. 
Daher  folgende  Aufgabe. 

Die  Strecke  .^.^^  nach  dem  Verhältni.sse'»:fir  zu  thei- 
len.    (Taf.  VIII.  Fig.3.). 
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Ziehe  AF  in  beliebiger  Richtuos,  A'G  parallel  AF;  mache 
AF=::p,  A*G  =  q,  ziehe  FG,  welche  die  AA'  in  D  schneide} 
führe  DK  parallel  AF,  mache  DK=:q,  und  ziehe  FK,  welche 
die  AA*  in  a  treffe :  so  ist  a  der  Mittelpunkt  und  aD  der  Radius 
dcfs  gesuchten  Kreises. 

Denn 

AF:A'G—p:q=AD:DA\ 

und 

AF:DK  =  p:q=Aa:aD; 

daiier  ist  auch 

AD:Aa--AD=:DA':aD--DA' 

oder 

AD:Da=DA':A'€c; 

folglich 

AD:DÄ=Da:aA'=:Acc:aD, 

Macht  man  die  Verlängerung  von  GA*^q=zAH,  und  zieht 
FHy  welche  der  AA*  in  ci  negegnet,  so  sind  AD,  A\  d  vier  har- 
monische Punkte,  und.  a  ist  die  Mitte  von  Dd 

Dieses  kann  man  durch  Proportionen,  aber  auch  auf  folgende 
Art  erweisen.  Ziehe  HK,  welche  die  FD  in  h  erreiche:  so  ist 
DK  parallel  GH,  und  DK  zugleich  V2  von  GH,  daher  HK=KL, 
also  auch  daz=aD,  weil  HK  parallel  Dd  ist. 


den  mit  den  beiden  Eckpunkten  der  Dreiecke,  durch 
welche  die  Centrale  geht,  vier  harmonische  Punkte, 
und  zwar  sind  die  Schnittpunkte  des  Kreises,  sowie 
die  gleichnamigen  Eckpunkte,  zugeordnete  harmoni- 
sche Punkte  (Taf.  VIII.  Fig.  4.). 

Sei 

/^ABCc^^A'B'O. 

Man  theile  AA'  in  D,  BB'  in  £,  CC  in  F  so,  dass 
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AD:DA'  =  BE:EB'  =  CF:Fa  =  AB:A'B' 

sei.  Suche  nun  zu  A,  D,  A' ;  B,  E,  B';  C,  F,  C  den  vierten 
harmonischen  Punkt  d;  e;  /;  halbire  Dd,  Ee ^  Ff  in  a,  ß^  y;  so 
sind  diese  Punkte  die  Mittelpunkte  der  gesuchten  Kreise.  Die 
Kreise  um  a  mit  aD,  um  ß  mit  ßE  besctirieben ,  mugen  sich  in 
J  schneiden:  so  ist,  J  der  Aehnlichkeitspunkt  der  beiden  Drei- 
ecke ABC  und  A' B'C,  wie  oben  bewiesen.  Man  lege  durch 
J  und  F  einen  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  /  in  CO  liege.     Da 


so  ist 


tJB^CJB',    BJEzzzB'JE, 

4 


CJE=CJE, 


oben  erwiesen, 


also* 


daher 


y'FJ  =  FJy' , 


y'JC  ,=  y'CJ; 


ls^y'C'Jco\r'JCi 


also 


Cy*\y^F=Fy'xy'C, 
odei 

^Y  +  /^-  y'^ — r'C = /^y'  +  y'C\  y'C--  YF , 
oder 

Cf''.üF=f'C:CF, 

wenn  der  dritte  Kreis  die  CO  in  /"'  schneidet;  daher  sind  C,  F, 
C,  f*  vier  harmonische  Punkte ;  folglich  ist  /"'  und  f  ein  und  der- 
selbe Punkt;  daher  ist  auch  y'  und  y  ein  und  derselbe  Punkt. 

y)  Die  drei  gleichartigen  Durchschnittspunkte  der 
drei  Kreise  mit  den  dreiGeraden,  welchedurch  gleich- 
namige Eckpunkte  der  ähnlichen  Dreiecke  gehen,  lie- 
gen mit  dem  Aehnlichkeitspunkte  in  einer  Geraden. 
Es  bilden  also  eine  Gerade  U,  J,  F  und  E,  so  wie  dJef, 
(Taf.  \m.  Fig.  4.). 

Dass  DJE  eine  Gerade  bildet,  ist  schon  oben  gezeigt;  -es 
bleibt  aber  zu  beweisen,  dass  die  Gerade  DJE  die  Gerade  CO 
in  F  nach  dem  Verhältnisse  zweier  gleichnamigen  Seiten  theilet. 
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Also  ansenommen ,  der  Punkt  J  sei  durch  die  beiden  Kreise 
um  a  und  p  bestimmt^  die  Gerade  DJE  gezogen,  welche  die 
CO  in  F  schneide;  so  ist  ' 


und 


well 


daher  Ut 


B'JE  =  BJE, 


CJB'=iCJB, 


^CJB'(\>^CJB; 


CJEzzzCJE, 


folglich  ist 


CF:  FC=:  CJ :  CJ=A'B* :  AB , 


und  daraus  ergiebt  sich,    dass  die  vier  Punkte  D,  J,  F,  E  m 
einer  Geraden  liegen. 

Es  liegen  aber  auch  die  vier  Punkte  d,  J,  f,  ß  in  einer  Ge- 
raden;  denn 

pJd  =  R  =  EJe—FJf; 

weil  Ddy  Ee,  F/*  Durchmesser  der  Kreise  sind. 
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Elementarseometrlscher  Beweis  eines 
In   diesem  Archiv  Tiei  1>esproclieiieii 

Satzes. 

Von  dem 

Herrn  Gyoinasialdirector   August 

in    Herlio. 


i 

Der  geometrische  Satz,  um  den  es  sich  hier  handelt,  ist  im 
VL  Theile  8.341.  und  im   15.  Thcile  S.'SSil.  untersucht,  auch  ist 
Ar  einen  sehr  siiecielien  Fall  demselben  ein  geometrischer  Beweis 
im  15.  Theile  S.  358.  gegeben.  Er  lässt  sich ,  so  weit  er  die  Win- 
kel des  Dreiecks  betnflft,  höchst  einfach  durch  indirecte  Sshliisse 
-  ans  dem   folgonden  ableiten,    der  eine  sehr  elementare  Beweis- 
f&hmng  zuiässt. 

Lehrsatz,      Wenn     zwei    ungleiche    Winkel    eines 


Dreiecks  durch  Transversalen  proportional  getheilt 
werden;  so  ist  die  Theilungstransversttle  des  grosse- 
ren Wickels  kleiner,  als  die  des  kleineren. 

Beweis.  In  Dreieck  ABC  (Taf.  VIII.  Fig.  5.)  sei  Winkel 
ABC>ÄCB  und  der  kleinere  WinkeMCßdurch  die  Transversale  CD 
in  beliebigem  Verhältniss  getheilt;  so  dass  ACDiDCBz^mm. 
Es  ist  zu  zeigen,  dass  eine  aus  B  sezoeeoe  Transversale,  die 
den  grösseren  Winkel  ^fiC  in  demselben  Verhältnisse  mm  theilt, 
kleiner  ist  als  DC 

Man  lege  zunächst  die  Transversale  BE  so,  dass  Winkel 
ABE=DCA  wird;  dann  folgt  aus  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke 
ABE  und  ACD  die  Proportion  AB:AC=BE:DC;  weil  aber 
AB<ACy  so  Ut  auch  BE<,DC. 

Femer   lege   man  die  Transversale    BF    so,    dass   Winkel 
fBC^DCB    wird:     dann  haben  die  Dreiecke  FAC  und  DCB 
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eine  gleiche  Seite  BC  und  einen  gleichen  anliegenden  Winkel 
FBC=^DCB;  es  muss  daher  in  demjenigen  Dreieck,  in  welchem 
der  zweite  an  dieser  Seite  anliegenae  Winkel  grosser  ist,  auch 
Uie  Gegenseite  dieses  Winkels  grosser  sein  als  die  entsprechende 
Seite  des  anderen  Dreiecks;  rol«> lieh  ist  auch  BF^DC, 

Soll  nun  der  grössere  Winkel  ABC  proportional  mit  dem 
kleineren  Winkel  ACB  getheilt  werden;  so  werden  seine  Theile 
grosser  als  die  Theile  des  anderen,  ßs  muss  also  der  an  BA 
anliegende  Winkeltheil  grösser  sein  als  Winkel  ACD,  d.  i.  grös- 
ser als  ABE.  Die  Theilungslinie  fällt  daher  zwischen  BEwmX 
BC,  Eben  so  muss  der  an  BC  anliegende  Winkeltheil  grösser 
sein  als  Winkel  DCB,  d.  i.  grösser  sds  FBC  Die  Theilungs- 
linie fallt  daher  auch  zwischen  BF  und  BA,  Ist  demnach  BG 
diejenige  Theilungstraniäversale ,  durch  JJlwelche  die  Proportion 
ABG:GBC=ACD:DCB=m:n  unter  den  Winkeltheilen  ent- 
steht; so  liegt  sie  auch  noth wendig  zwischen  BE  und  BF. 

"  Wenn  aber  yon  einem  Punkte  B  ausserhalb  einer  geraden 
Linie  AC  drei  gerade  Linien  BE,  BG,  BF  an  dieselbe  gezogen 
sind,  so  ist  die  mittlere  BG  dieser  drei  Linien  kleiner  als  die 
grössere  der  beiden  äusseren,  oder  wenn  diese  einander  gleich 
sind,  kleiner  als  jede  von  beiden.  Da  nun  sowohl  BE  als  auch 
BF  kleiner  als  ÖC  ist;  so  muss  auch  BG  kleiner  als  CD  sein. 
Dies  sollte  bewiesen  werden. 

Zusatz*),  Wenn  zwei  Winkel  eines  Dreiecks  durch 
gleiche  Transversalen  proportional  getheilt  sind,  so 
sind  die  Winkel   gleich. 

Beweis.  Wären  die  Winkel  ungleich;  so  wären  auch  die 
Transversalen  ungleich.  Da  diese  aber  gleich  sind,  so  können 
die  Winkel  nicht  ungleich  sein,  sind  also  gleich. 

Anmerkung.  Die  Beweisführung  gilt  für  jede  zwei  innere 
Winkel  eines  Dreiecks.  Construction  und  Beweis  lassen  sich 
auch  noch  fiir  den  Fall  anwenden,  wo  die  Linien  BD  und  CF 
parallel  sind.  In  diesem  Falle  wird  BE  =  DC.  Für  den  Fall, 
dass  BD  und  CF  divergiren,  die  Winkel  also  eigentlich  Aussen- 
winkel  eines  Dreiecks  sind,  lasset  sich  aus  dieser  Construction 
nichts  folgern,  weil  der  Beweis  BE^DC  ergeht,  weshalb  eine 
Vergleichung  zwischen  BG  und  DC  auf  diesem  Wege  nicht  mög- 
lich wird. 


*)  Dieser  Zn»atz  ist  der,  nur  im  Ausdruck  etwas  veriindcrte,  Tlil.15. 
S.  355.  im  zweiten  Absatz   enthaltene  Lehrsatz. 
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IV^enn  zwei  der  vier  nnrclischnitts- 
piinkte  zweier  Ke^elsclinilte  sich  un- 
endlich enrrernen  sollen,  wie  müssen 
alsdann  die  Coefflcienten  Ihrer  Olei- 
chnngen  zusammenlian^en? 


Herrn  Doctor  J.  G.  H.  Swellengrebel 


Bevor    wir    zur  eigentlichen   Auf|;abe  ilbergehen,   wollen 
uns  vorher  mit  der  ihr  verwandten  Aufgabe  beschäftigen 

1.  Welcher  Zusamincnhang  muss,  sollen  zwei  Kegelschnitte 
eine  gemeinschaftliche  reelle  oder  imaginäre  Asymptote 
haben,  zwischen  den  Coeflicienten  ihrer  Gleichungen  statt- 
findeu  ? 

um  nachher  diejenigen  Fslle  zu  betrachten,  in  welchen  zwei  Ke- 

Selschnitte,  ohne  den  Besitz  einer  gemeinschaftlichen  Asvmptote, 
ennoch  die  in  der  primitiven  Aufgabe  gestellten  Forderungen 
befriedi  gen. 

E^  scheint  unsere  Aufgabe  eine  ganz  bestimmte  zd  sein  und 
daher  auch    nur  eine  einzige  ganz    t>e8tin]ntte  Antwort  zu   erhei- 
schen.    Bedenken  wir  aber,  dass  jeder  Kegelschnitt,  j^  nach  der 
verschiedenen    Lage    der    Coordinatenasen ,    durch    verschied) 
Gleichungen   dargestellt  werden  bann,  so   sehen  wir,   dass  in  i 
Frage  unbestimmt  gelassen  worden  ist,  welche  Gleichungen  man 
eigentlich  gemeint  bStte,  und  dass  also  unsere  Aufgabe  1.  mehrere 
partielle  Aufgaben  enthüll,   deren  jede  ihre  eigene  Antwort  ettc 
dert,  z.  B. 
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IL  Wenn  der  Scheitel  eines  gewissen  Kegelschnitts  als  CoordU 
naten-Ursprung  gewählt  wird,  und  eine  der  Axen  dieses  Ke- 
gelschnitts als  Axe  y=Oy  wie  müssen  alsdann  die  CoeflQci- 
enten  der  Gleichung*  dieses  Kegelschnitts,  von  denen  die  der 
Gleichung  eines  anderen  Kegelschnitts  abhangea,  d.  b.  wie 
müssen  die  Gleichungen 

y^=Ax  +  ß, 

mit  einander  verbunden  sein,  damit  zwei  der  vier  Asympto- 
ten der  Kegelschnitte  einander  decken? 

Wir  wollen  uns  jedoch  hier  nicht  mit  diesen  speciellen  Aufga- 
ben beschäftigen,  sondern  uns  unter  der  Aufgabe  I.  die  allgemei- 
nere Aufgabe  denken,  worin  nach  demjenigen  zur  Asymptoten-Coin- 
cidirung  erforderlichen  Coefficientenzusammenhang  gefragt  wird, 
welcher  bei  jeder  Lage  der  GooMinaten-Axen  stattfinden  muss,  d.h. 
welcher  die  Gleichungen 

A'x^  +  BY  +  C'^y  +  ^^+E'y  +  F'=zO 

zum  Ausdruck  zweier  eine  gemeinschaftliche  Asymptote  besitien- 
den  Kegelschnitte  ^lacht. 

Es  genügt  jedoch  diese  Annahme  noch  nichts  um  unsere  Auf- 
gabe I.  zu  einer  ganz  bestimmten  zu  machen.  Es  war  oämlkA 
in  der  Frage  nur  im  Allgemeinen  von  den  Co^fficienten  die  Rede» 
während  es  dagegen  bei  jeder  Kegelschnittsgleichung 

Ax^  +  By^+Cxy  +  Dx,+  Ey  +  F=0 

einigermaassen  unbestimmt  ist,  welche  man  als  ihre  Coefficieoteb 
betrachten  soll,  weil  alle  sechs  CoefQcienten,  ohne  dass  die  Bedeu- 
tung der  Gleichung  sich  ändere,  mit  einem  gemeinschaftlichen 
Factor  multiplicirt  werden  dürfen.  Es  ist  also  auch  hier  äswischen 
der  allgemeineren  Aufgabe  111.  und  der  specielleren  Aufgabe  IV. 
zu  unterscheiden ;  wobei  wir  Deutlichkeits  halber  die  zwei  Ghrnp- 
pen  der  sechs  Coefßcienten ,  wenn  zwei  solche  ausgewählt  worden 
sind,  welche  jede  einer  bestimmten  Bedingung.unterworfen  sein  sollt 
durch  AßCDEF  und  A'BC'D'E'F',  wenn  sie  dagegen  gani 
willkührlich  bleiben  sollen,  durch  aßySs^  und  of^'/i'^i  andeutn 
wollen? 

III.  Welcher  ist  der  zur  Asymptoten  -  Coincidirung  erforderliche 
Zusammenhang  zwischen  den  -Coefficienten  zweier  Kegd- 
schnittsgleichungen 

o'x^+ßY+yxy  +  d'x+B'y  +  t  =  0, 

man  möge  nun  die  zwei  bestimmten  Gruppen  unserer  jetzi- 
gen  zwölf  Coefficienten  a,ß,  ....&',  ß', oder  zwei  andere 

Gruppen 
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oder  zwei  Gruppen 

«ZV,  ßN,....</]S\  ß'N' 

als  Coefficienten  betrachten? 

IV.  Wenn  jede  der  zwei  Gruppen  der  sechs  Coefficienten  einer 

fewissen  Bedingung  unterworfen  sein  soll,  z.  B.  dass  JP  und 
^'  die  Einheit  darstellen  sollen ,  welcher  Zusammenhang  ist 
alsdann  zwischen  den  bestimmten  Goeflicienten  solch,  eines 
Ausdrucks 

Aa:^  +  By^  +  Cxy  +  />a:  +  %+l  =0, 
Ä'x^  +  B'y^  +  Cxy  +  D'x +E'y  +  1=0 

zur  Asymptoten -Coincidirung  erforderlich? 

Da  ein  System  zweier  Kegelschnitte^  soll  es  die  Eigenschaft  der 
Asymptoten  -  Coincidirung  besitzen ,  zweien  Bedingungen  genügen 
rauss,  nämlich  erstens  dass  die  Kegelschnitte  einander  berühren, 
zweitens  <]ass  diese  Berührung  in  unendlicher  E!ntfernung  statt- 
finde^ so  besteht  die  Antwort  auf  die  allgemeine  Aufgabe  III.  aus 
einem  System  zweier  Gleichungen 

•       %{ccßydei  a'ßYÖ'et)=0.     ' 

Die  Antwort  dagegen  zu  jeder  s^eciellen  Aufgabe  der  Art  IV 
besteht  aus  einem  System   von  vier  Gleichungen:  Es  sind   näm- 
lieh  alsdann  erstens  die  Coefficienten  des  einen  Kegelschnitts,  der 
die  gerade  benützte  Coefficienten- Wahl  ausdrückenden  Bedingung 

f(ABCDEF)=0 

unterworfen,  zweitens  die  Coefficienten  des  anderen  Kegelsehnitts 
einer  ähnlichen  Gleichung 

F(A'B'C£yE'P)==0; 

endlich  finden  die  von  der  Coefficienten -Wahl  unabhängigen  Be- 
dingungen der  Aufgabe  111.  / 

il;(aßydst  a'ßYd*st)==0 
%(ccßy8sS€t!ßy'S's'i^z=zq 

auch  bei  unseren  Coefficienten  statt,  se  dass  die  Coefficienten  drit- 
tens und  viertens  den  Gleichungen 

• 

^  (ABCDEF  A'B'OD'E'P)  =0 
X(ABCDEF  Ä'B'CD'E'P) = 0 
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unterworfen  sind.  Man  bekommt  also  zur  Antwort  auf  Aufgabe 
IV,  entweder  das  System  dieser  vier  Gleichungen  selber,  oder  in 
den  meisten  Fällen  ein  System  vier  anderer  Gleichungen 

g>iiAßCDEJ^  A'B'CD'E'F')=0  q>^(A...A'.,.):=0  q>z(A...A...)=20 

deren  jede  eine  Resultante  -  Gleichung  zweier  oder  mehrerer  der 
vier  vorigen  Gleichungen  ist.  Bei  jeder  anderen  Coefficienten-Wahl 
hat  man  eine  andere  Aufgabe  der  Art  IV.  zu  lösen  und  es  besteht 
die  Antwort  aus  einem  System  vier  anderer  Gleichungen 

q>^{ABCDEF  AB'CD'E'F')z=iQ  q)^{A...A\,.)=zÖ  fpr{A...A'...)=Q 

(p^{A.„A\..)'=^0 

worin  sowohl  die  Functionen  tp^  (p^  cp^  q>^  von  den  Functionen 
9i  9^2  93  94  verschieden  sind^  als  auch  die  Zeichen 

#  ABCDEF  AB'CD'EF 

andere  Grössen,  als  vorher^  bedeuten^  weil  von  den  vier  Gleichun- 
gen, deren  jede  der  vier  letzten  eine  Resultante  ist,  nur  die  zwei 

^{ABCDEF  A'BaD'EF)—Q, 
XiABCDEF  A'B;CD'E'F)  =  0 

mit  den  beiden  der  vorigen  Coefficienten-Wabl  identisch  sind, 
während  die  beiden  anderen 

f'(ABCDEF)=0, 
¥'(A'B'C'D'E'F)=0 

von  denen  der  vorigen  Aufgsibe  verschieden  sind  und  die  jetzige 
Coefficienten-Wahl  ausdrücken. 

Zur  Beantwortung  der  allgemeinen  Aufgabe  111.  können  wir 
anfangen  mit  der  leichteren  Arbeit,  wobei  wir  die  Antwort  auf 
eine  gewisse  specielle  Aufgabe  der  Art  IV.  suchen,  um  nachher 
hiermit  die  gesuchte  Antwort  zur  Aufgabe  111.  abzuleiten.  Je 
nach  den  verschiedenen  Coefficienten-Wahlen  nun,  womit  man  an- 
GlDgt^  d«  h.  je  nach. den-  verschiedenen  Aufgaben  IV.,  welche  man 
als  intermemäre  Hülfsmittel  benutzt,  gibt  es  verschiedene  Metho- 
den, die  Aufgabe  111.  zu  lösen. 

Wir  wollen  damit  anfangen,  bei  derjenigen  Wahl  der  sechs 
Coefficienten  des  ersten  Kegelsschnitts  die  Aufgabe  IV.  zu  lösen. 
Wobei  man  identisch  hat 

(1>  Asfi's^^B'^W'Cx^  +  Z>a:+ JEy+Fs  {ax-^  hy  +  l)(c»  +  <^+l)4^e 
d.  fa.  nach  Entwickeiung 

Aa^  +  By^  ^Cxy^  Dx^  Ey  +  F=  (ac)a:»-f'(*rf)y»  +  (ad  +  bc)  xy 

+(a4  c)a^|-(6  +  %  +  (€  + 1). 
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Es  sind  daher  die  sechs  Coefficieuten  ABCDEF  hier  der  6e^ 
dingung  untenvorfen,  dass  sie  in  den  6 — 1=5  Grossen  abcdti 
ausgedrückt;  werden  können ,  und  zwar  durch  die  sechs  Gleichungen 

A=ac  B=zbd  C=ad+bc  Dzn^a+c  £=zb  +  d  F  =  c+1 

d.  h.  dass  sie  zusammenhängen  durch  die^  durch  Elimination  der 
abcde  aus  diesen  Gleichungen  sich  ergebende  Endgleichung.  Com- 
biniren  wir,  um  diese  zu  erlangen,  Nr.  1 .  mit  Nr.  4.  undNn  2.  mit 
Nr.  5. ,  so  ergiebt  sich 

(2)     a  =  |(/)i:VZ>2— 4^)    A=  \(E±V  E^'-^AB) 

durch  deren  Substitution  in  Nr.  3.  wir 

C=ad  +  6c==:|z>E—  ^V(27*~4^)(£;2— 4Ä) 

und  hieraus  nach  gehöriger  Entwickelung 

C^--4AB  =  CDE—BD^-AE^ 

für  lAie,  die  Natur  unserer  jetzigen  Coefficienten-Wahl  aiisdriickende 
Gleichung  bekommen.  Unterwerfen  wir  ebenso  die  Coefücienten 
des  anderen  Kegelschnitts  der  Identität 

so  ergibt  sich  für  zwei  der  vier  bei  dieser  CoefBcienten  •  Wahl 
die  Antwort  der  Aufgabe  IV.  darstellenden  Gleichungen 

^  C^^4.AB'=^CD*E^B'D'^-AE'^, 

Für  die  beiden  anderen  der  vier  Antwortsgleicbuugen  bekommen 
wir  das  eine  oder  das  andere  der  vier  Paare  Gleichungen 

.  a=o'  a=i:c'  c^=iaf  e=€* 
b=ib'  b^d*  d=zb*  d=a, 

welche  wir  jedoch  >  da  nicht  nach  dem  Znsammenhange  zwisctien 
den  Constanten  abedabcd,  sondern  nach  demjenigen  zwischen 
den  Ooefficienten  gefragt  war,  vorher  mittelst  der  Gleichungen 
(2)  transformiren  müssei^,  wodurch  wir  das  eine  oder  das  andere 
der  Gleichangen«Piiare 

Theil  XVI.  '  u^ 
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T  ±  *      T  T 

bekommen. 

Zur  besseren  Einsicht  in  die  Bedeutung  dieser  verschiedenen 
Doppelzeichen  +  bedenke  man,  dass,  im  Falle  die  Coefücienten 
AJBvDEF  sechs  bestimmte  wären,  auch  der  Kegelschnitt' 

ein  ganz  bestimmter  wfire,  und  daher  zwei  bestimmte  Asymptoten 
hätte,  und  dass  daher  die  Grössen  a  h  c  d,  je  nach  derverschie- 
denen  Ordnung^  In  welcher  die  Asymptoten  auf  einander- folgend 
gedacht  würden,  d.  h.  jen^chdem  der  Kegelschnitt  als 

(cur  +  Ä^  + 1)  {ex  +  </y  +  1)  +  € =0 

oder  als 

(car+%+  l)(aar+6y+i;+e=0 

betrachtet  würde,  auf  zweifache  Weise  durch  die  CoefBcienten 
AB  DE  ausgedrückt  werden  könnten,  da   man  der  Grösse  a  ent- 

wederdenWerth -(/)+ VS2^4^)  oder  den  Werth^C/)— V"/>2-~4^) 

xuertheilen  könnte,  hierdurch  aber  zugleich  bestimmt  wäre,  welche 
der  Zeichen  4-  o^^^  —  ^^^^  ^^^  ^^^  Radicalen  der  drei  übrigen 
Grössen  b  c  d  nehmen  sollte.  Hätte  man  daher  ein  System 
zweier  Gleichungen 

Ax'^  +  %»+  Cxy  +  Dx^Ey  +  F=0 
Ax^^  +  BY  +  C'xy-{^D'x  +  £'^  +  F  =  0 

mit  zwölf  bestimmten  und  den  Bedingungen v  (3)  unterworfenen 
Ooeffidienten,  so  könnte  man  zwar  die  Zeichen  4*  oder  —  der  in 
a  und  a'  vorkommenden  Radicale  willkührlich  auswählen;  es 
wären  aber  alsdann  die  Zeichen  der  \n  b  c  d  b'  &  d*  vorkommen- 
den Radicale  bestimmt;  und  es  wäre  daher  nur  auf  vier  verschie- 
.  dene  Weisen  möglich,  dass  unsere  Kegelschnitte  eine  gemein- 
schaftliche Asymptote  hätten,  nämlich  in  den  vier  Fällen,  worin, 
bei  den  yerschiedenen  Bedeutungen  von  a  und  a\  das  Gleichnn- 


gen-Paar  ?^?/  stattßin^e,  z.  B.  in  den  vier  Fällen: 


327 

+  +  +  - 

da  die  aus  der  Interpretation  der  drei  übrigen  Paare  Gleichungen 

b=d'  d=b*  d  —  d' 

• 

bei  vierfacher  Bedeutung  der  a  und  a!  sich  ergebenden  4x3=12 
Gleichungen -Paare  respective  mit  den  vier  vorigen  identisch  sein 
würden,  die  12  übrigen  dagegen  der  It),  aus  der  Combination  der 
vier  Doppelzetchen  %  der  Gleichungen 

E  ±  VA2— 4Ä  =  E'  +  V£'«~-4Ä' 

hervorgehenden  Fälle  keine  Asymptoten-Coincidirung,  sondern  ge- 
vFisse  andere  Zusammenhänge  der  beiden  Kegelschnitte  andeuten 
würden.  Sind  nun,  wie  in  "unserer  Aufgabe  der  Fall  war,  die 
Coeflicienten  Jß6/)£F  alle  unbestimmt,  s<i  weiss  man  zwar  nicht, 
welche  die  vief  Combinationen  der  vier  Doppelzeichen  der  Radi- 
caJe  seien,  weiche  die  Gleichungen  (4)  zum  Ausdruck  des  ße- 
Sitzes  einer  gemeinschaftlichen  Asymptote  machen;  man  weiss 
aber,  dass  nicht  alle  sechszehn  Combinationen  zugleich  als  zur 
gesuchten  Antwort  gehörig  betrachtet  werden  können;  sodass  e« 
zwar  erlaubt  ist,  die  Zeichen  der  in  a  und  a'  vorkommenden  zwei 
Radicale  als  zweideutig  zu  betrachten  und  die  Gleichung 

/>4_  V/>2-4^=  />'+  V"D'«-4^' 

als  das  =0  Sein  des  Productes  der,  vier  Functionen 

D-D  \  V^ZräZUdF-i- ^D^-4A 
D'--~D-  \f  D'^-^A'—yrD^-^^A 
D-D^S^iP^^A'V  VW^A 

d.  h.  nach  Entwickehing  als 

{A'-^A)^ = (/>'—/))  {A'D-^AD') 


KU   betrachten»    die  Zeichen  jüber  der  tibrig«»  RaAcaie 
nicht  mehr  wtllkülHrlich  sind,  und  es  daher  aielit  «itlMdit^i 
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die  andere  Gleichung  in  ähnlicher  Wei^e  rational  lu  machen,  und 
die  Gleichungen* 

^^  {B'--B)^={E''^E){B'E---BE*) 

al«  diejenigen  zwei  Gleichungen  zu  betrachten,  welche  in  Verbin- 
dung mit  den  zwei  Gleichungen  (3)  die  Antwort  auf  unsere  Auf- 
gabe IV.  darstellen  sollten.  Denn  es  würden  diese  Gleichungen 
(5)  alle  16  Combinationen  der  Doppelzeichen  der  Gleichungen  (4) 
darstellen,  und  daher  eine  Eigenschaft  ausdrücken,  welche  nicht 
nur  den  Kegelschnitten 

(2ar+3y  + 1)  (4ar  +  5y  +l)-12=&r«+15^«  +  22j:y+6a?+8y— 11=0 

(5lr+%  +  I)(6a;+ 72^+1^— 11  =  12a:H2l3^«+32a:^+  8:r+l()y— 10=0 

zukäme,  sondern  auch  den  Kegelschnitten 

(2ar+3y  + 1)  {ix  +  5y  +  1)— 12=8j;«  +  153^a+22j:y  +6a:  +8^-11  =0 
(2ar +4y  + 1)  (6a:+5y+l)-ll= l^:r«+20^2 +34j'3^  4  8j:+9y-lO=0 

welche  statt  des  Besitzes  einer  gemeinschaftlichen  Asymptote  die 
Eigen8cheft-j3.|7#  besitzen.. 

Es  sind  die  beiden  Gleichungen  (4)  auch  unter  anderer  Form 

darstellbar,  welche,  obschon  weniger  einfach,  in  gewissen  Fällen 

1      c 
jedoch  nützlich  sein  kann.    Da  nämlich  2^=00,  so  ist  -^-i«und 

daher  ^ 

D±y/  D^^iA  A 

» 

Transformiren  wir  in  ähnlicher  Weise  die  drei  Functionen 

UdtV^Eä^TÄ  Z)'±V  /)'«— 42'  E'±VW^^1^\ 

Bo  nehmen  die  Gleichungen  (4)  folgende  Gestalt  an: 

A  -  ~Ä 

(6)  . 

E±\^E^-^iB  _E±\rE^^::jW 

B  B' 

• 

Es  sind  diese  Gleichungen  (4)  oder  (6)  Resultante -Gleichungen 
der  beiden  (3)  und  der  noch  zu  findenden,  bei  jeder  Coefficienten- 
Wahl  zur  Asymptoten-Concidirung  erforderlichen  Gleichungen 
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Sf(aßyöei   a' ßy  d' e'  ü)  =:0 
Xiaßydst    a' ß' y' ö' e' f)  =0, 

Wir  können  daher  jedes  andere  Paar  Resultante  -  Gleicbun^^en 
der  Dämlichen  vier  Gleichungen,  statt  der  beiden  Gleichungen  (4) 
oder  (6),  als  die  Gleichungen  unserer  jetzigen  Antwort  betrachten, 
d.  h.  wir  können  die  Gleichungen  (4)  oder  (6)  mittelst  der  Glei- 
chungen (3)  .transforniiren,  und  zwar  nicht  nur  durch  eine  blosse, 
aus  der  Entwickelung  als  erlaubt  sich -ergebende,  Aenderung  der 
Art  des  Zusammenhanges  der  Grössen  aA^DW,  wie  diejenige 
der  (4)  und  (6),  sondern  auch  durch  solch  eine  Aenderung,  wobei 
z.  B.  die  unter  der  Form 

f(AADD')=zO 

gegebene  Gleichung  (4)  oder  (6)  von  den  Grössen  D  und  D^  be- 
freit und  zur  Form  im 

F  (ABCE  AB*OE')  =  0 

gebracht  wurde.  Umgekehrt  kann  es  sich  daher  auch  sehr  wohl 
ereignen,  dass  man  mittelst  einer  anderen  iVlethbde,  ohne  dass 
darum  ein  Fehler  in  die  Rechnung  eingeschlichen  wäre,  ein  von 
den  Gleichungen  (4)  oder  (6)  verschiedenes  Paar  Gleichungen 
zur  Antwort  bekommen  hätte.  Wie  z.  B.  der  Fall  gewesen  sein 
würde,  wenn  wir  zur  Erlangung  des  Zusammenhanges  ^2),  statt 
dessen  dass  wir  die  Gleichung  C:=:ad  +  öc  unbenutzt  gelassen 
und  uns  nur  der  Nr.  1),  2),  4),  5)  bedient  hätten«  uns  auch  der  Glei- 
chung C=:ad-{-bc  bedient  hätten,  und  daher  a  als  Function  der 
vier  Grössen  ABCE  bekommen  hätten. 

Da  unsere  nach  der  vorigen  Methode  erhaltene  Antwort 
irrational  war  und  nicht  rational  gemacht  werden  konnte,  ohne 
Mehreres  als  die  gefragte  Antwort  auszudrucken,  so  wollen  wir 
versuchen,  mittelst  einer  anderen  Methode  eine  Antwort  rationaler 
Form  zu  bekommen.  Wir  wollen  wiederum  die  vorige  Coefficien- 
ten-Wahl  nehmen,  d.  h.  wo  die  CoefBcienten  den  Bedingungen  (3) 
unterworfen  sii)d.  Es  ist  daher  der  erste  Kegelschnitt  unter  der 
Form  (1) 

Ax^  +By^+  Cry  +  D.z+Ey+F=  (ax  +  by+l)  (ex  +  rfy  +  l)+«=0 

und  der  zweite  Kegelschnitt  unter  der  ähnlichen  Form 

A\T^  +  BY^Cxy-\^D'x+E'yi-F'=(a'x+b'y+\)(&x+d'y+\)+e'^ 


darstellbar,  statt  der  wir  jedoch,  mit  Inachtnehmung,  dass  die 
Grössen  a'  und  />',  sollen  die  beiden  Kegelschnitte  eine  gemein- 
schaftliche Asymptote  haben,  respective  mit  den  Grössen  a  und  6 
identisch  sein  müssen,  folgende  Form  nehmen  wollen : 


A'x^+B'yHOxy+D'x+E'yi^F'=(ax+by+^)(c'x+d'y+^)i'€'=^ 
Entwickeln  wir,  so  ergibt  sich,  dass  die  zehn  Coefficienton 
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ABCDE  ABCiyE^ 

den  vier  Bediogungen  unterworfen  sind,  dass  sie  in  den  sechs 
Grossen  a  b  cd  &  d*  müssen  airsgedrückt  werden  können ,  und 
zwar  durch  die  zehn  Gleichungen 

A=ac    B^bd     C=ad  +  bc     D=:a  +  c    E=zb  +  d 
A'—a&  B*^bd'  (y=ad'-i^b&  D'—a+&  E'^b+d' 

so  dass  sie  zusammenhängen  durch  die  vier,  aus  diesen  zehn 
Gleichungen  durch  Elimination  der  a  b  c  d  c'  d'  zu  bekommen- 
den Gleichungen,  zu  deren  Erlangung  wir  die  vier  letzten  Glei- 
chungen combiniren,  und  aus  ihnen 

c'-^c=D'^D    d'—d^zE'-^E 

erhalten  könnten  y  deren  Verbindung  mit  den  vier  ersten  uns 

A'  A  =  aiD'—D)    B'^-B  =  b[E'—E) 

würde  gegeben  haben ;  und  wenn  wir  die  hieraus  sich  ergebenden 
Werthe  der  a  und  b  mit  ihren  nach  der  vorigen  Methode  be- 
kommenen Wertheu  (2)  respective  identificirten ,  &o  erhielten  wir 
die  Gleichungen 

welche  jedoch  von  den  Gleichungen  (4)  und  (6)  nur  der  Form 
nach,  nicht  wesentlich  verschieden  sein  würden,  da  sieh,  durch  Ratio* 
nalmachung  aus  ihnen  ergäbe 

[B'^B-  EiE'S)]^ = (JE'—  E)^x(E^--4B) 

d.  h.  nach  Entwickelung  die  Gleichungen  (5).  Die  beiden  dage- 
gen bisher  unbenutzten  Gleichungen  liefern  uns: 

C^ad'+bc=a(^)+b(^), 

C=ad  +  bc=ia  (fJ— 6H  b  (D-^a) =aE  +  bD^2ab , 

e = ad' +  *c' = a(£'— Ä)  +  6  (/>^-a)  =a£:' +  6/>'— 2ö6 , 

C=^ad  +  bii  =z  {D-c)d  +  (£— rf)c =dD  +  cE—1cd , 

e = ad'  +  6c' = ( D'-^c')  d*  +  (£'— d')c' = d'Z>' + dE-  2&d' 

u.  s.   w. 
und  wenn  wir  hierin  die  Werthe 
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'^-D'-D''—E'—E    *  — '«—    A'-A      «— T-  B'—B 

substituiren ,  so  bekommen  wir  für  die  gesuchten  zwei  Gleichun- 
gen unserer  Antwort  entweder  die  Gieicnuogen 

(A'—A)  (B'—B)  (ly-D)  (E'-E)  (C) 
O 

=  (A'—A)*  (E'—E)*  (B)  +  (B'—B)*(D'—D)HA) 
B' ^/ 

[oder  aber  die  Gleichungen 

(A'—A)(E'—E)(E)  +  (B'—B)  (D'—D)  (D) 

E' zy 

(8)  {           =(D'—D)(E'—E)(C)+2(A'-A)(B'—B) 
C i 

[oder  endlich,  wenn  keine  der  vorigen  Formen  uns  gefiillt,  die 
Gleichungen 

(A''-A)(E'-E)(BD)  +  (/?'- J5)  (D'— />)  (AE) 
BD' A'E' 

^{A'—A){B'^B){C)  +  (Z>'— Z>)  (£'—£)  {1AB) 
C 'lA'B' 

welche  Gleichungen  alle ,  obwohl  unter  rationaler  Form  dargestellt, 
nur  denjenigen  Kegelschnitten  zukommen,  welche  eine  gemein- 
schaftliche  Asymptote  haben,  nicht,  wie  die  Gleichungen  (5),  auch 

denjenigen,  welche  die  Eigenschaft  .fZ.^*  besitzen.     Denn  hätten 

wir  die  Grössen  af  und  d*  den  Grössen  a  und  d,  statt  a'  und 
b'  den  a  und  b,  respective  identisch  gesetzt,  so  hätten  wir 

A*-A    ._B'-B        Jg.    B{E'---E) 
^-^D^-D  ^-^E'-E  ^"d^^    B—B 

bekommen,  deren  Substitution  in  irgend  zwei  der  Werthe  der 
C  und  C*  uns,  weil  nur  der  Werth  des  a  mit  dessen  früherem 
Werthe  identisch  ist,  die  der  6  und  €2  dagegen  von  deren  früheren 
Werthen  verschieden  sind,  niemals  zwei  der  Gleichungen  (8)  hätte 
liefern  können,  sondern  uns  z.  B.  die  zwei  folgenden 

{A  —A){B*—B){D''-D)  iE'^E)  {€) 

Q 

=(A'-A)^(ß''-B)H(D'-D)^(E'--'E)^  (AB) 
_^ .-: A'B' 

geliefert  haben  wfirde. 

Aus  unseren  auf  die  Aufgabe  IV.   bekommeneu  Antwortsglei 
chungen  (4)  oder  (6)  oder  (7)  oder  (8)  wollen  wir  jetzt  (die  Ant- 
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wort  zur  ailgemeinereii  Aufgabe  III.  herzaleiten  suchen.  Nehmen 
wir  also  an,  dass  die  Gleichung 

ax^+ßy^+Y^y  +  dx  +  sy  +  i—O 

eines  der  Kegelschnitte  der  Aufgabe  III.  solche  CoefBcienten 
hätte,  welche  der  Bedingung  (3)  unserer  vorigen  Coefficienten- 
Wahl  nicht  genügten,  so  können  wir  immer,  durch  Multipliciruog 
aller  Coefficienten  mit  einem  unbestimmten  Factor  iV,  uns  eine 
neue  Function  zweiten  Grades  denken,,  deren  CoefBcienten  der 
genannten  Bedingung  genügten,  d.  h.  so,  dass  man  identisch 
hätte 

aNxHßNyHYJ^xy+ÖNa:+eNy-\^tN^(ax+by  +  l)(cj:+dy-\-l)  +  e. 
Durch  Entwickelung  ergibt  sich 

aN=ac  ßN=öd  yN=ad  +  bc  dN  =  a+c  sN=^b+d, 
woraus  man 

^''-ySs'-ßö^^ae^ 

als  denjenigen  Quotienten  bekommt,  welcher  bei  jeder  beliebigen, 
die  Darstellbarkeit  unter  der  Form  (I)  besitzenden  Function  zwei- 
ten Grades 

*^^ + ßy^ + y^y  -i-^x+sy  +  f  =  0 

den  Werth  =1  hat,  bei  jeder  beliebigen  dagegen  dieser  Darsteli- 
barkeit  ermangelden  Function 

ccx^  +  ßy^  +  yxy  +  ^^  +  e^  +  f  —  0 

allen  Coefficienten  vorher  als  Factor  zugefügt  werden  muss,  um 
der  Function  die  Darstellbarkeit  (1)  zu  geben.  Substituireo  wir 
also  in  zwei  der  z&r  Aufgabe  IV.  erhaltenen  Antwortsgleichungen, 
Zt  B.  in  den  Gleichungen  (6),  statt  ABDE  A'B'D'E'  respective 

aN,  ßN.  SN.  tiV,    ct'N',  ß'N'.  S'N',  e'N',       , 

A.h. 

V 
« 

so  sind  die  nach  gehöriger  Entwickelung  sich  ergebenden  Glei- 
chungen ; 


(11) 
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diejenigen«  welche  die  gesuchte  Antwort  zur  Aufgahe  III.  ausma- 
chen, d.  h.  welche  genügen^  um  jedem  Systeme  zweier  beliebigen 
Kegelschnitte 

ax^ -{- ßy^-\-ya:y  +  dx-ir  sy  +  t^^O, 

man  möge  nun  ihre  sechs  und  sechs  Coeflficienten  mit  jedem  be- 
liebigen Factor  multipliciren,  jedesmal  aufs  neue  die  Eigenschaft 
des  Besitzes  einer  gemeinschaftlichen  Asymptote  zu  verschaffen. 
Hätte  die  andere  Antwortsform  (4)  der  Aufgabe  IV.  die  nämliche 
Verallgemeinerung  erlitten,  so  hätten  wir  die  Antwort  der  Auf- 
gabe III.  in  folgender  etwas  weniger  einfachen  Gestalt  bekommen: 


ÖSTf^ciß db (yd— 2«£)  _ö[Vj^ia'fi'±(y'ö'^2a's') 


(ySs—ßS^^cce^)  V*y2— 4i^      (/d'a'— ß^ö'^^a'e'^)  Vy"^-4a'^' 

eV^^^äß±(yE--2ßö) eVy^^I^±(fe'-2ß'd*) 

(y8e—ß6^'-cc£^)\^f^ccß ~"    (f8'B'^ß'd'^-^a'£'^)\^y^-ia'ß' ' 

Welche  aber  der  Antwortsformen  (4)  oder  (6)  oder  (7)  man  auch 
gewählt  hätte,  immer  würde  es  uns  nicht  erlaubt  sein,  die  durch 
Verallgemeinerung  sich  ergebenden  Gleichungen  ohne  Aenderung 
der  Bedeutung  beide  zugleich  rational  zu  machen,  aus  der  näm- 
lichen Ursache,  wesshalb  die  Gleichungen  (4)  oder  (6)  oder  (7) 
selbst  nicht  beide  zugleich  rational  gemacht  werden  dürfen.  Wol- 
len wir  daher  die  Antwort  zur  Aufgabe  III.  in  rationaler  Form 
bekommen,  so  müssen  wir  in  irgend  einem  der  Gleichungen- Paare 
(8)  die  Coefficienten  AA'BB*  u.  s.  w. ...  durch  die  allgemeineren 

aiy'^^-iaß)  a' (y'^^ia' ß')  ßjy^-^Actß) 

yöe-'ßö^-^as^'    /dV— /S'd'«— aV^'     yde—ßö^  —  ae^'      u.  s.  w. 

ersetzen ,  woraus  sich  ein  System  zweier  verwickelter 
Formeln  ergibt,  deren  Entwickelung  hier  füglich  unterwegs  bleiben 
darf. 

Wir  wollen  jetzt  nochmals  die  gefragte  Antwort  auf  die  Auf- 
gabe III.  zu  bekommen  suchen,  diesmal  aber  mittelst  einer  an- 
deren Coefficienten-Wahl,  d.  h.  mittelst  der  Lösung  einer  anderen 
intermediären  Aufgabe  IV.  Es  sollen  nämlich  dicf  zwölf  Coef- 
ficienten 

ABCDEF  AB'CD'E'P 

jetzt  nicht  den  Bedingungen ^3),  sondern  den  Bedingungen  A^^\ 
A'  =  l  unterworfen  sem  und  sich  daher  auf  zehn  reduciren.    Neh- 
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men  wir  jetzt  die  erstere  anserer  beiden  Gleichungen,  so  kSnuen 
wir  immer  identisch  setzen 

i  _ 

und  zwar  ohne  dass  wir  die  Coefficienten  BCDEF  irgend  einer 
neuen  Bedingung  zu  unterwerfen  brauchen;  welches  letzte  dage- 
gen der  Fall  gewesen  sein  würde ^  wenn  wir  unsere  Gleichunff 
der  Darstellbarkeit  unter  der  Form  (I)  unterworfen  hätten.  Düren 
Entwickelung  ergibt  sich,  dass  die  vier  Coefficienten  BCDE  io 
den  vier  Grössen  p  q  m  n  durch  die  Gleichungen 

ß=:pm  C=p-i-m  D  =  g  +  n  Ez=zpn-^  gm 

und  daher  umgekehrt  die  Grossen  p  g  m  n  in  den  Coefficienten 
durch  die  Gleichungen 

1 ,_ —  1^_    CZ>--2£ 


m 


=2(CTV^=45)        n  =  ^Z)  +  2v^!gi 


ausgedrückt  werden.    Setzen  wir  ebenso 

x^+  ßy  +  Ca:y  +D'x+E'i/  +  F'=(x+p'y+q')(a:  +  m'y+  nO+r', 

so  ergibt  sich,  als  die  zum  gemeinschaftlichen  Besitze  einer  Asymp- 
tote nothwendige  Bedingung,  das  Stattfinden  des  einen  oder  des 
andereil  der  vier  folgenden  Gleichungen -Paare 

p=j9'    p'=zm*    m'=-p*    m^=^mf 
q'=^q*    q'=:n*     n^=q'     «=n' 

d.  h.  das  Stattfinden  der  beiden  Gleichungen 

yfC^—iB  ""  \fC^-AB* 

bei  irgend  einer  von  vier  gewissen  aus  den  sechszehn  möglichen 
Combmationeu  der  in  ihnen  vorkommenden  Doppelzeichen  4:. 
Ersetzen  wir  nun  in  diesen  Anwortsgleichungen  unserer  jetzigen 
Aufgabe  IV.  die  Coefficienten   BB^  CO  u.  s.  w.  respective    durch 

—  i  -  ^  u.  s.  w.,  so  bekommen  wir  die  Antwort  der  Aufgabe  III. 
«  er  «  fif  ^- 

unter  folgender  Form: 
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Hätten  wir  diejenige  Coefficienten^Wahl  genommen^  wo  nicht 
^=1  A'^=\,  sondern  J5=l  J5'=:l,  so  hätten  wir  durch  eine 
ähnliche  Argumentation  die  Antwort  auf  die  Aufgabe  III.  unter  der 
Form 

y4:Vyg--4tt/3       /  j-  sfy^ZIÄ^* 
ß  ""'  ß' 

bekommen,  wobei  jedoch  in  beiden  Fällen  zu  beachten  ist,  dass 
zwar  eine  beider  Gleichungen,  z.  B.  die  erstere,  rational- gemacht 
und  zur  Form 

(9)  («V-«/)  iß'y-ßy')  +  (^'ß-^ßT =0 

gebracht  werden  darf,  die  gleichzeitige  Rationalmachung  aber  der 
anderen  nicht  erlaubt  ist. 

Da  jede  unserer  beiden  letzten  Coefflcienten- Wahlen  eine 
unsymmetrische  war,  d.  h.  eine  andere  in  Bezug  auf  A^B^D^E, 
als  in  Bezug  auf  ß^AfE^D,  so  bekommen  wir  in  diesen  beiden 
Fällen  die  Antwort  der  Aufgabe  IIJ.  in  unsymmetrischer  Form. 
Und  zwar  bekommen  wir  jedesmal  nur  eine  der  beiden  Gleichun- 
gen, welche  die  nach  der  vorigen  Methode  bekommene  symme- 
trische Antwortsform  der  Aufgabe  111.  ausmachten.  Die  andere 
unserer  jetzigen  Gleichungen  druckt,  wenn  wir  die  Cotangenten 
der  zwischen  der  Coordinaten  •  Axe  y^=Q  und  den  Asymptoten  der 
Kegelschnitte  begriffenen  Winkel  ft  nennen,  die  Bedingung  aus, 
dass  sowohl 


als  auch  (10) 


„^y'+V/-^— 4a'/3' 
^  ^ ' 


d.  h.  die  Bedingung,  dass  eine  der  beiden  Asymptoten  des  ersten 
Kegelschnitts  eine  des  zweiten  zwar  nicht  decke,  aber  doch 
ihr  parallel  laufe,  d.  h.  die  Bedingung,  dass  von  den  vier  Durch- 
schnittspunkten der  Kegelschnitte  einer  unendlich  vom  Coordina- 
ten -  Ursprung  entfernt  sei. 
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Eine  andere  Methode,  die  Aufsähe  III.  zu  lösen,  ist  folgende: 
Stellen  wir  uns  die  gegebene  Jbrage  III.  unter  folgender  etwas 
veränderten  Form  vor: 

V.  Aus  allen  den  individuellen  Kegelschnitts-Paaren,  welche 
man  bekommt,  wenn  man  im  Ausdrucke 

ax^  +  ßy^-i-yory  +  da?  +  ey  +  f  =  0 
a'x^  f  ßY  +  Y^y  +  ^'^  +  «'^  +  J" = 0 

den  Coefficienten  a,  jS,  u.  s.  w.  .  .  .  aS  ß' 9  u.  s.  w.  alle 
möglichen  reellen  VVerthe  zuertheilt,  diejenigen  auszusuchen, 
denen  die  Eigenschaft  des  gemeinschaftlichen  ßesitzes 
einer  Asymptote  zukommt? 

Um  nun  zur  vollständigen  Antwort  dieser  Frage  V.  zu  gelangen, 
d.  h.  zu  einem  Ausdruck,  welcher  alle  die  eine  gemeinschaftliche 
Asymptote  besitzenden  Kegelschnitts- Paare  enthält,  wollen  wir 
von  einer  particulären  Lüsung  ausgehen,  d.  h.  von  einem  nur 
einige  dieser  Kegelschnitts •  Paare  darstellenden  Ausdruck,  z.  B. 
vom  Ausdruck 

(y)(g^x+h^y  +  l)i-k^=ff^xy  +  hY  +  y  +  k'  =  0, 

welcher,  wenn  man  den  Grössen  g  h  k  g*  h'  kf  alle  mögli- 
chen Werthe  zuertheilt,  alle  möglichen  Kegelschnitts -Paare 
ausdruckt,  welche  die  Coordinaten-Axe  ^  =  0  zur  gemeinschaft- 
lichen Asymptote  haben  und  daher,  ausser  den  geforder- 
ten zVrei  Bedingungen  der  Asymptoten  -  Coincidirung,  auch  noch 
den  zwei  anderen  unterworfen  sind,  dass  die  gemeinschaftliche 
Asymptote  senkrecht  zur  Axe  ^=0  laufe  und  dass  sie  den  Coor-' 
dinaten-Ursprung  durchstreiche.  Es  enthält  nun  aber  der  erstere 
derKegelscnnitte  unserer  particulären  Lösung  nur  drei  Unbestimmte 
q  h  ky  und  ist  daher,  da  ein  allgemeiner  Kegelschnitt  deren 
irCinf  enthält,^  5 — 3=2  Bedingungen  unterworfen,  nämlich  dass  eine 
ihrer  Asymptoten  senkrecht  zur  Axe  .'r=0  laufe   und  den  Punkt 

~Q  durchstreiche,  d.  h.  es  sind   ihre  durch   Entwicklung   sich 
ergebenden  Coefficienten  nicht  die  allgemeinen  der  Gleichungsform 

cix^-{-ßy^  +  y^y+  da:+ ey  -f  C=0, 

sondern   zweien  (Bedingungen  unterworfen ,   und  zwar  zweien  von 

der  CoefBcienten •  Wahl  unabhängigen:  erstens  nämlich  dass  a=0, 

zweitens  dass  die  Tangente  des  zwischenderAsymptoteundder  Axe 

0 
y=0  begriffenen 'Winkels  sowohl  = ,  als  auch 

■"■■2/5 

sei,  d.  h.  dass  man  habe  ae^-f-j^^^/^s»  <1*  h.  dass  die  Darsteli- 
barkeit  unter  Form  (1)  im  Allgemeinen  unmöglich  sei.    Und  aueb 
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der  zweite  Kegelschnitt  der  partieulären  Lösiiog  ist  zweien  äbn- 
iiehen  Bedingungen 

.   «'rrO  und  /dV-^'d'a— aV»=0 

unterworfen.  Es  war  ab  er  in  der  Frage  V.  nach  einem  Systeme  zweier 
Kegelschnitte  gefragt,  deren  jeder  an  sich  ganz  allgemein  wäre, 
sodass  nur  das  ganze  System  sich  durch  den  Besitz  einer  gemeinschaft- 
lichen Asymptote  specialisirte.  Solidaher  unsere  particuläre Lösung 
die  vollständige   Lösung  der   Frage    V.    werden,   so  müssen    wir 

{'edem  beider  Kegelschnitte,  damit  sie  die  allgemeine  werde,  zwei 
Jnbestiminte  zu  ihren  drei  vorigen  hinzufügen,  d.  h.  wir  müssen 
sie  betrachten  als  einen  speciellen  Fall  eines  allgemeinen  Kegel- 
schnitts, welche  aus  dem  primitiven  durch  eine  in  zweifacher  Hin- 
sicht unbestimmte  Transtbrfnation  entstanden  sei.  Wir  würden 
aber  auf  diese  Weise  dem  Systeme  2x2  =  4  Unbestimmte  hin- 
zufügen, sodass  es  6-|-4=l0  d.  h.  die  zum  Ausdruck  eines  allge- 
meinen Systems  zweier  Kegelschnitte  nothwendige  Anzahl  von 
2x5  Unbestimmten  bekäme  und  daher  keineswegs  die  in  der 
Frage  V.  gefragten  speciellen  Systeme  von  Kegelschnitten  aus- 
drücken würde.  Wir  müssen  daher  nicht  jeden  Kegelschnitt  an 
sich,  sondern  beide  zugleich,  mit  Beibehaltung  ihrer  relativen  Lage, 
verallgemeinern  durch  eine  zwei  Unbestimmte  •&  tc  enthaltende 
Transformation,  wodurch  wir  die  Lösung  der  Frage  V.  d.  hr  den 
6+2^=8  Unbestimmte  enthaltenden  Ausdruck  eines  den  10—8=2 
Bedingungen  der  Asymptoten-Coincidirung  unterworfenen  Systemes 
zweier  Kegelschnitte  bekommen.  Und  um  hiervon  zur  Lösung 
der  Frage  111.,  d.  h.  um  vom  Ausdrucke  selbst  zum  Zusammen- 
hange seiner  Coefficienten  zu  gelangen,  stellen  wir  die  zwölf  Coef- 
ficienten unseres  erhaltenen  Ausdrucks  respectivc  den  zwölf 
Coefficienten  eines  allgemeinen  Systems  zweier  Kegelschnitte  gleich; 
wobei  jedoch  zu  beachten  ist,  dass  die  zwei  Gruppen  >  der  sechs 
CoeiBcienten  unserers  Ausdrucks,  weil  sie  jede  mit  einem  gemein- 
schaftlichen Factor  multiplicirt  werden  dürfen,  nicht  die  allgemeinen 
der  Aufgabe  111.,  sondern  die  bestimmten  der  Aufgabe  iV.  sind*« 
und  dafier  den  zwölf  Coefficienten 

ABCDEF  ABCD'EF* 

eines  bei  irgend  einer  bestimmten  Coefficienten  •  Wahl  stattfinden- 
den Ausdrucks 

Ax^  +  By^+Cxy+Dx+Ey  +  F=0 

respective  gleichgestellt  werden  müssen,  aus  welchem  System 
von  zwölf  Gleichungen  wir  durch  Elimination  der  acht  Grössen 
ghk  n'h'k'  Q-k  die  verlangten  vier  Gleichungen  zwischen  den  zwölf 
Coefficienten 

ABCDEF  AB'CD'E'F, 

d.  h.  die  Lösung  der  jedesmaligen  Frage  IV.  bekommen;  woraus 
alsdann  weiter,  wie  früher,  die  Antwort  der  Aufgabe  IIL  abgeleitet 
werden  niuss. 
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Es  ist  aber  wohl  zu  beachten,  dass  nicht  jede  beliebigOy  zwei 
Unbestimmte  enthaltende,  Transformation  dazu  geeignet  ist,  unsere 

Sarticuläre  Lösuii^  der  Frage  V.  in   die  vollständige   abzuändern, 
fehraen   wir   z.  B.  diejenige   Transformation«    wobei    die    älteren 
Coordinaten  x  und  y  respective  durch  neuere 

X*  •=  xooBd'  —ysmd' + A      y ' = arsin-^ + ycos^ 

ersetzt  werden,  so  bekommen  wir  den  Ausdruck 

(Äsin2^+^sin'&cos^)a;2  +  (Äcos*^^5rsin^os^)y2+ [flr  (cos«^— sin«^) 
+  2Äsin'^cos'^]a;3^+ +(Z7Hl)  (sin^)a:  +  (yA+l)(coS'^)y+Är=:0 

(A'siu^^+,<fsiB^cos^)a:2+(Ä'cos*^^— ^'sin^cos^)y2.f|y(cos«0— sin?^)] 
+  2Ä'sin^cos'&]A'^  +  ..•.+(^'A+l)(sih^)ar  +  (^rU+l)  rcos^)y  +  k'  —  Q 

und  wenn  wir  die  so  bekommenen  zwölf  Coeflßcienten  respective 
den  zwölf  CoefBcienten  AA^BB^  u.s.  w.  gleichstellen,  bekommen  wir 
unmittelbar 

d.  h  einen  CoefBcientenzusammenhang,  welchen  wir  durch  keine 
der  vorigen  Methoden  als  der  Eigenschaft  der  Asymptoten-Coinci- 
dirung  zukommend  gefunden  haben ;  und  doch ,  wenn  er  wirklich 
ihr  zukäme,  hätte  er,  da  er  ein  von  der  CoefGcienten -Wahl  unab- 
hängiger ist  und  daher  durch  dB'—d's  =  0  dargestellt  werden  kann, 
entweder  eine  der  Gleichungen  (11)  oder  doch  eine  Resultante 
dieser  beiden  Gleichungen  sein  sollen.  Es  ergibt  sich  dann  auch 
bei  näherer  Betrachtung,  dass  wir  nicht  die  vollständige,  sondern 
eine  neue  particuläre  Lösung  der  Frage  V.  bekommen  haben,  .so- 
dass unsere  Gleichung  ös^ — ^'£=0  nur  denjenigen  KegeUchnitts- 
Paaren  zukommt,  welche,  ausser  den  beiden  Eigenschaften  der 
Asymptoten -Coincidirung,  noch  durch  eine  dritte  Eigenschaft  speci- 
alislrt  sind.  Es  ist  nämlich  unsere  Transformation  zu  betrachten 
als  eine  Translation  der  primitiven  Figur  parallel  der  Axe  »y=0, 
d.  h.  als  eine   Ersetzung    der   x   und  y  durch   neue   Coordinaten 

■X^  ""^  X  -l-  X  ' 

/_.  ,   der  eine  Umdrehung   um   den  Coordinaten -Ursprung, 

■j^  — —  %ß 

d.  h.  ein^  Ersetzung  der  x  und  y  durch 

a:'  =:a:cos^ — ^sin'9' 
y  =r  .rsin^ +ycoS'9' 

nachgefolgt  wäre.  Es  ändert  nun  aber  die  erstere  dieser  partiel- 
len Transtormationen  die  gegebene  particuläre  Lösung  in 

« 
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^>  (Ff+r+FT+P +0 + 7i+T='* 


d.  i> 


in 


on4  ist  daher  eigentlich  nicht  als  Verallgemeinerung  zu  hetracb- 
ten»  sodass  die  ganze  Doppcl-Transforniation  als  aus  der  einfachen 
Trctnsformation  ' 

X*  =  .Tcost> — ^^sin-^ 
y'  =  arsin{>  4-yoos'^ 

bestehend  und  daher  nur  eine  einzige  Unbestimmte  d'  der  parti- 
cu\ären  Lusung  zuführend  zu  betrachten  iist,  sodass  diese  particu- 
läre  Lösung  von  ihren  vier  Specialisirungsbcdingungen  nur  die 
eiiizis^e,  dass  die  gemeinschaftliche  Asymptote  senkrecht  zur  Axe 
a:=0  laufe,  verloren  hat,  die  zwei  Bedingungen  dagegen  der 
Asyniptoten-Coincidirung  und  die  dritte,  dass  die  genieiiischaltliche 
iUyniptote,  d.  h.  die  Vereinigungs-Gerade  ^beider  Kegelschnitts- 
Ceiitra,  den  Coordinaten- Ursprung  durchstreiche,  noch  behalten 
hat;  und  diese  dritte  Bedingung  wird  eben  durch  die  erhaltene 
CleichuDg  öi' — ö's=0  ausgedrückt. 

Wir  müssen  daher  die  Verallgemeinerung   auf  andere  Weise 
«hrichten.  z.B.  die  Translation     .    '    "^     der  Umdrehung 

.t'=  o.'Cos'^— ysin-^ 
y  =  arsiu'^  +  ycos^ 

'^cht  yorausgehen^  sondern  folgen  lassen,  und  daher  die  Transfor- 
aiAtioD 

:i;'=a:G0S'& — ysin^  +  ilcos^ 
y'=.rsin^ + ycos-^  +  Asiu'^ 

c^enutzeti;  oder,  wenn  wir  statt  der  Translation  '  ^__„         die    an- 

^    '  '       y  —y 

^^r«  ^/""^i  ^  nehmen,  können  wir  diese  der  Drehung 
y  =^  "I  * 

x*=^x  cos-^  —  ysin^ 

y*=  X  Sin-O"  +^008-^ 

S^tweder  folgen  oder  vorangehen  lassen.  Nehmen  wir  letzteren 
^^ll  und  ersetzen  wir  daher  die  Coordinateo  .r  und  y  unserer 
P^rticulären  Lösung  durch 
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so  bekommen  wir  den  Ausdruck 

(Asin®-^  +  ^sin^cos^)  x^  +  (Acos^  -^sin^cos-^)  y*+  (^(cos*-^— si  n*^) 

+  2Asin^cos^]a:y+' +  [(2Äx+i)sin^  +  j7XCos^]a? 

+  [(2ÄX  +  l)cos«--^xsin^]  y  +  (Ax«  +  x + ifc) = 0 

(A'sin2^+^'sin^cos^)a:H(A'cos2^~5r'sin^cos'^)^H|>'(cos*a'— sin^O^) 

+  2Ä'sin^cos^]a;3^  + +  [(2A'jc + l)sin'^  +5r'xcos^]a? 

+  [(2A'x  +  l)cos'^-^'Äsin^]3^  +  (A'jc^+x  f  A:') =0. 

Multipliciren  wir  jetzt  Alles  mit  sin«^«  setzen  wir  zur  Abkürzung 
cotg'd'  =  ft  und  ideotificiren  wir  unsere  zwulf  Coefficienten  mit 
den  Coefficienten  AA'BB*  u.  s.  w.^  so  bekommen  wir  das  »System 
der  zwölf  Gleichungen 

.    ._A+^  h\i^-fi\^         g(i^+U(i-ff 

(2Ax+l)+(^x/i).        (2AicflJ^--(^x)         AxHx+A 

^^  ^Hl  ^""        ft^+l         ^-"v^^I^^ii- 

Sondern  wir  aus  den  vier  ersten  Gleichungen  die  Grössen  gg'hh* 
sh,  so  bekommen  wir 

h z=z( A+ß)V"iiH-i    h'=(A'+B')V^l 

>  ^  f* 

und  substituiren  wir  diefies  in  die  Werthe  der  C  und  O,  so  ergibt 
sich 

^^Af,^±B     f^_A(ji^+B' 

aus  welchen  Gleichungen  sich  die  beiden  Werthe  (10)  der  Grösse 
•^  und  daher  durch  deren  Gleichstellung  die  Gleichung  (9) 
ergibt.  Um  die  übrigen  Gleichungen  der  gesuchten  Antwort  zu 
bekommen,  nehmen  wir  aus  den  zwölf Gleichungep  die  Nr.  (7),  (8), 
(9),  (10)>  und  verbinden  sie  zu 
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woraus  wir  bekommen 


2  (A  +  B)V  fi^i^i  2  ( J'+^O  V^lH  l 

und  wenn  wir  den  hieraus  sich  ergebenden  Werth  des  fi  dessen 
beiden  vorher  erhaltenen  Werthen  (10)  respective  gleichstellen, 
bekommen  wir  zwei  neue  Antwortsgleichungen : 

(Z)^— l)i^+^)— (Z>~0  {A'+»)  _  C±\rC--AAB 
J         E(A+B')^E^(Ai-B)  -  2A 

](iy—l){A+B)'-(D-l)(A'+B')      C±S/  C^—AAB! 


E(A*+B')-£XA\-B)        -  '2A' 

Und  durch  eine  etwas  andere  Einrichtung  der  Elimination  könnten 
wir  diesen  drei  Gleichungen  leicht  noch  eine  vierte  hinzufügen 
und  so  die  vollständige  Lösung  unserer  jetzigen  Aufgabe  IV.  be- 
kommen. Von  diesen  Gleichungen  ist  die  erste,  d.  h.  die  Glei- 
chung (9),  eine  von  der  Coefficienten-Wahl  unabhängige ;  die  übri- 
gen dagegen  finden  nur  bei  unserer  jetzigen  Coetficienten  -  Wahl 
statt.  Und  es  ist  diese  eine  von  den  vorher  benützten  verschiedene ; 
denn  der  die  Natur  der  Coefficienten  -  Wahl  ausdrückende  Zusam- 
menhang zwischen  den  s*echs  Coefiicienten  einer  Kegelschnitts- 
gleichung ist  hier  nicht  das  sich  zu  fünf  Reduciren  der  sechs 
Coefticienteu  oder  die  Darstellbarkeit  der  Gleichung  unter  der 
Form  (1),  sondern  es  ist  ihre  Eiitspringbarkeit  aus  der  Form 

mittelst  der  Transformation 

x'  =  arcos^ — ^ysinO 

^' =a;sin^  +  ycosd'ir^f 

sodass  der  in  der  Antwort  angegebene  Zusammenhang  nicht  mehr 
—  wie  früher,  da  die  Gleichungen  (4)  die  Antwort  darstellten»  der 
Fall  war  —  den  Coefticienteu  der  Gleichungen 

(2a:+%+l)  (4ar+5y-^l)— 12=8^:2  _|.  15^2  ^  c^xy  +6x  +8y~ll =0 
(2a:+3y+l)(6a;+7y+l)  -  li=i2a:^+2ly^+Z2xy  +  Sx+\0y-\0=O 

zukommt,  dieser  Zusammenhang  (12)  dagegen  den  Coeflicienten 
der,  durch  Multipliciruug  der  vorigen  Gleichungen  mitj;^  sich  er- 
gebenden Gleichungen 

13^+ 13^ +i3^^+ l5-^+ 133^-13=** 

Tkeil  XVI.  23 


■  ä 
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24  .  .  42  ,  .  64       .16     ,20       20^^ 
13^»  +  fä»»  +  13  •'^y  +  fyr  +  13»-  i3=" 

zakonimt  Wollen  wir  nun  weiter  aus  der  erhaltenen  Antwort 
zur  jetzigen  Aufgabe  IV.  die  zur  Aufgabe  IH.  herleiten,  so  müs- 
sen wir  111  den  Gleichungen  (12)  nebst  zwei  anderen  bei  der  näio- 
lichen  Coefficienten-Wahl  stattfindenden  Gleichungen,  die  Coef- 
ficienteu  AABB*  u.  s.  w.  respective  durch  «iV,  a'iV',  /3iV,  /3'2V', 
u.  s.  w.  ersetzen,  wobei  JY  und  iV'  respective  die  unbekannten 
Functionen  der  allgemeinen  Coefücienten  aßyöei  und  o'jSydVJ'  be- 
deuten, deren  jede,  wenn  sie  mit  den  sechs  Coefficienten  irgeüd 
einer  beliebigen  Kegelschnittsgleichung  niultiplicirt  wird,  diese  zu 
den  Coefficieoten  unserer  jetzigen  Wahl  abändert;  aus  welchem 
Systeme  von  vier  Gleichungen  sich  alsdann  einerseits,  durch  Ab- 
sonderung der  N  und  N\  der  Werth  dieser  unbekannten  Factoren, 
andererseits ,  durch  Elimination  der  N  und  N\  die  Antwort  der 
Aufgabe  111.,  d.  h.  die  gesuchten  von  der  Coefficienten-Wahl  un- 
abhängigen zwei  Gleichungen  zwischen  den  Grossen  aßy^si 
tt'ßyö's^S'  finden  liesse. 

Bei  dieser  Methode  der  Losung  der  Aufeabe  IV.,  wo  man 
sich  einer  gewissen  particulären  Lösung  als  Hulfsmittel  zur  Er- 
langung der  vollständigen  bedient,  fangt  man  nicht,  wie  bei  den 
vorigen  Methoden,  damit  an.  sich  irgend  zwei  bestimmte  Coeflfi- 
cienten-Gruppen  auszuwählen;  man  lässt  vielmehr  die  CoefQcien- 
ten-Wahl  unbestiihmt,  bis  man  die  vollständiee  Losung  der  Frage 
V.5  d.  h.  den  Ausdrück  der  verallgemeinten  Kegelschnitte  bekom- 
men hat.  Und  jetzt  erst  wählt  man  sich  eine  bestimmte  Art  der 
Coefficienten  aus,  je  nachdem  man  die  erhaltenen  Gleichungen 
unverändert  lässt  oder  aber  sie  mit  einem  oder  anderen  Factor 
multiplicirt.  Hätten  wir  z.  B.  unsere  Antwort  zur  Frage  V.,  statt 
sie  mit  siu'^  zu  multipüciren ,  ungeändert  gelassen  octer  aber  sie 
durch  sin'^  oder  sin^^  u.  s.  w.  dividirt,  so  hätten  wir  statt  (12) 
andere  Gleichungen  bekommen. 

Wollen  wir  bei  unserer  jetzigen  Methode  die  Coefficienten- 
Wahl  nehmen  der  Bedingungen  (3)^  d.h.  der  Darstellbarkeit  un- 
ter Form  (1),  so  müssen  wir  oeacnten,  dass  der  zur  Antwort  auf 
die  Fra^e  V.  erhaltene  Ausdruck  die  Form  hatte: 

[xsind' + ^cos'^  +  k]  [(Asin^ +^cos&)  j:  +  (Acos^— ^sin^)  y 

+  (Ax+l)]  +  A:=0 

[:rsin<&-f^cos^  +  x]  [(A'sin^+^'cos'^)ar  +  (Ä'cos^— ^'sin-O")  y 

+  (Ä'x+l)]+A'  =  0 

sodass ,  soll  jeder  Factor  der  in  den  ersten  Termen  der  Gleichun- 
gen vorkommenden  Producte  die  Einheit  zum  Coefficienten  ihres 
mit  o:  oder  v  nicht  multiplicirten  Terms  haben,  erstens  beide 
Gleichungen  durch  x,  zweitens  die  erstere  durch  Ax-f-l,  die  zweite 
durch  A'x-fl  dividirt  werden  muss.  Idßntificiren  wir  nach  voll- 
fiihrter   Division    die*    erhaltenen    zwOlf    Coefficienten    respective 
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mit  den  Coeriicienten  AA'BB'  u.  m.  n-.  und  setzen  wir  wiederum 
zur  Abkilrzuiift  cot$(»=|K.  so  bekommen  wir  die  zwölf  Gleiciiiiiigeri: 

"^»(Ä»  H)  (^H  1)     ^  -  x(/i'x+ 1)  (^«+1) 

/>__Mz£fi.    .    B'-        ^V"-g>  _ 
"— *(Äx-f  IX^'»  l-I)         " "  x(A'x  I  l)(f«M- 1) 

u.    m.  w.,  worans  wir  bekoiiuitPii : 

und  vieiin  wir  diese  Werthe  der  vier  (irösseii  (7,  ^',  Ax-f  1,  A'x+l 
u>  die  Werthe  der  l)  und  D'  »ubstituiren,  erhalten  wir  uach  ^e- 
boriger  Rediiction 

x(Ajc+l)Vft2i  f  JcV^fiHl 

x(A'je|l)V|:i«H      "     "»l/fi«|r 
1*11  wenn  wir  die  hieraus  sich  ergebenden  Werthe 

**""  2i4V^Hi  2.4'Vfi^Hrr  " 

^iiaiider  gleichsteilen,  bekoiumeii  wir  die  erstere  der  Gleichungen 
C8),  während  die  zweite  in  ähnlicher  Weise,  nur  mit  einer  kleinen 
^endening  der  Elinünationswcise,  gefunden  werden  würde. 

Nachdem  wir  nun  die  Aufgaben  III.  und  IV. ,  und  daher  auch 
^i«>  beide  enthaltende,  Aufgaiie  I.  gelost  haben,  wollen  wir  einen 
anderen  Fall  betrachten,  worin  zwei  Kegelschnitte  auf  solche 
^Veise  zusammenhangen,  dass  zwei  ihrer  vier  Üurch^chnittspunkte 
'**<^h  unendlich  vom  (/oordinatcn- Ursprung  entfernen.  Wir  wollen 
^^^  nämlich  die  Aufgabe  stellen: 

VI.  Wie  müssen,  sollen  die  beiden  reellen  oder  imaginären 
Asymptoten  eines  Kegelschnitts  rüM)ective  den  beiden 
eines  anderen  pnrollol  laufen,  die  Coeflicienten  beider 
Kcgelschnittsgleicliiingon  zusammenhangen? 

So  wie  wir  nun  oben  die  Aufgabe  I.  in  die  allgemeinere  111.  und 
'^'^  i4ia  specielleren  IV.  getrennt  haben ,  so  kr»nnfen  wir  auch  hier 
^»Oge  .Aufgabe  VI.  in  eine  allgemeinere  und  in  verschiedt^ue 
^P^ciellere  trennen.     Wir  wollen  dieses  jedoch   unterlassen ,    du 
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wir  sogleich  die  Antwort  zur  allgemeineren  Aufgabe,  d.  h.  deu 
von  der  jedesmaligen  Coefiicienten-Wahl  unabhängigen  Coefficieii- 
tenzusammenhang  bekommen:  Denn  nennen  wir  wiederum  f*  die 
Cotaugenten  der  zwischen  Asymptote  und  Coordinaten-Axe  y=0 
begriffenen  Winkel,  so  sind  die  Asymptoten-Ilichtungen'der  bei- 
den Kegelschnitte 

respective  durch  die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung 

und  durch  diejenigen  der  Gleichung 

gegeben.  Soll  daher  den  in  der  Aufgabe  VI.  gestellten  Forde- 
rungen genCigt  werden,  so  müssen  die  beiden  Wurzeln  der  ersteren 
Gleichung  gleich  denen  der  zweiten, sein^  d.  h.  es  müssen  die  beiden 
Gleichungen  selbst  identisch  sein ;  was  nur  entweder  so  möglich 
ist,  dass  die  drei  Coefficienten  cc,  ß,  y  den  drei  CoefBcienten 
a*,  ß',  /  respective  gleich  sind,  oder  aber  so,  dass  sie  von  ihnen 
nur  durch  einen  gemeinschaftlichen  Factor  verschieden  sind.  Wir 
erhalten  daher  sogleich  zur  Antwort  auf  die  Aufgabe  VI. 


ß-y-'"'   ßf-^ßy 

Wir  wollen  jetzt  einen  dritten  Fall  betrachten,  worin  den  Forde- 
rungen der  primitiven  Aufgabe  genügt  wird:  Stellen  wir  uns  also 
die  Aufgabe: 

VII.  Wie  müssen  die  Coefficienten  zweier  Kegelschnittsglei- 
chungen beschaffen  sein,  damit  einer  beider  Kegelschnitte 
sich  zu  einer  Geraden  reducire,  und  daher  von  den  vier 
in  endlicher  Entfernung  vom  Coordinaten-Ursprung  liegen- 
den  reellen  oder  imaginären  Durchschnittspunkten  der  zwei 
Kegelschnitte  nur  zwei  übrig  bleiben,  nämlich  diejenigen 
der  Geraden  mit  dem  sich  nicht  zu  einer  Geraden  reducl- 
renden  Kegelschnitt? 

Wir  bekommen  sogleich  zur  Antwort,  dass  das  System  der  zwei 
Kegelschnitte 

Aac^-i-By^+Cxy-i-Dx  +  Ey  +  F^zO 
Ä'x^  +  BY  +  C'xy + D'x + £':y +F'=0 

obigen  Forderungen  genügt,  wenn  entweder  die  drei  Gleichungen 
il=0  B=:0  C=0  zugleich  stattfinden,  oder  aber  die  drei  anderen 
il'=0  Ä'=0  C=0.  Und  es  ist  diese  Antwortsform  einigermas- 
•en  von  der  Coefficienten -Wahl  unabhängig,  da  sie  die  Antwort 
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Dicht  Dur  bei  derjeDigen  Coefficienten-Wahi  darstellt,  wo  .die  Coef- 
ficienten  F  and  F'  respective  als  Einheiten  angenommen  werden 
und  die  zwölf Coefficienten  sich  daher  auf  zehn  reduciren,  sondern 
auch  bei  derjenigen,  wo  £=1  E'=zl  gesetzt  wird,  so  wie  auch 
bei  der  dritten,  wo  Z>=1  £y  =  i.  Bei  den  drei  anderen  Coeffi- 
cienten-Wahlen  dagegen 

A=l    B==l    C=i 
A'  =  i    Ä'=l    0'==1 

muss  die  erhditene  Antwortsforni  durch  diese  ersetzt  werden, 
dass  die  zur  Aufgabe  VII.  erforderliche  CoefBcienten- Beschaffen- 
heit entweder  aus  dem  Zusammenbestehen  der  drei  <jrleichungen 
/>=»  E=zCO  F=QO,  oder  aber  aus  dem  der  drei  Gleichungen 
ly^zicD  £'=00  F'=oo  besteht.  Bei  allen  GoefBcienten - WahieD 
endlich,  wo  die  zwölf  Coefficienten ,  ohne  dass  sie  sich  auf  zehn 
reducirten,  irgend  zweien  Bedingungen,  z.  B.  den  Bedingungen 
(3)  unterworfen  werden,  kann  man  entweder  die  eine  oder  die  an- 
dere Antwortsform  nehmen.  £ine  dagegen  von  der  Coefficienten- 
Wahl  ganz  unabhängige  Antwortsform  zur  Aufgabe  VII.  wäre  dds 
Zusammenbestehen  entweder  der  drei  Bedingungen 


d|=o  g|=o  6=0     (^^ 


oder  der  drei  anderen 


a'  ß'  r' 

^=0    :f75w=0    :^.Tr=0.  (15) 


Es  ist  jetzt  zu  untersuchen,  ob  ausser  diesen  drei  Fällen  der 
Aufgaben  l.,  VI.,  VII.  noch  andere  möglich  sind,  in  welchen  den 
Forderungen  der  primitiven  Aufgabe: 

VIIl.  Wann  werden  zwei  Kegelschnitte  scheinbar  nur  zwei  reelle 
oder  imaginäre  Durchschnittspunkte  besitzen,  weil  die  zwei 
anderen  unendlich  weit  gerückt  sind? 

genügt  wird.  Dass  keine  solchen  Fälle  mehr  vorhanden  sind,  er- 
gibt sich  aus  folgender  Betrachtung :  Es  waren  in  der  Form  VIII. 
der  primitiven  Frage  beide  Kegelschnitte  als  unbestimmt  und 
veränderlich  angenommen;  da  es  jedoch  hier  nur  auf  den  Zusam* 
meuhang  zwischen  den  Kegelschnitten  ankommt,  so  können  wir 
auch  einen  beider  Kegelschnitte  als  constant  und  bestimmt  an- 
sehen und  uns  die  Frage  unter  folgender  Form  vorlegen: 

IX.  Es  sei  ein  gewisser  bestimmter  Kegelschnitt 

Aa>^  +  By^  +  Cxy  +  /)a?  +  iEy +F=0 

mit  bestimmten  und  constant  bleibenden  Coefficienten  und 
daher  auch  mit  bestimmten  und  unveränderlichen  Asymp- 
toten kn  und  Im,    Es  sei  überdiess  ein  zweiter,  den  er- 
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fiteren  in  den  vier  Punkten  p  g  r  s  durchschneidender 
Kegelschnitt 

A'x^  +  Ry^  +  Cxy  \D'x\  E'y  +  F'  =0, 

dessen  Coeflicienten  man  jeden  beliebiscen  Werth  zuer- 
kennen darf,  sodass  dessen  Form  und  Asymptoten  tw  und 
UV  veränderlich  seien:  Wie  müssen  alsdann  dieCoei'ficien- 
ten  A'B*CD'E*F^  sich  ändern,  damit  zwei  der  vier  Durch- 
schnittspunkte p  q  T  s  unendlich  vi'eit  rücken? 

Es  kann  nun  den  Forderungen  IX.  nur  auf  diese  Weise  ge- 
nügt werden^  dass  die  beiden  unendlich  vreit  rückenden  Punkte 
sich  nach  den  Spitzen  der  Asymptoten  kn  und  Im  begeben. 
Denn  es  hat  der  unveränderliche  Kegelschnitt  keine  anderen  un- 
endlich entfernten  Punkte  als  eben  diese  Spitzen;  und  doch  sollen 
die  beiden  unendlich  weit  rückenden  Punkte  stets  Durchschnitts« 
punkte  bleilien ,  d.  h.  sich  nicht  vom  unveränderlichen  Kegelschnitt 
entfernen.  Es  ist  also  die  Bedingung  der  Fra^e  IX.  nur  auf  fol- 
gende Weisen  möglich:  Entweder  so,  dass  die  Punkte  p  und  q 
sich  beide  zur  Spitze  der  Asymptote  kn^  oder  aber  so,  dass  sie 
sich  beide  zur  Spitze  der  Im  begeben ,  oder  überhaupt  so,  dass 
das  Punktenpaar  pr  oder  das  Paar  ps  oder  qr  oder  qs  oder  rs 
eich  zur  Spitze  der  kn  oder  sich  zur  Spitze  der  Im  begebe.  Ueber- 
diess  wird  die  genannte  Bedingung  noch  erfüllt »  wenn  der  Punkt 
p  sich  zur  Spitze  der  kn^  und  zugleich  der  Punkt  q  sich  zur 
Spitze  der  Im,  oder  aber  wenn  umgel^hrt  p  sich  nach  Im  und 
q  sich  nach  kn  begiebt»  oder  wenn  übernaupt  von  den  6  Punkten- 
Paaren  pq,  pr^  ps,  qr,  qs,  rs  der  eine  Punkt  sich  zur  Spitze  der 
kn,  der  andere  sich  zu  der  der  Im  begiebt.  Es  vereinigen  sich 
nun  alle  erstgenannten  Fälle  zu  der  Bedingung,  dass  zwei  der 
vier  Durehschnittspunkte  sich  beide  nach  der  Spitze  einer  der 
beiden  Asymptoten  des  constant  bleibenden  Kegelschnitts  hege- 
ben, alle  letztgenannten  Fälle  zu  der  Bedingung,  dass  einer  der 
Tier  Durchschnittspunkte  sich  zu  der  Spitze  einer  dieser  Asym- 
ptoten und  zugleich  ein  anderer  der  vier  sich  zur  Spitze  der  anderen 
Asymptote  begiebt.  Es  sind  nun  diese  beiden  Bedingungen  im 
Allgemeinen  respective  diejenigen  der  Aufgaben  L  und  VI.  Denn 
es  wird  die  zweite  unserer  Bedingungen  im  Allgemeinen  auf  diese 
Weise  erfüllt,  dass  der  veränderliche  Kegelschnitt  so  lange  sich 
umdrehe  und  seine  Form  ändere,  bis  seine  Asyniptoten-Rich tu ngen 
xespective  diejenigen  der  beiden  Asymptoten  kn  und  Im  gewor- 
den sind;  während  die  erstere  Bedingung  im  Allgemeinen  auf 
didse  Weise  erfüllt  wird,  dass  der  veränderliche  Kegelschnitt, 
ohne  gerade  seine  Form  abzuändern  zu  brauchen,  so  lange  sei- 
nen Ort  wechsele,  bis  eine  seiner  Asymptoten  eine  der  Asym- 
ptoten kn  oaer  Im  decke.  Es  können  aber  beide  Bedingungen 
auch  noch  auf  andere  Weise  erfüllt  werden,  wenn  nämlich  die 
vier  Asymptoten  kn.  Im,  tw,  uv  vier  verschiedene  Geraden  dar- 
stelleD^  ein  gewisser  Theil  aber  des  veränderlichen  Kegelschnitts 
«ich  zn  einer  fünften,  vob  allen  vorigen  verscl^iedenen ,  Geraden 
ausdehnt;  in  welchem  Fall  die  beiden  unendlich  weit  rückenden 
Punkte  sich  zwar  immer  noch  auf  dem  veränderlichen  Kegelschnitt, 
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■i^t  9hm  tmi  dieser  (unfteD  Geradeo  befiodao,  weil  vie  Mowi 
■leht  in  den  Spitzen  der  Un  ond  Im  frfirdeD  liegen  kSone»;  und 
es  findet  ni  diesem  FaHe  die  Bedingang  (15)  statt. 

Die  in  der  Frage  IX.  gesuchte  Aeodening  des  Kegelsebnitli 

ist  also  nur  auf  diese  Wei^e  möglich«  dass  entweder  die  Bedin- 
gungen (11)  oder  (13;  oder  (15)  erfüllt  Herden.  8oll  es  aber  erlaubt 
sein,  die  primitive  Aufgabe  VIII.  nnter  der  Form  IX.  sich  vor« 
anlegen,  so  laotcs  man  der  Aufgabe  IX.  noch  die  Supplement- 
Aufgabe  hinzufügen: 

X.  Es  sei  ein  Terlnderticher  KegeL^chnitt 

mit  Teräadeffficben  Asymptoten  kn  und  im,   und  ein 
stanter  fceselschnitt 

mit  den  consinntc«  Asymptoten  iw  nsd  m».  Wefehe 
dernng    der   AßCDEF   giebt   dem  Systeme  die  in  der 
Frage  VIIL  gcb^nckte  Eigencdiafr  ? 


Cud  es  besidbt  akdann  die  Antwort  jiuf  die  Fnge  ViflL 

i«i^ec6veii  Aatwortou   da-  IX.  nnd  X.  nuBauimen.    INe  v< 
fernen  FäUe  «n,    in  weicken  der  Aufgalie  X«  genfigt  wiid,   rer- 
cimgeD    sich    elienfiili    n  drei  Gns^es;    deren  hunde  erbtew 

itesp.  ditfj«;iHigen  snd  der  Aufgaben  Vi.  und  L,  d.  b.  der  Bedm- 
^nogen  (l-S)  vnd  (II),  and  dal«  den  AjufsabeD  OL  and  X.  genwan- 
ncteftikii  ond:  wüfcRsnd  dje  dritte  Grwpe  dimoigcsn  Fitte 
«mdEas^,  in  wckfcen  der  in  der  Ad^galbe  X.  v«iäMndBdbe  Ee^d- 
ndnfitt  fikb  nnendfab  vergresnert,  d.  b.  wenn  die 
(14)  «tattfinden. 


l>a  «Ins  annner  den  FäUea  der  drd  Autg^teu  L»  %1  ^  ¥■. 
keine  anderen  rnrinnden  coBd,  in  wckdkeu  der  Aufgabe  ¥HL  ^n- 
Bucrt  wird,  #«»  licfcttmmeB  wir  i»ogleidi  als  den  ipenncdifeen  nur  As^ 
gatie%^lli.  erforderÜcben  Cn0fikaeuteD-2Wuiamnienba[i£,  dass  «s  dkv- 
jeiiige  i«;!«  bei  «^^kfrem  ii^nd  eines  der  rier  Gleicnnin^s-Synteiiin 

ai)  '        c»>  (14)  (15) 

stattfindet.  I:^  ncitä  diess  jedocb  voraus,  dass  i&nine  der  dn 
Aufgaben  l.<  ^X.,  Vfl.  eine  ft»}iei:iaiistrmig  einer  der  beiden  andeson 
«ei .  da  man  atsdanu  «iob  mit  den  Antwurten  nv  demeni|seo  hei^ 
defi  Ai^^i^^C'  b^^nCiseii  krurnt«.,  «i-elche  dit;  dritte  ab  spacietteit 
Fall  in  nititi  enthieÜen-  Cnd  wtrkbcb  würde  mau  uberBfiehtiob 
meinen,  es  *i*ii  die  Antgabe  VII.  etn  ^»ecieller  Fall  der  1.«  deun 
es   wefde    d«r  jM%«be  1.   in  den  bnideii  Fälieii  der  VII.  pnn%t. 
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weil  die  Antwortsgleichung  (9)  der  Aufgabe  1.  soivohi  durch  die 
Bedingungen  (14)  als  auch  durch  (15)  zu  0=0  reducirt  wird.  Eb 
ist  aber  zu  beachten,    dass«  der  Gleichung  (9)»    soll  sie  die  voU- 

stfindige  sein,  noch  ein  Factor  — r  oder  g^     zukommen    muss, 

weil  sie  vor  ihrer  Rationalmachung  das  Einandergleichsein  der 
beiden  Werthe  (10)  des  ft  bedeutete.  Es  wird  nun  der  erstere 
dieser  beiden  Werthe 

durch  die  Annahme  a=0,  ß=zO,   y— 0  zur  Form  q  reducirt,  und 

wt  —  im  Fall  man  die  Gerade  nur  als  Gerade  betrachtet,  d.h.  im 
Fall  man  die  Coefficienten  a,  ß,  y  nicht  näher  bestimmt,  als  dass  sie 
=  0  sein  sollen  —  gärizlirh  unbestimmt;  wenn  man  dagegen  die 
Gerade  als'  unendlich  grossen  Kegelschnitt  betrachtet,  so  driickt 
unsere  Formel  die  beiden  Asymptoten-Richtungen  aus i  welche  dem 
Kegelschnitt  vor  seiner  Vergrösserung  zukamen  und  auch  noch 
nach  vollfuhrter  Vergrösserung  zukommen.  (Nicht  zu  verwech- 
seln mit  der  Richtung  der  Geraden  selbst,  welche,  da  jede 
Gerade  als  ihre  eigene  Asymptote  betrachtet  werden  kann,  in 
gewisser  Hinsicht  eine  dritte  Asymptote  der  Figur  ist).  ^  Jeden- 
falls aber  ist  kein  Grund  vorhanden,  weshalb  durch  die  Bedin- 
gungen (14),  der  erstere  dieser  beiden  Werthe  (10)  des  ft  dem 
anderen,  nur  von  «',  j3',  /  abhängenden  und  daher  von  den  Be- 
dingungen (14)  keinen  Einfluss  empfindenden  Wetth  desselben 
gleich  werden  sollte;  woraus  sich  ergibt,  dass  die  Aufgabe  VII. 
keine  Specialisirung  der  I.  ist.  Andererseits  aber  sollte  man  mei- 
nen, es  sei  die  Aufgabe  I.,  d.  h.  dass  zwei  Kegelschnitte  ein- 
ander in  unendlicher  Entfernung  vom  Coordinaten-Ürsprung  berüh- 
ren sollen,  ein  specieller  Fall  der  Aufgabe  VII.,  wo  die  Kegel- 
schnitte einander  zweimal  in  unendlicher  Entfernung  durchschneiden 
sollen.,  ebenso  wie  überhaupt  das  Sich-Berühren  zweier  Kegel- 
schnitte ein  specieller  Fall  ist  des  allgemeineren,  wo  sie  sich 
durchschneiden.  Denken  wir  uns  jedoch,  dass  in  der  Aufgabe 
VlIL,  z.  B.  in  der  Aufgabe  IX.,  schon  einer  der  vier  Durch- 
schnitspunkte,  z.  B.  der  Punkt  p,  unendlich  weit  gerückt  wäre, 
und  zwar  nach  der  Spitze  der  Asymptote  An,  sodass  nur  noch 
der  Punkt  q  unendlich  weit  rücken  sollte:  es  hat  alsdann  dieser 
Punkt  AT,  um  in*s  Unendliche  zu  gelangen,  die  Wahl  zwischen 
zwei  Wegen ,  dennenigeh  der  Asymptote  kn  und  demjenigen  der 
/m:  im  ersteren  Fall  wird  der  Aufgabe  1.  genügt,  .im  letzteren 
Fall  der  Aufgabe  VI.:  es  hat  nun  eben  so  viele  Wahrscheinlichkeit 
fSr  sich,  dass  der  Punkt  q  die  erstere,  als  dass  er  die  zweite 
Bahn  wählen  wird;  und  es  ist  keineswegs  die  eine  W^abl,  d^  h. 
die  eine  Aufgabe,  ein  specieller  Fall  der  anderen.  Weit  entfernt 
also,  dass  die  Aufgabe  I.  ein  specieller  Fall  der  VI.  wäre,  wird 
im  Gegentheil,  sobatd  der  Aufgabe  I.  genügt  wird,  der  VL  im 
Allgemeinen  nicht  genügt:  denn  es  sei  z.  B.  die  Bedingung  I.  auf 
diese  Weise  erfüllt,  dass  die  Asymptoten  kn  und  iw  einander 
decken,  so  ist  die  relative  Lage"  der  Im  und  ?n?  zu  einander 
unbestimmt  gelassen,    und  es  sind  daher  die  Im  und  ur  einander 
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im  Allgemeinen  nicht  parallel;  während  dagegen  die  Frage  VI. 
forderte«  dass  nicht  nur  die  kn  der  twy  sondern  auch  die  Im  der 
UV  parallel  wäre. 

Da  also  die  primitive  Aufgabe  VIII.  aus  den  drei  Aufgaben 
I.,  VI.,  VII.  zusammengesetzt  ist,  so  ist  die  Antwort  zur  Auf- 
gabe VIII.  auf  zweierlei  Weise  zu  bekommen :  entweder  unmittel- 
bar, ohne  dass  wir  die  VIll.  in  die  drei  partiellen  Aufgaben  tren- 
nen; oder  aber  so,  dass  wir  die  zu  den  drei  partiellen  Aufgaben 
I.,  VI.,  VII.  erhaltenen  vier  Antworten  (II),  (13),  (14),  (15) 
zusammenfugen.  Die  letztere  W^ise  wäre  sehr  leicht,  wenn  jede 
dieser  vier  Antworten  nur  aus  einer  einzigen  Gleichung  bestände, 
da  man  alsdann  die  vier  Gleichungen  nur  mit  einander  zu  multi- 
pliciren  brauchte,  um  die  verlangte  Antwortsgleichuug  zur  primiti- 
ven Aufgabe  zu  bekommen.  Die  gegenseitige  Multiplication  jedoch 
der  zwei  Gleichungen  der  Antwort  (11)  mit  den  beiden  der  Ant- 
wort (13)  wurde  uns  Mehreres  als  die  Summe  der  Antworten  (11) 
und  (13)  liefern;  (vozu  noch  kommt,  dass  jede  der  Antworten 
(14)  und  (15)  aus  einem  System  dreier  Gleichungen  besteht ^  so-; 
dass  es  durch .  unmittelbare  Multiplication  unmöglich  ist,  ein  den 
Complex  der  vier  Gleichungs  -  Systeme  (11),  (13),  (14),  (t5)  aus- 
drücKendes  Gleichungs- System  zu  finden.  Wir  wollen  uns  daher 
lieber  der  anderen  Auflüsungsweise  der  Aufgabe  VIII.  bedienen 
und  auf  folgende  Weise  argunientiren : 

Wir  wollen  diejenige  Coefficienten-Wahl  nehmen,  wo  C=l, 
C=  1 ,  und  daher  anfangen  mit  der  Auflösung  einer  speciellen 
Aufgabe,  die  zur  VIII.  'steht,  wie  die  IV.  zur  III.  Dass  nun 
zwei  der  vier  Durchschnittspunkte  der  Kegelschnitte 

^.T«+  ßy^  +  xif  -i-  Da:  +  Ey  -i-  F=zO  y 

A':e^  +  BY  +  a:y  +  D'a:  +  E'y-i-  F':;=:0 

unendlich  vom  Coordinaten-Ursprung  entfernt  seien,  erheischt  im 
Allgemeinen,  dass  zwei  der  vier  Ordinaten  der  Dnrchschnifts- 
punkte  unendlich  grosse  Werthe  besitzen,  d.  h.  däss  die  durch 
FJinunation  von  x  aus  den  gegebenen  beiden  Gleichungen  sich 
ergebende  Gleichung  vierten  Grades  f^(y)=.0  zwei  unendlich  grosse 
Wurzeln  besitze  und  sich  daher  auf  eine  Gleichung  zweiten  Grades 
F^(y)z=0  reducire.  Es  ist  nun  die  genannte  Gleichung /4(^)  =  0 
folgende:    .  ' 

>A~ 


-  (y +D')  dh  V  (.v-^^')'-4^'(^'yH£'y  -|-  FQ . 

—  X—  -  2^,- 


<\.  h.  das  =0  Sein   eines  Productes  von  vier  Fnnctionen,    deren 
drei  letzteren  von  .der  ersten  , 
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nur  durch  die  Zeichen  der  beiden  Radicale  verschieden  sind. 
Entwickeln  wir,  so  bekommen  wir  nach  gehöriger  Redaction, 
dass  die  Function 

[A'—A—2(A'B—AB0  ]  »'+ 

....  +  [2A<D-A(D+D')-'2A(A'E—AE'y]y+... 
....H-  [D(A'D-AD')—2A(A' F—AF')} 

in's  Quadrat  erhoben,  gleich  sei  dem  Producte 

....  X  [(l-4.1B)yH  ('2D^iAE)^+(D^'-^AF)] . 

Es  hat  also  unsere  Gleichung' /4(^)=0,  wenn  wir  sur  Abkffr- 
zung  die  mit  y^,  mit  y^  und  mit  y^  nmitiplicirten  Tennen  respec- 
tive  durch  die  Buchstaben  a,  b,  c,  i2,  e,  f^  g,  h,  k  andeuten, 
die  Form 

und  wird  daher  durch  Entwickelung  die  Form  annehmen 

a«+2a6  +  6*  +  2ac  +  26c+c* 
=  d^ +dÄ  +  dA  +  e^r +.6A  +  6Ä: +/ä7 +/» +/5ß^  • 

Es  druckt  nun  die  Gleichung  a^=dg  die  Bedingung  aus,  das«  die 
GoeflQcienten  der  mit  y^  muitiplicirten  Termen  emander  aufbebent 
d.  h.  dass  die  Gleichung  f^{y)=^0  sich  zu  einer  F(y)=0  redodre» 

d.  h.  dass  eine  der  vier  Durchschnittpunkts- Ordinalen  anendlicfc 
gross  sei.  In  ähnlicher  Weise  drOckt  das  System  der  beiden 
Gleichungen 

ö«=rfgr,  2abr=.dh'{-eg 

m 

die  Bedingung  aus,  dass  unsere  Gleichung  /4(y)=0  eine  FXjfy=0 

werde,  d.  h.  dass  zwei  der  vier  Durchschnitts-Ordinaten  unend- 
lich gross  seien 4  d.  h.  den  gesuchten  bei  unserer  jetzigen  Auf- 
gabe erforderlichen  CoefBcienten-Zu^ammenhang.  Es  ist  nun  die 
Gleichung  a^zizdg  die  folgende: 

(1.  h.  nach  Enlwickeliin«;: 

(/!'-  A)  (B'—B)  -f  (AB^AB')*=iO. 
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Me  Gleichung 

da^«ff»D  lieiert  rni«  nach  Entuickelun^  da8  =:OiSein  eine  Summe 
ron  34  Tennen,  deren  sie  jedoch  13  verliert,  weil  durch  die 
Identität 

=  [(A'  -  J)2x^2  W]  +  mA'-A)  (A'D'-AD')] 

sechs  Termen  des  ersten  Gliedes  durch  sieben  des  anderen  Glie- 
des anfeehoben  werden.  Die  einundzwanzig  übrigen  Termen  lie- 
fern  nacn  gehöriger  Reduction  die  Gleichung 

iA'-^A)(E'-E)-i-(A'-'A)(B'Ü-'JJD')  +  (B'— fi)  (A'D-^ADO 

f  ^liA'B-^AB')  ( J'/J-^^O =0 . 

Um  nun  von  diesen  bei  unserer  jetzigen  Coeflicienten  -  Wahl 
*tatt6ndenden  Gleichungen  zur  Antwort  der  allgemeineren  Auf- 
R^be  VIII.  zu  gelangen  >  wo  von  koiner  bestimmten  Coeilicienten- 
^▼ahl  die  Rede  ist,  niflssen  wir  «tatf  AA'BH'  etc.  respective 

a       a'       ß       ß' 

^.^    —,       "^  >       /   etc 

Y       7        y       V 

^Mbstituiren,  uodurch  wir  als  die  8:e8uchte  Antwort  auf  die  Auf- 
S^be  VIII.  das  System  der  zwei  Gleichungen 

(9)  {a^y-^ay')  (ß'r-ßy)  +  (^'ß-^ßr  =  0, 

+  2(a'/3-aj30  (o'f— «£0=0 


rammen  9  deren  erstere  wir  schon  Irfther  als  eine  der  Antwort«- 
Sieichungen  der  Aufgabe  i.  bekommen  haben. 

Es  ist  aber  das  System  dieser  beiden  Gleichuugen  noch  kei- 
^^eswegs  die  vollständige  Lösung  der  Aufgabe  VIll  ,  sondern  nur 
^ifte  particulftre,  d.h.  ein  nur  denjenigen  Kegelschnitts- Paaren 
*Bukonimender  Coefficienten- Zusammenhang,  welche,  ausser  der 
R^ihgten  Eisenschaft»  dass  zwei  ihrer  vier  Durchschnittspunkte 
^ch  anendllcD  entfernen  sollen,  noch  a^ewisse  andere  Fiigenschaf- 
ten  besitzen.  Es  war  nMudich  die  erhaltene  Antwort  eigentlich 
*'5«]enige  der  folgenden  von  der  VI  11.   verschiedenen  Aufgabe: 

'  XL  Welcher  Coefticienten-Zusannnenhang  wird  erfordert,   da- 

mit   zwei   der    vier   Durrhsrhnittpunkts-Ordinatcn  zweier 
Kegelschnitte  unendlich   gross  seienV 

Von  den  der  Auftrabe  1.  genügenden  Kegrlschnitts- Paaren  ge- 
^^f^^wi  nun  der  Aufgabe  XI.  keineswegs  di«»j<M»iü:(*n,  welche  die 
^■^^       y--A)  oder   eine    ihr  ])arallele  und  endlicii  von  ihr  entfernte 
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(A-'A')yi-\(AD'-A'D) 
+A'>r(y-i-D)^AATB!^H£!^+F)^A\r(y-\-iy)^-^A\Br    ' 

nur   durch    die   Zeichen    der  heiden    Radicale   veir 

Entwickeln    wir,    so   bekommen    wir    nach  gehu* 

dass  die  Function  < 

[A'-^A-^^iA'B—A»)]  y*+ 

....  +  [•>^'/>-^(Z>+Ä')-2J(/  ^ei 

....1+  [DlA'D''Aiyy-2A(A 

der 
uiH  Quadrat  erhoben,  gleich  sei  denr  die 

•tive 

[(A'^A)^yH^(A'^A)  (AfB-^/  üm- 

....X[(l-^.4Ä)^+(iJfl 


aüer  m 


Es  hat  also  unsere  Glei  .  /„»^ ^yy^  (ß'p.^ß^ 

zuog  die  mit  «•,  mit  yV  n»  '^  («  r    «T  ^  (p-^-P«-; 

tive  durch  die  Buchstabe  i^'^')=0 

.  Antwort  der  Aufgabe  VIH.  durch 
(a4-^  ..itworten  der  XI.  und  der  XII.  ausge- 

j»vstem  zweier  Gleichungen,  deren  erstere 
und  wird  daher  d-        ^  das  Product  der  (16)  und  (17)  ist. 

rhotiCf  ^vo  wir  die  primitive  Aufgabe  VIII.  nicht 

,  Kfin  I.,VL,  VH.  getrennt  haben,     hat  dennoch 

r      *>V  der  VIU.  in  die  XL  und  XII.  stattgefunden. 

■*/^!Ji'De  Trennung  der  VIII.  vornehmen   wollen,    so 

1?    '     •"/ ^'^Äilifcnde  Weise  argumentiren  müssen:  Es  war  in 

r    ffi  *  '   *"  i/"^'/!!'  S^^^^o^'  ^*^*  *^®'  der  vier  Durchschnittspuukte 

d.  '     y  *  «ar*  +  i3!/*  +  y:ry  +  fe+fy+f=0. 


^^^baft  besässen,  dass  ihre  Entfernung  r=:V^a:^-f-«*  vom 

jt^i^l^n- Ursprung   d^n  Werth  oo  hätte,     d.  h.  dass  sie  sich 

i'^^'jffo  auf  dem.  nnendhchen  grossen  Kreise  x^-\-y^'=^<x>  befön- 

l^'^li^ir  können  uns  also  unsere  Frage  in  folgender  Form  vor- 


«r^ 


2IIL  Welcher    Coefficienten -Zusammenhang   wird    gefordert, 
damit  die  drei  Curven 
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Gerade  y==  6  zur  gemeinschaftlichen  Asymptote  haben,  sondern 
nur  diejenigen,  deren  gemeinschaftliche  Asymptote  entweder  der 
Alte  y=0  nicht  parallel  ist,  oder,  wie  die  Parabel  y^z=:px ,  ihr 
parallel  ist,  sondern  unendlich  von  ihr  entfernt.  So  auch  sind 
unter  den  der  Aufgabe  VI.  genügenden  Kegelschnitts-Paaren  einige, 
welche  der  Aufgabe  XI.  nicht  genügen.  Will  man  daher  alle  die 
der  Aufgabe  VIII.  genügenden  Kegelschnitts-Paare  bekommen,  so 
raüss  man  der  Frage  XI.  noch  folgende  Supplement-Frage  hinzu- 
fügen : 

XII.  Bei  welchem  CoefBcienten  -  Zusammenhang  werden   zwei 
der  vier  Durchschnitts- Abscissen  unendlich  gross? 

Zur  Beantwortung  der  Aufgabe  XII.  brauchen  wir  bloss  in  der 
zur  Beantwortung  der  XI.  stattgefundenen  Argumentation  die 
Coefficienten  A,  B,  Z>,  E,  A\^B',  />',  E'  überall  respective 
durch  B»  A,  E,  Dy  B\  A',  E\  !>  zu  ersetzen,  welcher  Um- 
tausch die  Gleichung  (9)  unverändert  lässt,  die  (16)  aber  in 
folgende 

(17)      (ß'r-mCyÄ'-y'cJ)  +  (|3V-15/)  («'«-«eO  +  («'y-«yO  iß'^-ß^") 

+ 2  (ccß'—a'ß)  iß'd—ßd')  =  0 

abändert.  Und  es  wird  nun  die  Antwort  der  Aufgabe  Vlll.  durch 
die  Zusammenfugung  der  Antworten  der  XL  uqd  der  XII.  ausge- 
drückt, d.  h:  durchwein  System  zweier  Gleichungen,  deren  erstere 
die  (9),  die  zweite  aber  das  Product  der  (16)  und  (17)  ist. 

Bei  dieser  Methode,  wo  wir  die  primitive  Aufgabe  VIII.  nicht 
in  die  drei  partiellen  I.,  VI.,  Vll.  getrennt  haben,  hat  dennoch 
eine  neue  Trennung  der  VIII.  in  die  XI.  und  XII.  stattgefunden. 
Hätten  wir  gar  keine  Trennung  der  VIII.  vornehmen  wollen,  so 
hätten  wir  auf  folgende  Weise  argumentiren  müssen:  Es  war  in 
der  Aufgabe  VIII.  gefragt,  dass  zwei  der  vier  Durchschnittspunkte 
der  Kegelschnitte 

€ca:^  +  ßy^  +  Y^y  +  ^^+^y  +  ^=^y 


die  Eigenschaft  besassen,  dass  ihre  Entfernung  r=V"a:^-fy*  vom 
Coordinaten -  Ursprung  den  Werth  oo  hätte,  d.  h.  dass  sie  sich 
irgendwo  auf  dem.  unendlichen  grossen  Kreise  a:^-f'^^=^  befan- 
den. Wir  können  uns  also  unsere  Frage  in  folgender  Form  vor- 
legen. 

XIII.  Welcher    Coefficienten -Zusammenhang    wird    gefordert, 
damit  die  drei  Curven 

^^  +  ßy^+Y^y-\-Sx+€y+t-0, 

a;*  +  y*  =  36 
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einander    in    zwei    Punkten    gemeinschaftlich     durch- 
schneiden ? 

Zur  Beantwortung  dieser  Frage  bringen  wir  die  drei  Curven 
auf  die  Form  , 

r*(acos*g>  +  ßsiü^q>  -(-  ysingocosgo)  +  r  (dcas^  +  esing?)  +  f = 0 , 

r'(a'cos*g>+j8'sin*gp+y'sin9>cosg))  +r(d'cosg)+£'sing))  +  f=  0, 

r=oo, 

eliminiren  aus  den  beiden  ersteren  die  Coordinate  q>,  und  suchen 
alsdann  die  Bedingung,  dass  die  resultirende  Gleichung  f^(r)^=0 
eine  F^(r)=^0  werde;  d.  h.  sich  vom  vierten  Grad  auf  den  zwei* 
ten  Grad  reducire.  Bei  der  vorigen  Methode  hatten  wir  uns  das 
Unendliche  als  ein  unendlich  grosses  Quadrat  vorgestellt,  welches, 
da  es  zwei  Paare  gegenüberstehende  Seiten  hatte,  eine  Trennung 
der  primitiven  Aufgabe  in  zwei  andere  verursachte,  w^ährend  bei 
gegenwärtiger  Methode,  wo  das  Unendliche  als  ein  unendlich  gros- 
ser, keine  gegenüberstehenden  Seiten  habender  Kreis,  gedacht 
wird,  keine  solche  Trennung  nothig  ist. 


A  n  III  e  r  k  11  a  g. 
Wenn  auch  obige  Abhandlung  im  Aasdruck  noch  einige  andeat«che 
Wendungen  enthält,  die  man  einem  Ausländer  gewiss  gern  verzeihen 
wird,  si>  ist  die  Sprache  doch  im  Ganzen  so  deutlich  nnd  leicht  verstand- 
lich,  dass  ich  mir,  ohne  den  Eindruck  der  ganzen  Darstellung  za  ver- 
wischen, wesentliche  Aenderungen  vorzunehmen  nicht  erlauben  zu  müs- 
sen glaubte  and  auch  nicht  erlauben  durfte.  Ich  danke  Tielmehr  dem 
geehrten  Herrn  Vf.,  dass  er  die  Abhandlung  in  deutscher  Sprache  ver- 
fasst  hat  G. 


zu 


Heber  einige  geometriscbe  Sätze  nnd 
4ie   Reehnnnip   mit   den    imai^näreii 

Clrösseii. 


Von  dem 

Herrn  Doctor  Zech 

zn  Stattgart. 


I. 

Aufgabe.  Durch  zwei  gegebene  Punkte  einen  Kreis 
zu  ziehen,  der  eiAen  anderen  gegebenen  Kreis  in  den 
Endpunkten  desselben  Durehmessers  des  i«tzteren 
Kreises  schneidet. 

Auflüsunsr.  Die  beiden  gegebenen  Punkte  seien  A  und  B 
(Taf.  VIII.  Fig.  6.),  der  Mittnlpimlrf  «des  gegebenen  Kreises  sei  C; 
man  ziehe  die  Gerade  AC  und  senkrecht  darauf  den  Halbmesser 
CDy  beschreibe  sofort  aus  dem  Mittelpunkte  C  mit  dem  Halb- 
messer CA  einen  Kreis  und  schneide  in  diesem  die  Sehne 
AEzzlAD  ab ;  endlich  fölleman  von  £  eine  Senkrechte  auf^C,  welche 
gehörig  verlängert  die  auf  AB  im  Halbirungspunkte  errichtete 
Senkrechte  im  Punkte  F  schneide:  dann  ist  der  aus  F  mit  dem 
Halbmesser  FA  beschriebene  Kfeis  der  gesuchte. 

Beweis.  Der  gefundene  Kreis  geht  durchs  und,  weil  sein 
Mittelpunkt  auf  der  2Mi  AB  im  Halbirungspunkte  errichteten  Senk- 
rechten liegt,  auch  durch  B.  Es  ist  also  nur  noch  zu  beweisen, 
dass  derselbe  den  gegebenen  Kreis  auf  die  verlangte  Weise  schnei- 
det. Letzteres  ist,  wie  man  leicht  sieht,  dann  und  nur  dann  der 
FaU>  wenn  der  Halbmesser  des  gefundenen  Kreises  gleich  ist  der 
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Hypotenuse  eines  rechtwinkligen  Dreiecks »  dessen  eine  Katbete 
der  Halbmesser  des  gegebenen  Kreises  (und  dessen  andere  Ka- 
thete die  Entfernung  der  Mittelpunkte  beider  Kreise  ist;  d.  h. 
wenn 

FA=CD+FC, 

Nun  ist  aber,  wenn  man  den  Durchschnittspunkt  der  Geraden  EF 
und  AC  durch  G  bezeichnet,   nach  der  Construction 


2ACxAG  =  AE=:ADz=AC+  CD, 


also 


oder  weil 


ACx{^AG-'AÜ)  =  CD 


AC=AG+GC: 


und 


'2AG'-AC=AG-^(AC-AG)::^AG-GC: 

AG-GC=CD]    ÄS=cb\GC. 

Ferner  ist  in  dem  bei  G  rechtwinkligen  Dreieck  FGA 

FA  =  AG+GF, 

also  nach  der  letzten  Gleichung 

Ta^^cS^gc^gfI 

oder»  weil  FGC  ein  bei  G  rechtwinkliges  Dreieck  ist, 

FA==:CD+F(Ci\.  e.  d. 

Die  Auflüsuns  ist  immer  möglich,  solange  die  von  iEJ  auf 
AC  gefönte  Senkrechte  und  die  auf.^^  im  Halbirnngspunkte 
errichtete  Senkrechte  einander  nicht  parallel  sind,  d.  h.  so  lange  die 
drei  Punkte  A,  By  C  nicht  in  derselben  Geraden  liegen.  Die 
Gerade  EF  ist  der  geometrische  Ort  der  Mittelpunkte  aller  Kreise, 
welche  durch  den  Punkt  A  gehen  und  den  gegebenen  Kreis  avf 
die  verlangte  Weise  schneiden.  # 

Man-  kommt  auf  die  gegebene  Construction  sogleich,  wenn 
man  das  Dreieck  FAC  betrachtet,  in  welchem 
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Fcl=FÄ\  ÄÜ—IFAxACxtatFÄC 

iveil  nämlich 

1v=Ta— cff 

D   soll,   SO   folgt 

2ACxFA  XcosFA  C=T^  +  cS 
.  h.  - 

2ACxAG=irC+CD\ 

IL 

Lehrsatz,     Wdnn   in    einem   Dreieck    zwei   Win       ire/ 
im  gleichen  Verhältniss  getheilt  werden  und   die     ^^i» 
an  die  gegenüberliegenden  Seiten  verlängerten  Th       ei- 
lungslinien  einander  gleich  sind,  so  sind  die  geth^^'f- 
ten  Winkel  einander  gleich. 

Beweis.  Das  Dreieck  sei  ABC  (Taf.  VII.  Fig.  5.),  & 
gleichen  Theilungsstrecken,  welche  die  Winkel  BAC  und  A^^C 
im  gleichen  Verhältuiss  theilen,  seien  .^Z>  mhABE,  sodass  '*~'*^ 

W.  BAD  .  W.  DAC  =  W.  ABE  :  W.  EBC 

ist.    Wäre  nun 

W.  ABC  <  W.  BAC, 

so  lege  man  das  Dreieck  so  umgekehrt  auf  sich  selbst»  dass 
Punkt  B    auf  den   Punkt  A  und  die  beiden  Theilungslinieo    ^ 
einander  fallen;  dann  föllt,  wegen  BE=:AD,    auch  der  Punk^ 
auf  D,    und  weil  bei   der  Theilung  beider  Winkel   in  demselt^ 
Verhältniss  die  Annahme 

W.  ABC  <W.  BAC 

die  beiden  Ungleichungen 

W.  ABE  <  W.  BAD    und    W.  EBC  <  W.  DAC 

» 

nach  sich  zieht,  wird  BA  io  eine  Lage  AF  zwischen  AB  und 
BC  in    eine  Lage  AG  zwischen  AD  und  AC  kommen.     C 
müssen   die  drei  Punkte   F,  D,  G  stets  in  gerader  Linie  1* 
und  Dreieck  FAG  ^  Dr.  ABC  sein. 

Es  sind  nun  drei  Fälle  denkbar;  entweder  fölit  der  Po 
ausserhalb  des  Dreiecks  ABC,  oder  auf  BC,  oder  ionerha 
Dreiecks  ABC. 
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1)  Der  Ponkt  F  faUe  »oAserhalb  ABC  (Taf.  VII.  Fig.  6. 
Nr.  (1.)),  dann  föUt  G  nothwendig  innerhalb  ABC\  dann  aber 
ist  nach  einem  bekannten  Satze 

W.  FGA  >  W.  ACB, 

also 

Dr.  FG^  nicht  ^  Dr.  ACB. 

2)  Der  Punkt  F  falle  auf  BC  (Taf.  VII.  Fig.  5.  Nr.  (2.)); 
und  zwar  nach  dem  oben  Bemerkten  noth wendig  zwischen  B  und 
Z>;  dann  fallt  auch  G  auf  HC  und  zwar  zwischen  1>  und  C;  dann 
aber  ist 


oder 


W.  FGA  >  W.  ACB, 


W.  FAG  <  W.  AFB, 


d.  b.,  weil 


AF=ABi 
W.  FAG  <  W.  ABC-, 

also  in  beiden  Fälleii 

Dr.  FAG   nicht  ^  Dr.  ABC. 

3)  Der  Punkt  F  falle  innerhalb  ^^ÄC  (Taf.  VII.  Fig.  6. 
Nr.  (3.));  dann  fällt  G  ausserhalb  ABC;  zieht  man  nun  die  Ge- 
rade BF,  so  liegt  diese  nach  der  Voraussetzung  zwischen  BC 
und  BA,  und  moss  daher  verlängert  die  Gerade  AG  schneiden; 
es  ist  also 

W.  FAG  <  W.  AFB, 

aber,  weil  AF::=:AB: 

'W.  AFB  ^  W.  ABF, 
also  auch 

W.  FAG  <  W.  ABF, 
und  um  so  mehr 

W,  FAG  <  W.  ABC} 
also  wiederum 

Dr.  FAG  nicht  ^  Dr.  ABC. 

Theil  X  VI.  24 
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Die   Annahme    W.  ABC  <  W.  BAC  föhrt    also   in  jedem  . 
denkbaren   Falle  auf  einen  Widerspruch,     und  kann  iahet  nicht 
richtig  sein.     Ganz   ebenso   wird  bewiesen,    dass  eben  so  wenig 
W.  BAC  <  W.  ABC  sein  kann;   es  muss  also 

W.  ABC  =  W.  BAC 

sein,  w.  z.  b.  w. 


III. 


Man  rechnet  allgemein  mit  imaginären  Zahlen  ganz  nach  den- 
selben Formeln,  die  für  reelle  Zahlen  aufgestellt  worden  sind, 
ohne  dass  man  bis  jetzt  die  Giltigkeit  der  letztern  Formeln  auch 
für  imaginäre  Zahlen  nachgewiesen  hat.  Die  Ohm'sche  Behaup- 
tung, dass  z.  B.  die  Gesetze  des  Addirens,  nachdem  sie  für  po- 
sitive ganze  Zahlen  bewiesen  worden  sind,  nun  auch  fiir  alle 
anderen  Zahlformen  gelten,  weil  letztere  erst  später  entstehen,  weil 
man  also  durch  Anwendung  jener  Gesetze  auf  dieselben  jedenfalls 
nichts  Unrichtiges,  d.  h  mit  Früherem  in  Widerspruch  Stehen- 
des erhalte,  ist  offenbar  nicht  stichhaltig.  Man  nat  daher  die 
Gesetze  des  Addirens  der  Reihe  nach  auch  för  negative  eanie 
Zahlen,  gebrochene  und  irrationale  Zahlen  bewiesen,  und  ebenso 
hat  man  es  bei  den  andern  Operationen  gemacht.  Ein  Beweis 
für  imaginäre  Zahlen  fehlt  bis  jetzt.  Im  Folgenden  soll  ein  Ver- 
such gemacht  werden,  diese  Lücke  auszufül^n. 

Die  imaginären  Zahlen  verdanken  ihren  Ursprung  der  Anifö- 
sung  der  quadratischen  Gleichungen;  wir  müssen  also  von  diesen 
ausgehen,  wenn  wir  über  jene  etwas  aussagen  wollen.  Seien  m 
dem  Ende 

und 

zwei  quadratische  Gleichungen,   deren  Wurzeln  beiiehnngsweise 
x\  x"  und  x'i,  x*'i  seien,  so  dass  also 


s^aZ-i-x",    p^x'x" 


=x\+x\.    Pi-x\xf\ 


(2.)  <und 


■ 

ist.     Pann  ist 

{x'^^x'^y{x"-\-x'\)=x'x'*'i-x'x'\'{-af'afx^af^x\, 
(4.) (x'+a:'i).(a:"+a:"i)=p+pi+arVi-fa?'Vi. 
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NuD  ist  aber 

also 

(5.)   .  .    ] 

ferner 

(6.)  ....  $tx^=ix*x\-{-3B^x"x-\-x"sc'i'{-x''a:fx. 

Zieht  man  die  zweite  der  Gleichungen  (5.)  von  der  Gleichunt* 
(6.)  ab  und  dividirt  dann   auf  beiden  Seiten  mit  2,  so  folgt 

x'x'\  +  a:' Vi  =  \ux^\  yTii^^Ap)  (*\--^Pi) . 
Dieser  Werth  in  die  Gleichung  (4.)  substituirt  gibt 

07.)    ix'+x'x)ix''+x\)^p+px  +  ^$s,  T^V(i«-4p)  (i«i-4y>,). 

In  den  Gleichungen  (3.)  und  (7.)  ist  enthalten  folgender 
I.)  Lehrsatz,    Die  quadratische  Gleichung 

x*--(s+si)x\+p  +  pi+^$si  T  V(i«-4/;)  (s\^pt)=0 

hat  zu  Wurieln  die  beiden  Summen  von  je  einer  VVur- 
lel  der  ersten  und  einer  Wurzel  der  zweiten  der  Glei- 
chungen (!.)• 

Ferner  folgt,  wenn  man  die  zweite  der' Gleichungen  (5.)  und 
(6.)  addirt  und  dann  auf  beiden  Seiten  mit  2  dividirt: 

x'x'i  +  x"x^  =^$si±l  ^^(^-^pns\-4pl)l 
ausserdem  ist  (x'x'i)  .(x"x"i)=ippi. 

In  den  beiden  letzten  Gleichungen  ist  enthalten  folgender 

IL)   Lehrsatz.       Die    Wurzeln     der    quadratisciu  i« 
Gleichung 

**-  (J  «1  i.  V(7*~4^i^"~Vi)).i  I  pp,  -0 


die    beiden    Producte   von  je    einer  Wurzel  der 
ersten  und    einer  Wurzel  der  zweiten  der  Gleichen- 


sind 
erst 
gen  (1.) 


Um     nun    den    Uebergang    zu    den    imaginären    Zahlen    zu^ 
machen,  sei 

dann  sind  die  Wurzeln  der  ersten  der  Gleichungen  (l.)  aJ:6V^—  — 
die  der  zweiten  aidb^iV^— !•  Femer  folgt  aus  den  Gleichungen  i 

also  r 

hieroit  wird 

_1 


P  +  Pi  +  2^^^2  ^(**"^/^) (**i  —  ^Pi> 
= a«+ ö« + a^  +  ö^  +  2aai  +  2ö/>i 

Sonach  lässt  sich  der  Lehrsatz  (L)  so  ausdrücken:   Die  qua- 
dratische Gleichung 

^2-2(a+ai)a:  +  (a+ai)H(6T6i)* =ö 

hat  zu  Wurzeln    die    beiden  Summen,    weiche  entstehen,   wenn 

man  je    einen  der  beiden  Ausdrücke  a+ft V  — 1    ^nd   einen    der 

beiden  Ausdrücke  ai±6iV^ — 1  zu  einander  addirt.  Da  aber  die 
Wurzeln  jener  quadratischen  Gleichung 

wo  die  obern  und  untern  Zeichen  sich  nicht^nothwendig  entspre- 
chen, sind,  so  hat  man 

(a±bV^)+(a^±bi\r~l)  =  (a+ai)±ib^bi)V^l  .  .  .  (A) 

wo  in  Beziehung  auf  die  Zeichen  auf  jeder  Seite  für  sich  die  eben 
gemachte  Bemerkung  sleichfails  gilt.  In  dieser  Gleichung  (A) 
sind  alle  möglichen  Fälle  enthalten ,  wie  auch  die  Zeichen  linker 
Hand  combinirt  werden  mögen. 

Ferner  hat  man 
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2  «i  ±  V  (**-4p)  (i«i-4pi)  =2aai  ±266» , 


Der  Lehrsatz  (II.)  lässt  sich  also  jetzt  folgend ermaassen  aos- 
8|> rechen:    Die  quadratische  Gleichung 

a:^-2(aai  ±hb{)x+a^a\^a^b\^^a\bHbH\  t=:0 

ba.t    zu  Wurzeln  die  beiden  Productc,    weiche   entstehen,     wenn 

lAskn   je    einen  der  beiden  Ausdnlcke  a±by/  —1    und    einen  der 

beiden  Ausdrücke  aiJ:6iV*-~l  mit  einander  muitiplicirt.  Nun  sind 
&b«r  die  Wurzeln  jener  Gleichung 


=  (öfli  ±  Ml )  ±  V^±2wrii66i— a«A«i  -a»,  6« 

=  (aai±660±(aÄiT«i6)  V^l , 

^o  die  ebem  und  untern  Zeichen  in  den  Klammern  einander  ent- 
sprechen, diesen  aber  nicht  nothwendig  die  ausser  den  Klammern. 
Also 

(a±bSr^l).(a,±bi\r^i)^(aa^±bb,)±(ab^Taib)\r:^...(B) 

Wo  Rir  die  Zeichen  auf  der  rechten  Seite  die  eben  gemachte  Be- 
Berknng  gilt ,  auf  der  linken  Seite  dagegen  die  Zeichen  beliebig 
pirfthlt  werden  dürfen. 

Auch  diese  Gleichung  (B)  umfasst  alle  möglichen  Fälle,    wie 
Uch  die  Zeichen  auf  der  linken  Seite   combinirt  werden  mögen. 

Die  Formeln  für  die  Differenz  und  für  den  Quotienten 
fireier  imaginfiren  Ausdrücke  kOnnen  auf  dieselbe  Weise  abge- 
leitet oder  aus  den  Formeln  ftir  die  Summe  und  für  das  Product 
hergeholt  werden. 
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sind  die    beiden    Producte   von  je   einer  W 
Jen  (".)"         *'""  ^'""'  ^^'  Otiten  de 

n.a£.  sT   ^^   "'''"'«"«    ™    •'''"    •" 

dann  sind  die  Warzeln  der  er       *'       ^sot»  fij«i»M|A>. 
die  der  zweiten  a,±b^^rr     ^pCtt  ^^  »CllÜler. 

y^  .£;^fldocteor  bei  den  Herzng^lich  Braon- 

..^r; '^JJ^Dcn   Bu  Brauntchwcig. 

also  .'/'  '^        ^  tt  f  g  A  ^  c* 

-  |7I  P'*S'  ^-)  ^^®  beiden  Punkte  A,  B 

..  ,f*''  ^ricbene  Kreis  gegeben;   man  sucht 

biemit  ,.  ;,JV*^*|ier  durch  A  undjB  geht,  und  den  ge- 

'v^^j^'^^i'n  den  Endpunkten  Ein  und  desselben 

pt^'  -    jUsn  beschreibe  einen  beliebigen  Kreis,    wel- 

Att^^^4  und  B  geht    und   den .  gegebenen  Kreis  in  zwei 
Jiir^  j^  schneidet,    ziehe  die  Geraden  AB ^    DE  bis  zu 

/£*<**  ^tfcfcn«^!''*"^*®  ^  ^"^  ^®8®  durch  F  und  das  Centram 
injtf  i^^^enen  Kreises  4ie  Linie  GiJ;    so  stellt  dieselbe  den 
^' Je*  f^urchwesser  dar,  und  A,   B,  H^  G  sind  vier  Punkte 
^^jfttn  Kreises. 

g^^eis.    Angenommen  ein  durcli  die  drei  Punlcte  A,  B,  U 
,,^f  £i«is  schneide  die  Gerade  GF  in  einem  Punkte  G'%  als- 

fifjtetiw» 
.^gxäaeDEHG  FG.FH=FD.FE, 

im  Kreise  /lÄÄG'  FG'.FH=FA.FB, 

in  Kreise  ilB£I>  .    FDJ'E=FA.FB, 

folglich  FG'.FH=FG.FH. 

FG'=FG. 

d.  h.  die  beiden  Punlite  G  und  G'  fallen  zusammen,    oder  der 
doTch  A,  B,  H  gelegte  Kreis  geht  auch  durch  Cr. 
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niiscelle 


Literarische   Bemerkung'  Ton  dem  Herrn   Dr.  Grcbe  zn  Gasse I.  ~ 

um  der  im  Archiv  für  M.  u.  Ph.  Theil  XV.  Heft  2.  S.  137. 
enthaltenen  Aufforderunpr  zu  entsprechen,  theile  ich  Folgendes 
mit.  Das  dort  erwähnte  Werk  vou  ßramer  führt  den  Titel» 
„BENJAMIN  BRAMERI  Beschreibung  Eines  sehr  leichten  Per- 
^^spectiv-  und  grandreissenden  Instruments  auff  einem  Standet 
,,Auff  Herrn  Johan  Faulhabers,  bestellten  Ingenieurs  des  Heyl; 
Reichs  Stadt  Vlm,  weitere  continuation  seines  Mathe mati* 
sehen  Runstspiegels,  geordnet.  Gedruckt  zuCassel^  durch  Johan 
Wessel,  vnd  zu  Franckfurt  bey  Eberhard  Kiesem  Kupfferste- 
.ehern  zu  finden.  Im  Jal]|r  1030/'  Der  Beschreibung  selbst  geht 
eine  Zueignung  an  den  Ehrnvesten  Hochachtbarn  vnd  Kunstrei« 
chen  Herrn  Johan  Faulhabern  etc.  voran,  welche  folgendermas- 
sen  anfängt:  „DAss  in  den  Mathematischen  künsten  viel  ^nn« 
9,derbare  vnd  verborgene  Geheimnuss,  auch  offtmah)s  Dinge,  so 
fast  vnmuglich  Schemen ,  gleichwohl  aber  durch  geringe  mittel 
zu  wege  gebracht  werden  Können,  ist  auss  vielen  dingen  zu  «e« 
hen.  Als  zum  Exempel,  durch  zusammen:  oder*  Übereinander 
Schreibung  einer  Arithmetischen  vnd  Geometrischen  pro- 
gress,  kan  man  viel  wunderbare  Dinge  verrichten,  wann  nur  die 
„Arithmetische  mit  einem  0,  die  Geometrische  aber  mit  1 
„anfängt,  Nemblich,  das  Muitiplicirn  durch  Addirn,  das  Di- 
vidirn  durch  Subtrahiro,  Radicem  quadratam  extrahirn 
durch  haibirn,  Cubicam  durch  3,  Zensicensicam  durch  4, 
Sur  soll  dam  5,  vnnd  so  forthan  mit  andern  quantiteten  di- 
„vidirn,  Welches  dem  Herrn  als  einem  jetziger  zeit  in  Teutsch- 
land berühmten  Arithmetico,  genugsamb  bekant,  vnnd  also 
ohne  noht  wäre,  dessen  Exempel  zu  setzen.  Damit  aber  die 
vngeübten  meine  Meynung  sehen  mögen,  stehen  die  Zahlen  bei- 
der Progressionen  also: 


99 

99 
99 


5J 


99 
9» 


5» 
99 


Arithm:  0.    1.      2.  3.      4.      5.      6.        7.        8.        9. 

Geomet:  l.    2.      4.  8..  16.    32.      64.  128.      256.    512. 

„Arithm:.  10.         11.        12.        13. 

„Geomet:  1024.    2048.    4096.  8192.'' 
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Einen  Druckrehler  des  Buchs  im  drittletzten  Glied e  der  geo- 
metrischen Progression  habe  ich  verbessert*  Es  werden  nun  an 
diesen  beiden  Reihen  die  Grundregeln  des  Rechnens  mit  Loga- 
rithmen erläutert,  und  dann  heisst  es  Seite  5.  weiter:  „Auss  die- 
„sem  Fundament  hat  mein  lieber  Schwager  und  Praeceptor  Jobst 
,,Burgi,  vor  zwantzig  vnd  mehr  Jahr6n,    eine  schöne  pro gress 

~~        ~  Zi 


,,tabul  mit  ihren  differentzen  von  10  zu  10  in  9  Ziffern  cal- 
,,cu  I  ir  t,  auch  zu  Prag  ohne  bericht  in  Anno  1620  drucken  lassen.  Vnd 

J  " 

j  ■  ■  ■  ■  ■      s>B  ■■■-■■       ■■  ^-~  ■    ■        H^     v~T    ■  ■    ■    ^tm   m     ■  ■    ^K         -m.^^  m  m  ms  ■  ■  ■  ■  smt  ^ih        wm~  ■  ■  ■  ■       ■        ■  ^m  m  ■  «_■  w^.  ^.  ■  ■  ^  ■  ■  ■  ^t«  ■    ■■■■■■■  w^  m  m 


Jst  also  die  Invention  der  Logarith:  nicht  dess  Neperi, 
^sondern  von  gedachtem  Burgi  (wie  solches  vielen  wissend,  vnd 
»ihm  auch  Herr  Keplerus  zeugnuss  gibt)  lange  zuvor  erfunden.' 

Cm  diese  Stelle  vollständig  zu  verstehen ,  muss  man  wissen, 
dass  Bramer,  zu  Felsberg  in  Hessen  1588  geboren,  schon  in  sei- 
ner frühesten  Kindheit  in  das  Haus  seines  Schwagers  ßurgi ,  der 
als  Hofuhrmacher  in  den  Diensten  des  Landgrafen  Wilhelm  IV. 
zu  Cassel  stand,  gekommen  und  mit  diesem  1603  nach  Prag  ge- 
zogen war.  Wahrscheinlich  war  der  Umstand,  dass  Burgi  nach 
dem  Tode  von  Bramers  Schwester  sich  1611  anderweitig  verhei- 
rathete,  die  Veranlassung,  dass  Bramer  in  sein  Vaterland  zurück- 
kehrte, wo  er  1612  eine  Anstellung  als  Baumeister  zu  Marburg 
erhielt.  Statt  zu  sagen  „vor  zwantzig  und  mehr  Jahren'^  hätte 
Bramer  sich  ausdrücken  können :  als  Ich  noch  in  dem  Hause  mei* 
nes  Schwagers  Burgi  zu  Prag  lebte.  Die  erste  Schrift  von  Bra- 
mer, die  unter  dem  Titel:  Problem  a«  wie  aus  bekannt  gegebenem 
Sinu  eines  Grades  Minuten  oder  Secunden  alle  folgenden  Sinus 
aufs  leichteste  zu  finden  und  der  canonsinuumzu  absolviren  seye, 
zu  Marburg  1614  erschien,,  lässt  vermuthen,  dass  Bramer  die 
Neigung  zum  Berechnen  von  Tabellen  sich  bei  seinem  Schwager 
angeeignet  habe,  und  diesem  bei  der  Berechnung  von  dessen 
Logarithmentafel  hülfreich  zur  Hand  werde  gewesen  sein.  Dass 
Burgi  seine  Tafel  so  lange  zurückhielt  und  sie  auch  dann  ohne 
Bericht  herausgab,  scheint  bei  ihm,  der  keine  Sprachstudien  ge- 
macht hatte,  aus  unbesiegbarer  Scheu  vor  schriftlicher  Darstel- 
lung zu  erklären  zu  sein. 


Anmerkung. 

Nach  dem  eingeAundten  Manuscript  des  Herrn  Vfg.  scheint  das,  was 
ich  im  Obigen  habe  gesperrt  drucken.  lassen,  in  Bramers  Buche  mit 
lateinischen,  das  Uebrige  mit  deutschen  Lettern  gedruckt  zu  sein.      G. 
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Siir  les  fonctions  elliptiques. 

Par 

Monsieur  Ubbo  H,  Meyer, 

de  Groning^ue. 


Les  fouctions  elliptiques  ayant  tire  leur  origine  du  prob  lerne 
de  Tintegration  des  fonctions  irrationnelles»  on  a  toujours  en  vue 
l'application,  qu'on  pourra  en  faire  pour  les  quadratures.  Mais 
par  cette  raison  on  a  trop  neglige^  ä  ee  qui  me  ^einble,  les  pro- 
prietes  de  ces  fonctions,  qui  ne  se  pretent  pas  iminediatement 
aux  quadratures.  ,8i  donc  il  y -a  quelque  succes  dans  Tanalyse 
suivante,  c'est,  parcequen  suivant  une  marche  rationnelle,  je  ne 
me  suis  pas  souci  du  parti,  qu'on  saura  en  tirer  pour  l'integration 
des  fonctions  irrationnelles ,  persuadä,  comme  je  suis,  que  toute 
analyse  exacte  trouvera  ensuite  son  appücation. 


§1. 

Theorie   des   fonctions    elliptiques  de  la  premiere 

espece. 

La    fonction   elliptique    de    la  premiere   espece,    denotäe   paf 
F(p  ou  Fi},c,  est  determin^e  par  Tequation 


(1)  ,P^3=i.v.=/'g; 


dans  laquelle  on  a 

A^9)=AVc  =  l  — c*sin«9,  Ao=^» 
c  ^tant  un  module  suppose  positif  et  infi^rieur  ä  Tunit^. 

Band  XVI.     '  25 
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Ed  considärant  au  contraire   la  variable  9  comme  fonctioii  de 
Fgi,  et  posant 

on  aura  la  fonction  inverse 

tp  :=z  ainpj9 , 
ou  bien 

Biiktp  =  sin  amp  j9. 

Cette  maiiiere  d*envisager  la  fonction  elliptique  et  son  in- 
rerse  a  ses  dißiculti^s.  En  effet,  la  fonction  Fq^  ou  p  ^tantdöter- 
minee  par  rcquation  (1),  il  ne  sera  permis  de  consid^rer  p  comme 
variable  independante,  ä  moins  qu'elle  ne  re^oive  toute  valeur 
possible  reelle  et  imaginaire  en  laissant  varier  fp  par  degräs  insen- 
sibles.  Or  ce  n'est  pas  difficile  de  montrer,  que  cette  coDdition 
ne  sera  pas  remplie. 

On  pourra,  ä  la  verite,  considärer  (p  ou  sing)  comme  fonctien 
d'une  variable  independante  Xy  et  poser 

s\nq>  =  sin  amp  x ; 

mais  on  aura  tort  d'affirmer^  qu'il  s'en  suivra 

Tout  ce  qu'on  pourra  etablir,  c*est«  que  la  fonction  F^  ou  p,  sab- 
stituäe  ä  X,  satisfera  ä  i'equation 

sing)  =  sin  amp  o:, 

ou,  que  p  sera  une   racine  de  cette  equation  r^solue  par  rapport 
ä  X9  savoir  cette  racine,  qui  s'evanouit  avec  q>. 

Un  pareil  cas  se  presente,  lorsqu'on  voudra  döduire  ia  thäorie 
des  fonctions  circulaires  de  Tequation 


dans  läquelle  la  fonction  Ou  est  d^terminöe  par  les  ^latioiui 

Or,  comme  on  a  la  coutume  de  traiter  d'abord  les  fonctions  sin^ 
et  cosgp,  et  de  passer  ensuite  ä  la  fonction  tf;  enprimee  par  Tint^ 
grale  precedente.  il  sera  de  raeme  plus  m^thodique  de  convertir, 

3uant  aiix  fonctions  elliptiqiies,  Tordre  suivi:  et,  au  lieu  de  partir 
e  reqnatioii(l),  nous  considerons  directement  la  fonction  regardäe 
ä  Tordiiiaire    comme    fonction   inverse   de    la    fonction   elliptique. 
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DMgnons  par  ti  cette  fonction,  ou,  plut6t,  reprösentons  par  u, 
V,  vo  trois  foiictions- de  oc^Cj  en  sorte  qu'on  ait 

(2>  U=:Px=PxyCf     C  =  Qx=Q*,o,  «)=/?*=  ßx,c. 

AJors  les  fonctions  u,  v,  w  seront  complötement  dötermin^es  par 
le     aysteme  des  equations 

(Xi  [dsu=vw,    3*«?= — wu,    dxto= — chiVf 

C*08t  de  ces  Equations,  qu'il  faut  d^duire  les  propriet^s  des  foDctioos 

On  en  tire  k  Tinstant  les  relations  par  lesquelles  ces  fonctions 
sollt  li^es  entre  elles:  car,  puisquoii  a 

ii3xti=  —  t?3xi?  = ^wdxto , 

c 

il  viendra,  en  int^grant,  et  en  observant,   que  u  se  cbange   en  0, 
V  etw  en  1,  iorsque  x  s'evanouit. 


«»=l-e»=l  (!-«)>). 


d'oü 


P,a=l-0,»=~(1-Ä.«). 


c 

Ä,«=  1 — c«  Px^= 6«  +  c«  Q.« , 

^y^Vkt  po8^  pour  abräger 

Dösignons  ensuite  par  z  une  racine  de  l'^quatioD 

U=Pm 

T^ttolue  par  rnpport  ä  or;  on  aura 

«^  X  sera  une  fonction  de  u,  qa*on  pourra  reprösenter  ]>ar 

x=Xii. 

Mab  n  ^tant  une  fonction  de  x,  il  s'ensuit  que  x  sera  auMsi  uoo 
fonction  de  ar.     Dnnc  on  aura 

-  dgU^bxP^=^d^PT^dxx , 
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d'oü 

-  dxu  VW 


öxP.""  QxRn' 

et  comme,  en  ayant  ^gard  aux  ^quations  (i),  on  a 

0x2  =  1  — Px2=l—tt«=ü«, 
Äxa=l^c2Px2=l  — C2tt«=t0«, 

il  se  presente  deux  cas,  selon  qu'on  a 

Q%'Rt  =  VW,   OU  QxÄx=  —  VW  9 

auxquels  cas  correspondent  par  suite 

•     ö*x=l,  8jrX  =  — 1; 

d'oü«  en  integrant^ 

i;+x=a:,  v' — x=a:, 

V  et  v'  ätant  constantes  par  rappoit  ä  x,     En  substituanf  ces  v 
leuTS  de  x  dans  les  ^quations  correspondantes ,   on  obtiendra 

P^x=A,  P«._x=Px, 

puis,  en  prenant  x==0: 

equations  auxqueiles  les  constantes  v  et  ti'  doivent  satisfaire. 
D  ailleurs  l'^quation 

differentiee  par  rapport  ä  ti  donnera 

1 = 3x  jPx3«x  =  e*  Ära,!, 
d'oü 

1 


dttX= 


Qx^x 


Ajoutons  que,  comme  on  a  Po=0»  on  ponrra  choisif  la  racine 
de  maniere,  qu'elle  s'evanouisse  avec  tf,  en  sorte  qu*on  ait 

Xo=0; 

et,  ea  consid^rant  Qx.  et  iZx  comme  fonctions  de  ti,  si  l'on  p<N 


OD  aura 


d'oü 
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üu*=l— M*,  «0  =  1 


ö  U— -(l>CU9 


donc  la  racine  z  sera  completement  d^termioee  en  fonction   de  tf. 
et  li  suivra 


Y  —Y     /*"    du 


ou»  si  Ton  veuty 

du 


pu ttU    


pourvu  que  les  radicaux  V^l — u%  V^l  — c^m^    soient  pris  de  ma- 
niere  ä  devenir  ägaux  a  l'unite,   lort^que  u  s'evaQOuit. 

La  racine  x  däterminee  par  l*^quation  pr^c^dente  peut  rem- 
placer  avec  succes  la  fonction  elliptique.  Pour  reconnaitre  la  liäison 
entre  ces  deux  fonctioDs>  posons 

^du    ' 


/^du 


011  aura^  non  seulement 


^•'^=Wu' 


mais  encore  . 

puis,  en  considörant  t5eu   et  x  comme  fionctions  de  t/;,  si  Ton  fait 


on  aura 


et,  k  cause  de 


il  viendra 
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1  Q     in  Q       IT»      Q  ^^       ^ 

CjuCücu  *"» 


-   ^       1      1 

0,1,  rii»  =  —    —  -j—  » 

^  öcu        Alf 


d'oü 


Remar^uoDS  que,  if;  ^tant  introduite  comme  fonction  de  u,  iL  ne 
«era  permis  d'attribuer  ä  i/'  que  des  valeurs,  quelle  acquiert  par 
fiuite  de  ia  Variation  de  u ;  d'oü  ii  suit  que  la   valeur  reelle  de  i/; 


n     .  n 


restera  toujours  comprise  entre  —  ö"  et  ö"  •    Mais  cela  ne  nous  em- 

{i^che  pas    de  trouver  la  valeur  de  F(f^   lorsque  9  depasse  les 
Imites'  de  tf;.    En  effet,   si^  pour   une  valeur   quelconque   de  97, 
on  fait 


,    _  Pf  dtp 


on  aura 

Fn-i-y^  =  Fn  +  F^  , 

•      d'oüy  n  etant  un  nombre  entier> 

Fn7i-{'\^='n  Fn  +  Fiif  ; 
puis,  en  vertu  de  ^9,= — F— y,  on  aura  encore 

TT 


et,  en  prenant  '«f'=o  » 


\  .2 


d'oü 

il  viendraj^par  consequent 

2 
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Mous  avoM  fait  cette  demarche,  pour  montrer  la  connexion 
entre  la  racine  x  et  eotre  la  foiiction  elliptique  F(p.  Toutefois 
OD  pourra  se  dispeDser  de  cette  fonction  en  introduisant  la  racine 
z^  comme  cela  a  ^te  fait;  et  le  resultat  principal  de  ce  paragraphe 
sesa  compris  dans  les  termes  suivants. 

Soient 

trois  fonctions  de  x,  c  dötermin^es  par   les  öquations 

Po=0,       Qo=l,  Äo=i; 

•  oit  X  uoe  fonction  de  u  däterminee  par  leqnation 


_r^    du 
J     ö„ö< 


dans  laquelle 


OD  aura 


ÖM=1  — tt*,    «0=1; 

M=P,=x:Pr, 


it 


xz=zv-\-x,  OU  X=ZV* — X, 

seloD  que  Ton  a 

QsRx=^QxRx,  OU  Q,Rx=-QxRx,  - 

V  etv'  ^tant  deux  constantes  assujetties  ä  lacondition 
de  vörifier  les  öquations 

Pü=0,  Pv'=0 

Ajoutons  que»  pour  des  valears  finies  de  Px,  ies  fonc  ons 
Px9  0x»  Rx  se  changeront  en  sino;,  coso:,  1,  lorsqu'on  suppose 
c=:0;  de  sorte  qu'on  aura 

Px,o  =  sin^,  Qx,o=cosx,  ßx,o  =  l- 

On  pourra  de  merae  consid^rer  Px,  Qx,  Rx  comme  des  fonctions 
particuli^res  d'une  autre  classe  de  fonctions,  dont'  il  sera  aise  d*^- 
tabür  les  ^quations  differentieiles.  En  continuant  de  cette  mani^re, 
11  sera  utile  d'embrasser  toutes  ces  fonctions  par  une  denomina- 
tioD  et  une  Dotation  gänäraie.    On  ^urra  p.  e.  appeler  ces  fooc- 
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tions  fonctioDS  circulaires,  en  les  classifiaiit  e»  divers  ordre« 
et  rangs,  eten  les  d^signaot  par  le  sigae 


n\m, 


m  indiquant  le  rang  et  n  Tordre  de  la  fonction    eirculaire.    Davu 
cet  ^tat  de  choses  sin^  sera  lapremiere  et  coso:  la  seconde 
fonction  eirculaire  du  premier  ordre,  et  Px  sera  la  pr  «- 
miere«  Qx  la  seconde  et  Rx  La  troisieme  fonction  cm  r- 
culaire  du  seeond  ordre;  ce  qu'on  expriraera  par  la  notat&^n 

sin^=l|l  ,  cosa;  =  l|2  , 
P,=211,,  e,=2|2„  Ä,=2|3^, 

I 

et  ainsi  de  suite. 


§.  II. 

Sur  les    valeurs   particuli^res   ^es   fonctions 
circulaires   du  seeond  ordre. 

Puisque   la  valeur  .de  la    fonction    J^u,    d^terminäe   par     1^^ 
equations 

est  positive  pour  u=0,  eile  restera  positive  etcomprise  en 
les  liraites  0  et  1,  en  faisant  varier  u  par  degres  insensibles  en 
les  limites  —  l  et  +1. 

Si  donc  la  valeur  de  c    restera  comprise  entre  les  limitei^ 
et  1«  et  qu'on  pose 

(1)  6=:Öc, 

» 

la  valeur  de  6  sera  positive  et  inferieur   ou,  tout  au  plus,  ^g 
ä  1.     Puis,  corame  on  a 

il  s'en  suit 

c2=l-62; 

et  on  aura,  non  seulement 
mais  encore 

C=M6: 

d'oii  Ton  conclut^  que  b  se  changcra  cn  Cy  lorsque  ceerMuit  k      ^ 
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Mais  la  valeur  de  Ou  sera  encote  positive 3  lorsqu'en  partant 
de  la  valeur  nulle  de  ti,  od  attribue  ä  ü^  des  valenrs  negatives« 
ou  ä  u  de^  valeurs  imaginaires,  et  eile  restera  positive  en  faisant 
varier  u  jusqu*a  l'infini.  Donc  en  däsignant  par  qo  rinfioi 
positif,  et  par  i  une  des  racines  quarrees  de  — 1,  mais  toujours 
la  mdme  racine,  on  aura 

Cela  posö,  OD  sera  assure,  que  la  fonction  sous  le  signe  in- 
tegral dans  i'equation 


o 


du 


« 

restera  positive  en  faisaat  u  =  \  et  u=QOt;  ce  qui  coDdnit  k  con- 
siderer  les  valeurs  particuli^res  X|  e^  Xxt»  que  dous  d^sigDooSy 
pour  abräger,  par  r  ou  Vc  et  q  ou  ^c;  en  sorte  qu'on  ait 

/i    du  _    _  P^    du 


Maintenant  dous  avoos  vu  dans  le  paragraphe  pr^cedent,  qu'en 
deterniinant  les  fonctious  circulaires  du  second  ordre 

U=Px=Px,c,  l?=Qx=Ox,c,   W=zRx=Rx;e 

par  le  Systeme  des  ^quations 

^xU':='VW^  SxV=: — wu,  dxW=  —  c^uv 

on  aura 

done,  ä  cause  de 

«0  =  1,    Öc  =  ft,    Öi=0,    Ö 001=  00,    Xi==T,   Xxf=^» 

il  resultera 

^2)  '  I   ^"^=1,       Qr=0,       /?T=6, 

f  jP^=Qoi,  Q^=cc,      Ä^=Qo. 

Quant  aux  rapports 


Qq'   Rg 

on  pourra  s'assurer,  qu'ils  seront  egaux  au  produit  d'une  quantitö 
positive  par  t;  et  comme  on  a 
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OD  obtiendra,  non  seulement 

ritX-^-i 1  r^iY i_-«i 


mais  encore 


Ajoutons,    qu'entre  les  foDctioDs  r  et  ^^  exprim^es   par  lei 
^quations 

o  o 

il  existe  une  relatioo  assez  simple.    En  effet,  %\  l'on  pose 

u' 


on  troavera 


_         1       -        o*a'      ,        .  dvl 

(du'  (du'  Cdtf' 


d'oü 


du  du' 

1-= — =— ^ 


OuOcu  (dn'Cdftv' 


Or«  en  faisant  Tarier  u'  depuis  0  jusqu'a  1,  -r   variera    depois    0 
josqu'ä  <ao :  donc  od  aura 


p^     du         >  />t     du' 

J         Öu  QcB        J      Öa»  Öl 


Oftii'  ' 


ou 


(5)  ^o=»T6; 

d'oü  encore,  d'apres  ce  qui  a  ätö  dit  ci-dessus, 

Noas  se  nous  arr^teront  pas  aux  divers  proeM^s   propres  A 
r^Faloation  des  fonctions  x  et  q,    Gelai>  qui  se  pr^MOte  d'aboid. 


375 


consistedansled^veloppement  delafonction-—  en  s^rie  suivant  les 

puissances  entieres  et  positives  de  u;    ce  qui   conduit   par  des 
quadratures  connues  i  la  särie 


'■'•»^V+...i. 


/«v  «.4./IV«      /l-3\a  ,     /l.3.5\ 

d'oü,  ä  cause  de  l'äquation  (5)^ 

m  «=?..+(l)V+(i^)V+(^)..+...,. 

§.  ni. 

Sur  les  formules  foDdamentales  des  fonetions 
circulaires  du  second  ordre. 

Les  fonetions  circulaires  du  second  ordre 
6ont  compl^tement  döterminöes  par  le  Systeme  des  ^quations 

gv.  iBxU^VtO,     S*t>= — WU,     8jrW=— C*Mt>, 

^^^  I     />o  =  0,      Oo=l,  Äo=i; 

d'oü  Ton  a  döduit,  $.  1.  (4),  les  relations 

(^)  'ca=l-u«=-i(6>-.»«), 

ayant  pos^,  pour  abreger « 
(4)  6a=l-c». 

Ajoutons  toutefoisy  pour  compl^ter  la  d^termination  de  b ,  qu'elle 
sera  toujours  prise  dans  le  sens  de  devenir  i,  lorsque  c  s*evanouit, 
comme  eile  est  introduite  par  T^quation  (l),  §.  II. 

Cela  pos^,  on  tire  des  ^quations  (2)  et  (3): 

(a,t«)»=I~(l  +  ca)u«+c««4, 
(a,u)2=  -  6«  +  (b^^c^vH  c«»* , 
(dxw)^  =  6«— (1  +  b^)  fo« + w* ; 

d'oü,  en  difförentiant  par  rapport  k  x, 
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il  viendra 

ou  bien,  en  vertu  des  ^quations  (1)  et  (5), 

j.  Px  Qx^h  Rx\h  —  Px\h  Qx  Rx ^ 

^'       1  — c2/>^2p2^^^      — "^ 

«  Vx Rx-\-h  Px-\-h  • —  Qx-^h  Rx  Px ^ 

r.    Rx  Px-\-h  Qx-\-h  —  Rx-\-h  Px  Qx       ä^ 

En  int^grant,  et  en  determinant  les  constantes  d'int^gration  par  la 
supposition  de  ^=0,  ce  qui  changera  Px,  Qx»  Rx  en  0,  ],  1,  on 
8era  conduit  ä 

Px  Qx-\-h  Rx-\-h  —  Px-\-h  Qx  Rx u 

l-C^Px^P\^h  ~"       ^*' 

Qx  Rx^h  Px^h  —  Qx^h  Rx  Px Rh  Ph 

Ä»  +  c^  Qx^  Q^x^h  ■"  6»  +  c^Qh^  ' 

Rx  Px-{^h  Qx^h'-'Rx-^hPx  Qs_     PhQh 

b^--Rx^R^x^h  ^  b^^Ri?' 

et,  en  faisant  x-\-h=^y,  ou'Ä=y  — a:,  et  en  observant,  qu'en 
vertu  des  äquations  (1)  et  (3)  on  aura 

b'^  +  c^Qb^—Rh^,  b^-Rh^=-^c^Qk^, 

m 

il  s'en  suivra 


gj        Px  Qy  Ry^  Py  Qx  Rx 


tj-x 


Py — X QxRy  Py  *"*  Qy  Rx  Px 

Py^s       «g  R9  Py  Qy—Ry  Pm  Qx 
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Les  variables  x  et  y  ^tant  ind^pendantes  Fune  de  l'aatre,  on 
obtiendra,  en  prenant  ^=0^ 

jrj         jrj  *   — JP  ^X  P—S   Px 

jß-.jr  Rx         Q—X  Q* 

d'oü 
(7)  P,  =  - P-x,  ©,==  Q-x,  Äx=  Ä-*. 

Ed  substituant donc  — x  kx,  les  equations  präcödentes  donneront 

PxQyny+PyQxRx 

V 

i-Qx         j      Px-\-y Qx  Mty  Py  "h  Qy  tlx  Px 

"■      Qs+y~      "  '      b^—KJ^Ry^ 

CTn  pourra  deduire  de  ces  equations  une  fouie  de  formules. 
li'^ne  sutfira  pas  menie  de  les  ätablir  toutes  trois,  puisque  deux 
se  deduisent  de  la  troisierae  ä  l'aide  des  relätions  (3). 

Profitons  d'abord  des  vaieurs  particuiieres  du  paragraphe  prö- 
cädent.  En  determinant  r  et  ^  par  les  äquations  (4)  ou  (6)  et 
(7),  §.  IL,  on  a  trouvö ,  (2),  (3),  $.  H., 

(9)  r^^""'  ^"^'  ^^^^' 

Pq_.        Öc_l      *£«<^ 

©(•"**     R^^'c'  P^^i' 

Aa  moyen  de  ces  valeurs  particulidres  on  tire  des  Equations 
(8)  jointes  aux  relätions  (3) 

„        _Qx         Pxi^T_lf.  Px+r_       IQx 

^'^'-R^'    R^^-'b^"    Qx+-~bP,' 

_  1      ft+e_    «        Px+(_  «  . 
'''+P-3P,' E^--^'     5^p-ß,' 


d'ot 


Px-\-x  =  ~jn' 9        Qx-^t  —  —  6  •n~  9       Rx-\-r^^ P  'jn"  > 
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De  phti^f  m  fou  (M,  pov  abr^ger, 

(II)  0^ae=t  +  g, 

ou,  ffuiTant  r^tiation  (5).  §.  II. 

il  viendra 


'''+'=Ä^'  <?'+"'=-*'^/  *'+«'=*e!;;" 


Oll 


(12)  P,,„=--^,        ö,+<,=  -.^,      Rs+a^bi^, 

et,  eri  prenarit  jr=0, 

Sl  mainteiiant  on  «ubstitue  i^uccessivement  y +  r,  y  +  <y,  y+^ 
ii  ;/  dariH  \en  formules  (8;,  en  observant,  que  des  relations  (3) 
on  däduit 

(     A«  -  «:,«  Äs«  =  c»(A«  / V  -  Q'^  ^»*)  =  -  «*  (ÖS* — ^'^  '^s^) ' 
Oll  trouvera,  k  l'aide  des  formules  (10)  et  (12), 

Qx+y  b^PxPy-QxRxQyRy 

Rx4-y-~  b*+C^Qx^Qy^ 


/•-■L  j   /j      yj V» 


Qx  Qy  —  PxRxPyRy 

Ö£±S  =C«  RxPyQy-R^PxQx  . 

/*x4m  '  Ä»* — Äj* 


(16) 


Qx^y-       '■  b^       Rx^Ry^ 

*£+?  _  QxRyPy—QvRxPx 

Px+y-  Qx*-Qy*        "' 

_  RxRy-<^PxQxP,Qy . 


381 

P,+y-  ft«-P»« 

/|7\       ) 1__ ^^Q'Qy  "t"  PsRxPyRy 

J. RxRy±^PxQxPsQy 

V 

Ed  combinant  ces  formules  on  en  tirera  d'auti'es,  que  iioii» 
n*öcrivons  pas.  Toutefois  11  sera  bon  d'en  ^tablir  encore  quel* 
ques-unes,  dont  nous  profiterons  dans  la  suite. 


En  vertu  des  ^quations  (7)  oo  däduit  des  formules  (17) 

Pz^y  = 


PxQyliy-\-  PyQxRx 


Qx-y  —  —  75 


1  b^-Rx^Ry^ 


c^QsQr-PxRxPyRy' 
^"y-     R^Ry^C^PsQxPyQy^ 

En  y  joignant  les  formules  (8)^  (15)^  (16) »  on  trouvera 
na\     in      n  1  b^-Rx^Ry^ 

formules  qui»  ä  l'alde  des  i^quations  (10),  (12),  (14),  se  r^duisent  ä 


Px+y  Px-y  —  —  Py*  j»^  ' 

(19)       {       Qx+yQx-y=Qy^—^0-> 
Mtxi-y  Mtx—y  —  Äy*  p2 

Tkail  XTI.  2(; 


3S2 

Enfin,  81  Ton  faita?+y=2,  d'oü   y=f— a?,    i  «ant   ind^pen- 
dante  de  x,  od  aura 

donc  OD  tirera  des  formules  (17),  (16),  (15): 

1  _       PxdxPy±PydxPx 


. ~-T?-Py 


d'oü 


P^r-Py*=l-PMPxPy)> 

R,^-Ry^  =z^d,{RsR0. 
Or,  saivant  les  relations  (3),  on  s 

(21)    Px^Py*  =  -  (0,*-Qv«) = -  4(Ä,«-ß,«) : 
donc  il  suivra 

8*(P.Ps/)=^8*(Ö*Ci^)=j^8*(Äsßy); 

puis,  en  int^grant  et  en  observant,  que,  pour  a;=0,  y  ser^duit  ä 
2,  on  obtiendra 

I 

d'oü,  en  remettant  x  +  y  k  2  et  ayant  ^gard  aux  relations  (3),' 

QxQy—PxPyRx-^-y  =  Qj;-|-S( » 
(22)        I  RxRy-C^PxPyQx+y  =  Ä*+y  , 
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§.  IV. 

RelatioD  entre  les  variables    et  les  modules   de  deux 
foiictions  circulaires  du  secoud  ordre  dont  le  rapport 

est  constant. 

En  posant 

(%     ^f^y''^^^^^^^*>^y   Qy»,Ci^=:ßiRx,c,  Ryt,Ct='ydPx,c, 
^y*>c^  =  ^4  Qxyc,   0.74,0«  =  ß^  Px,c,  Ryt,e^  =  y*  fix,  c, 

il  s'aglt  de  d^terniiner  yu  en  fonction  de  j;,  et  ajb,  /?ib^  yu,  Ck  eu 
fonction  de  c. 

Comme  on  a 
il  s'en  suit 

^'^yk,%'^^yk,%^k,''iP''y^'  ^^^»*,*'ik="~^j/Ä, ci,Pyi,^cjBxyk, 
^'Ryk,^u-'-^\^yk,^k^Vk^'yk  5 

et,  en  faisant,  pour  abr^ger, 

(4)  ds^k^ilky 

OD  en  dedulra,  au  inoyeu  des  equations  (1),  (2),  (3) : 

(5) 
«i ßi ^ JL.    „  — .-^  — ^«A— i.  Jl, 

c^_^,  ß^^^_A  Jl.,  »  -i^ ?!i_, ^  .^  c^  74  ^ 

d'oü  l'on  voit,  que  (ik  est  ind^pendante  de  jr,  de  sorte  qa*on  aura 

26» 
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(6)  yfc  =  fiika:  +  ^jfc, 

ök  ^tant  constante  par  rapport  ä  or.  En  jjrenant  donc  respective- 
ment  a:=0,  a:=r,  x  =  (S  dans  les  ^guations  (1),  (2),  (3),  et  en 
observant,  qu'on  a  trouvö,  (2),  (9),  (13),  $.  III. 

Po  =  0,     ©0  =  1»      Äo=l. 

P^=:l,      ex=:0,         /?T=Ö. 

il  viendra 

Pcra,c^=0,    Qtf^,c,=ß2>    ß<^»,c4=y«> 

1  _     _6 

P/i«(r-|-(f.,C6  =  0,       0/i«<y4-cf«,c,  =/?6  ^»    ^/U6ff  +  if„c,  =yö-  » 

^qnations,  auxquelles  on  satisfait  en  faisant 

(7)    Äi=0,  ^2=0,  ^3=— jXgT,  Ö4=— ft4r,  ^5=— fi5<y,  ^5=— figcy; 
ce  qui  donnera 

l/?i=i,  ^2=1»  ß^=y    /^4='j  fo=<?>  i36=  y  ^ 

(^>  )  1 

fri=i*  ya=i>  y3=i>     y*— 6'  y*~6''  y«"^^' 

Les  constantes  ßk ,  yk  ^tant  ainsi  döterminöes,  les  öquations 
(5)  se  räduiront  ä 

1       c^  l  ^111 

•  c«  1  öl  ■  ^  1        c*     1 

^  =  -603  =  ^-^=-^-,      ^^=-6«^  =:_6 -.=_-, 

_     6    _    '6  1 t^   1  _^_»1_       ö^ 

d*oü  i'on  tire 
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Ces  ^quations   d^terminant   les  constantes  au  et  Cj^  au  signe  pren, 
011  pourra  eii  choiair  ä  volonte.     Nous  posoiis  parsuite 

la^=l,  aa=c,,  «3=—  j  ,   «4=— 1*  «6=^  ^^^T' 

(9)  <  l  b  ci  X  , 
.Ci=— c,  Ca=-»  ^3~;^"  ^4=^"S  '  ^*~ö*  ^•^^' 

En  ^liminnnt  '^/t,  «ib,  j?it,  yu,  Ck  h  Taide  des  öquations  (6),  (7), 
(^>  (^)»  1^<^  ^quatioritr  (1),  (2),  (3)  se  röduiront  ä 

(10)  Pxt—c  =  Pr,C9       0*,—«=  QjTyG  9      /^j,— o=Äx,c » 

\**/  e  c  0 

I 

/  et*  1 

(12)    i  "  ^  ^  ^ 

A  6  6 

s 

(13)     {  *  '     .  * 

ff  X  et 

Les  formules  (10)  fönt    voir,  que  les  foDctions  P,  Q,  R  ne 

changeront  pas  en  rempla^ant  le  module  c  par  — c.     Au  moyen 

des  lormules  (11)  on  passe  d*un  module  c  införieur  k  Tunitö   au 

1 
module  reciproque  —  sup^rieur  ä  l'unit^.    II  suffira  donc    de   con- 

Server  des  formules  (12)  et  (13)  les  trois  premi^res  ou  les  trois 
demtöres,  puisqu*on  en  d^duit  les  autres  a  l'aide  des  formnies 
(11).     En  conservant  les  trois  derniöres  on  en  tirc 
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1 

^A#.  £i^^  *~  Qj^+^,«,    oft.  «< = /^^j+r,«  ,   Ä.     cf  =1;=  £  i2s4^,e, 

(U)  i       *  "^  "^ 

ou,  6uivant  les  ^quations  (10)  et  (12),  §.  III. 

(15)    P..--f^^'    ö»..l=fe'    ^'T=£' 


(16)     Pix,b  =  irr^y      Qix,b  =  7r~  >      Rix,b=  (J— 

Vx,c  Vx,c  ^*»c 


Les  formales  (15)  serTiront  a  la  reduction  des  fooctions  cir- 
culaires  da  second  ordre  ä  modale  imaginaire,  et  les  formales  (16) 
k  la  reduction  des  memes  fonctions  ä  variable  imagioaire. 

Ajoatons»  que,  par  saite  des  relations 
jointes  aax  formales  (10)  et  (V2),  §.  III.  od  troavera  aisöment 

«!,     /J_       J_^___L_,02        ß2x_J.A        ^^ 

> 

et 

donc  on  aara 

'-S=«.-0-^)=«»'-(^)- 


OQ 


a7)  '».^(i-S)=-*?"-»<'-Sti) 


=  ->x+e(l-^J. 


€f 


S87 
(18)       i_^,-      Q"»+T~,    äVm' 

Or  des  formules  (11),  (12),  (13)  on  iiimt 

P^^ •     Qx±t_  ^ja_  ^^ 

Py     Pty~\     <?»+»     'P^,x     'i,.^ 


donc  il  viendra,  eu  ägard  aux  formales  (18), 


i-p-'  ^"^^  1-S^ 


(19) 


— 155  "T       1— -n. 


/»    1  P*^   h  /»„   1 

1         O         1         ^         ,  * 

o  et      . h 
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§.  V. 

KeUtlon    ciitre  les    fonctioas    circulaires    da   second 

ordre  finr  rapport  äaiie  variable  x  et  entre  les  meines 

fonctioiis  prisea  par  rapport  a  un  multiple  de  x, 

Kii  vertu  des  forroules  (8),  (15),  (16)  §.  lii.  oo  a 


,  PAjyRy+PgQxR, 

F.n  fi  joignant  I««  equations  (7> 


*.r— * « »m^M     tnSSi • 


3-«       Mi 


Änk 


\ 


P:MtJt^ 


£rt  firetiant  ^r^:-^)^.  ei  er  obfiervaut.  qii  01  h 
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X 


e* 


(6)    ie.x=2i:^r,-i' 

ff     -t    ^'^    _1- 

puis,  en  ayant  tfgard  auz  relations 

(7)  Q**=l-P,«,    Ä,«=l-c»/M,. 


•  ■        * 


il  fi  en  suivra 


^2«  = 


En  substituant  ensuite  2ar  ä  o?  et  jr  ä  ^,  on  tirera  des  formu- 
les  (4) 

I»      4-  P         g     P^xQxRx 


^XK-X- 


R^x  +  Rx-^"^  1-c^^Jp,«  ' 


d'oü/ öliininant  Pax»  Qs«»  ^2'  P^'  ^^^  formules  (8), 

%*  — ^i:  j-(T:Zcap,4)2«4ea/>^4Q^2ß^2        ^j  * 


ou>  en  ayant  ^gard  auz  relations  (7), 


JPsx  —  r'x 
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1  -6caP,*+4c*  il+c^Px«-3c*Px^ 


(ei\    )o    -ü  1— 4P»»  +  6c^Pjc*-ic*Px<'+c*Px'> 

„    _  „  i—4c^Px^+6c^Px*-Ac^PxHc*Px^ 
^' ~ '*' 1— 6ca/>,*  +  4c«(l+ca)P;«-3c*ft»  ■ 

Kempla^ODs  encore  :r  par  2x  dans  les  formules  (6) ;  il  viendra 

n         ,  a,  PzzQjxßjx 

d'ou,  ä  Taide  des  formules  (8) , 

(10) 
P  -AP  n  B  (l-2P»'+cgP:r*) (l—lc^PxHc*Px*) a-d'P,*) 

ftx-it'xVxtCx  (l—c*Px*)*-iQc^Px*Qx*Ii!^  ' 

n       c^O-^f^x^+c'^Px^m-c^Px*)^    , 
^'^—^ß—c^Px*)*~~l6(^Px*Qx*Rx*  ' 

p  _^a~2c'»PxHc^Px*m-c^Px^)'  , 

«4»—-«  (l__caP,4)*-16c«P,4Ö?Ä^     *■ 

Sans  qu'on  ait  besoio  de  d^veiopper  les  expressions  contenues 
dans  les  seconds  membres  de  ces  äquations,  on  reconnaitra^  que 
P^^X9  Q^^Xf  B^^x  peuvent  ^tre  repräsentees  par  des  fonctions  ra- 
tionelles et  fractionnaires  par  rapport  ä  Pt;?-.  On  ^sera  donc  con- 
duit  ä  supposer  par  induction,  qu  ön  saura  satisfaire  auz  equations 

(11)     Pnx^^'jFr'»        C?iMf  =  "g-»      i2ii*=-»j-» 

en  d^signant  par  A^n,  B^n,  C^n,  ^^n  des  fonctions   entieres  par 
«    tapport  a  Px^,  et  par    n  un  nombre  entler  et  positif. 

En  comparänt  les  equations  (6),  (8),  (10)  aux  äquations  prä- 
«edentes«  on  cooclura,  qqe  3=2^^1  sera  le  degr^'  de  A^, 
4=2«  celui  de  />««,  ^=3«  celui  de  ^3«,  8  =  3«  — 1  celui  de 
Da«,  15  =  42—1  celui  de  A^^,  16  =  4«  celui' de  D^^;  et  on  sup- 
posera  par  induction,  que  ««—1  etn*  seront  \e»  degrös  de  An* 
et  Dn*,  lorsoue  n  däsigne  un  nombre  pair,  et  que  71^  ein* — 1  seront 
les  degräs  de  An*  et  2>«ii»  lorsque  n  dösigne  un  nombre  impair. 


,« 
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AlloM  cofifiTiner  ces  supposltions,  en  d^montrafit,  qu'elies 
seront  veriii^es  pour  le  nombre  m-^-i,  lorsqu'on  ies  Buppose  ex- 
actes  pour  \ßa  nombres  m  et  m-^-l. 

On  a  trouv^,  (18)  §.  III., 

en  substituant  (m+l)x  h  x  et  a:  k  y,  i\  viendra 

d'oü,  en  vertu  des  äquations  (Jl)> 

De  plus,  en  concevant,  que  Am,  Am-ii,  Dm^  iJm^i  '^oient  des 
fonctions  d^terminöes  d'apr^s  Ies  sappositions  faites  ci-des«us,  on 
disposera  de  Am^  2  ®^  ^m^2  ^^  maniör«  qu*on  ait 

Dans  le  cas,  oü  m  däsigne  uu  nombre  pair,  m  +  i  sera 
.  impair :  donc  A^m^i  et  D^m-^i  repr^senteront  des  fonctions  enti^res 
par  rapport  ä  P^x  du  ^e^r6  (m+l)^  et  (m+1)^ — 1;  d'oü  il  suit, 
en  vertu  des  ^^uations  präcedentes ,  que  Am-{^2  ^m  et  Dm^^^^m 
seront  des  fonctions  entiires  par  rapport^  P^x  du  degrä  (m-fl)^ 
et  (m+ 1)2+1,  ou  A^m^2^^m  et  ZH„+a^Vdu  degr^  2(m  +  l)2 
.  et  2(m+l)2+2.  Or,  dans  ce  cas  A^m  et  D^nf  ^tant  du  degrö 
m* — 1  et  m^,  il  s'en  suit  que  A^m^2  sera  du  degrö 

•     2  (7/1  + 1)«-  (m*-I) = (m  +  2)3-^1 
et  £^mi2  ^"  degrö 

i>  (m  + 1)«  +  2— m«  =  (m  +  2)« 

Dans  l'autre  cas,  oü  m  design^  un  nombre  impair,  m  -|- 1  sera 

pair,  et  par  suite  A^mH  et  Z>*m+i  seront  du  degr^  (wi+l)^— 1  et 

(m+l)2,     puis    Am\2Am    et    />m42Öm    du    degrö   (m  + 1)^+1    et 

/m+l)*,    ou  ^2^+a  A^m  et  IPmi-iD^m  du   degrä  2(m+ 1)^+2  et 

[     2(m+l)*.     Or,   dans   ce  -cas  A^m  et  Z)*«   ätant  du  degr^  7/1'^  et 

l    fn^— 1,  il  s'en  suit  que  k*m+2  »era  du  degrö  (m+2)*et  l)^m\2  ^^ 

/degrö  (m+2)«— 1. 

On  voit  que  duiis  Tun  et  Tautre-cas  A^m^n  et  I)^m{2  seront 
^1  des  fonctions  entiöres  par  rapport  ä  P^x,  et«  (|iie  Uur  degre  se 
1-  d^oit  de  cclui  de  A^m  et  D^m  en  changeant  tn  en  7n-|'2.    D^apr^s 
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ce  qa*on  vient    de  dire  les  suppositions  faites  subsisteront  par 
coDsöquent  pour  tout  nombre  entler  et  positif  n. 

On  satisfera  done  a  Tequation 

An 


/n«  = 


d:' 


en  dösignant  par  A\  et  D^n  des  fonctions  enti^res  par  rapport  k 
P^x  du  degre  w^— 1  et  n^,  lorsque  n  est  pair,  et  du  degrö  n^  et 
n^— 1,  lorsque  n  est  impair. 

Plus  göneralement,  Texpression 


1— 


P^m 


j_/^«x' 


P^nz 

en  supposant  y  et  z  ind^pendantes  de  x,  pourra  4tre  representöe 

Sar  ie  rapport  de  deux  fonctions   enti^res  de  P^x  du   degre  n^; 
e  maniere  qne,  si  pour  abreger  on  fait 


n  p=n 

(12)  np/5,=  n  /p  =^/i^ .. .  A-i , 

•   P=0 

I 

t 

on  aura 

donc  il  restera  k   trouver  les  racines  Mpq  et  Np,q%  pour  que  la 
relation  entre  Pnx  et  P«  soit  entierement  aiterminäe. 

Rappeions  nous  pour  cela  les  formules  (10)  et  (12)  du  §.  III.» 
savoir: 

(14)      ^P,+a=-^,      e*+»=^Q;'     Ä*+a=;:6lö;' 

d'oü  i'on  däduit 
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P,4.2ff=  — Px>   0j:+2<r=0jr,   jBx+a(7  =  —  Rx  , 
Px-{-2r = —  /^a:  9  Qx-{-2t  =  —  0«  •  Äaj-|-2T  =  Ä»  • 

La  fonction  Px^  restera  donc  la  m^me,  lorsque  x  se  chauge 
en  x+2q,  ou  en  a:-|-2<y,  ou  eo  a;+2r,  et,  par  suite,  il  en  sera 
de  m^me,  lorsque  x  se  change  en  x  +  2pQ-{-2qö+2rr,  p,  q,  r 
^tant  des  nombres  eDtiers« 

Maintenaat  le  premier  membre  de  l'öquation  (13)  s'^vanouira 

gour  x:=yy  d'oü  il  8uit  que  Py^  sera  ane  raciiie  du  second  mein- 
re.    Mais  le  premier  membre  restera  le  m^me,    lorsque   ny  se 
chaoge  en 

ny  +  2pQ  +,2qa  +2rT ,  ' 
ou  y  en 

,  2p     ,  2q    .  2r 
^  *   n  ^  '   n     ^  n 

donc    les   autres    racines    du  second  membre    seront    comprises 
dans  Fexpression 


^y^%^^Jai.^t, 


n        n        n 


ooy  simplement. 


^^5,+??^+%, 


n        n 


• > 


puisquon  a 

(16)  <f  =:r  +  Q. 

Ajoutons  que,  pour  avoir  les  racines    distinctes,    il   siiffjra  d'attri- 

buer  k  p  etq  successivement  les  valeurs  0,  1,  2,....n  — 1,  puis- 
que  tout  autre  nombre  donnera,  en  vertu  des  formules  (]5),  des 
racines  ögales  aux  pr^cödentes.    On  pourra  donc  poser 

On  trouvera  pareillement  Np^q,  en  permutant  ^  et  z,  en  sorte 
qu*on  ait 

f    L'öquation  (13)  se  r^duira  par  consäquent  a 
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P^ay  n     n  n        n^ 


<*^>  7-^=^""'—^ 


1— W=^  1— 


m         n 


Remarquons  encore  que,  lorsque  Ja  fonction  fp^q  jouit   de  ia 
propriet^  de  rester  Ia  meme  si  q  se  change  en  q-{-n^  od  aara 

n  n 

(18)  Ilg  fp,q  =  Ilg  fp,g^ 

poiir  tont  nombre  eatier  r,  et  par  suite  aussi   si  r=p.     Doug  od 
aura 

(19)  hp  ngtp,g=npn,fj,^p^q; 

ce  qui  pemiet  de  substitaer  ä   Ia   fomiule   (17),  en  ayant   egard 
aax  equations  (15)  et  (16), 

(20)  — k-=  JTp  J?9  r"P^i = n,  n,  —pr, • 

1  l 

En  faisant  z=-  g,  et  observant  qae  -^-=0,  on  dedait  de  ia 

n  M^Q 

formule  (17) 

Pnis,  en  faisant  successiveraent 


A  >  1 


en  oiiseiTant  qne 


P,=0,  Pr  =  l.  /».=7.    l-i»*x  =  <?».,   l-C*/>«,=  Ä».. 
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n    n      l  P^m 

^>„  =  pa„,JT,JT,\l--jjg-  . 

n         »       * 

(22)     {  n    n    ,        pa, 

f  n  n    ^ 

n  n  \ 


\ 


11  viendra 


ou  bien 


(23)  jPnaf  —  ^ ,     Qn«  —  "W  >      Äms  -"  IJ   > 

en  supposant  que  ^In»  Bm  Cm  Dn  se  reduisent  ans,  1,  1, 1  pour 


§.  VI.    Transformation    du    modale. 
On  a  trouvö  dans  le  §.  präc^dent  que  Texpression 

1    ^^ 


i^> 


M. 


j~P^' 


/». 


n% 


en  supposant  ^  et  z  ind^pendantes  de  x,  pourra  4tre  represent^e 
par  ie  rapport  de  deiix  fonctions  enti^res  de  P^x  du  degre  n^, 
Dn  obtient  un  autre  enoncö  de  ce  th^oreme^  en  posant,  que  cette 
expression  pourra  ^tre  repräsentöe  par  Ie  rapport  de  deux  fon- 
ctions entieres  de  q)x^  du  degr^  n ,  q>x^  etant  elie-m^me  le  rapport 
de  deux.  fonctions  entieres  de  Px^  du  degre  n, 

En  approfondissant  ce   resultat  on  sera  conduit  ä  consid^rer 
la  fonction  g>x  d^termtn^  par  l'äquation 


(1) 


(ps^=:IlpP    2p^ 
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ayant  posö,  comme  ci-dessus, 

n  p=n 

(2)  Ilpfpzzz  U  fpTzz  fofif^ ....  fnx-i  . 

p=ü 

Od  aura  par  suite 


n  n 


et 


n  n  '  n  n  n 


mai6  OD  a,  (15)^  §.  V. 

(3)  Px+2t=-Px: 

donc  ii  suivra 

n 

Puls,  comme  de  l'äquation  (2)  on  tire 

n  p=it 

Hpfp  =^  ntp 

p=l 
et 

p=n  p=m 

p=l  P^^'- 

on  d^duit  de  röquatioo  (1)«  non  seulement 

p=ii 

p=i    H-^'* 

mais  encore 


p=i 
ou,  suivunt  la  formule  (3), 


^'^-'''.Si^x+^e^^i^', 


11  viendra  par  satte 


p=ii 


Z97 

ou,  en  verta  de  la  forroule  (19),  $.  III. 


I— 


(5)  <p^,=P'x  n  P%,  - 


^T 


"     1— 


n+«P. 


11 


La  fonction  (p^x  representera  donc  une  fonctioo  fractionnaire 
par  rapport  ä  P^x,  dont  le  numerateur  sera  du  deere  n  et  le 
denominateur  du  degrö  n— 1.  Onpourradire  autant  de  T'expressioii 


9>  y 


dont  le  d^nominateur  sera  le  mdme  que  celui  de  gflg\  et,  comme 
cette  expression  s'^vanouit  ^videmmeot  pour  ^=^»  il  eii  sera  de 

mtoe  pour  asy+-^r,    en    vertu  de  la  relation  (4);    de  sorte 
qa'on  aura 


1 


P^x 


P*      2b 

n 


d'oü 


.a  1— 


I>ow 


1      y''  i_     ^' 


J^^j    '  y»«   = "« "' ;_     Z*'»  .  ' 

Thtll  XVI.  2T 
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ou,  suivaot  la  formale  (20),  §.  V. 


<^)       .— ^="'r-^. 


1-^»^     1- 


Voici  la  formule  par  laqaelle  rexpression  dans  le  premier 
membre  sera  r^duite  ä  une  fonction  fractionnaire  de  (p\  du  degrö 
n>  9*a:  etant  eUe-no^me  une  fonction  fractionnaire  deP*«  du  degrö  w. 
U  sera  parsuite  interessant  d'entrer  en  dätail  sur  la  nature  de  la 
fonction  (p^, 

Eo  diff^rentiant  par  rapport  ä  x  les  deux  membres  de  i'^qna- 

^  I  reprösentera  une  fonction  fraction- 
naire par  rapport  ä  P^x>  dont  on  determinera  les  racines  ä  Taide 
de  Tequation  (6),  en  divisant  les  deux  membres  par  y-^x»  et  en 
posant  y=^x,  Toutefois  il  sera  a  preferer  de  parvenir  ä  i'expres- 
sion  cherchäe  de  dxcpx  par  une  mäthode  directe,  surtout,  puls- 
<qa*elie  cxige  la  connaissance  de  quelques  förmuies  remarquables, 
ique  nous  allons  ötablir. 

D'abord  on  a 
et,  comme  des  formules  (1),  ^)  ^a  §.  V.  «n  deduit 

et  des  fonnules  (18)  du  §.  III. 

^  *+»  «^-»  -  ( 1  _  iapi^P^y  )9 ' 
il  Tiendra 

puis,  ayant  4gard  i^  requation 
il  s'en  suivra 


399 

(l-c«/»^P«,)a(|M«+,-P»j,)(P»,-,-/»j,)    • 
=-2/»,/»s,(  Q«j,Ä»,+l-(H-c»)/Ms,+c«/>*, I 

t 

cl*oü,  en  vertu  des  formules  (6)  et  (14),  §.  V. 

Ensuite  od  d^duit  des  formules  (I)  et  (3)  du  §.  V. 
*oü 

ert  par  suite 


(*~"^;;ä')0-p?;:i^) 


lAf»  na  i?a  /*t-fy  Px-yQx+yQx-yRx\-tiR*—y  

IMais  de  l^^quation 
Oll  tire 

M^  ,^  M^  —•    ^^^y^y 

27* 


4100 

pnis 


ce  qui  changera  l'^quation  pr^cädente  eo 

—        IßlM   m  ca   l?2    ^a^4-.V  ^J:-y  Qx\yQx--ü R%\yRx-y 

Au  moyen  de  la  formule  (8)  on  en  d^duit 

V    P^J  V    p^i^J  V    P^J 


'22//  \  ^  xi-^  /  \         r"x-2,y 

x—y  Rx-^yR-x—y 


^^        P^y+J  P»y  Q^y 


ou,  suivant  les  formules  (19)  da  §.  III.  9 

(P^x   V/  P^x     \^  P^x      \ 

=  0-  Wy)  v~  ~p^)  v^'^vfc)  v~  :^,t)  • 

Cette  formule    conduit  ä  une  semblable  pour  la  fonction  tp^ 

En   effet,  comme   on  a  P^x^P^-x,    et  parsuite^    eo  vertu  d 

l'equation  (5),  g)*;r=9^-«,    on  döduit  de  reqoation  (6),    non  seu 
lement 

1 — %--  =n, 


ip»,+«»~    "^       ,         P'x 


mais  encore 


% 
( 
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Si  donc,  pour  abr^ger,  on  pose 
il   vieiidra 

«(,'  ^«+fO('  '"'+%+'^;(  ^'-v-i"J 


«i>=iip 


ou  Buivant  la  Tor  mute  (O)» 


«=iZ 


n  «  n 


r ^ =^^^^ 


n 


Puis,  ayant  egard  ä  l*äquation  (11)  ^  §.  HL,  savoir 
on  aura 


y4  r+E»  —  '»+2Ü!» '       »-H4-?T — '^s,+^M2, » 


ce  qui  cbenge  la  prtfcMente  en  ' 

/i   ^'    \/i  ^      ^/l  ^'      \/.  p'x        X 

,    <|>=JTp = 


■ab  on  a,  en  göneral, 


4«2 


n 


J^efpfn^p  — ^/l/2*••/«/^^fl— A»— 1  —^p  ApÄp+1  • 

donc  on  pourra  substituer  a  Ja  pröcedente 


o-n, 


n  n    n  n  ^     n      n 


ou  enfiu,  suivant  les  equations  (6)  et  (18), 


= 0--  Ä)0'^^4.i)0'"  1^ JO^  < .  ^i) 


y^Y    \  ^     y^^^     V  V     y^.^^ 


Cette  formule  ätaot  etablie,  il  ne  sera  pas  difficile  de  trouver 
l'expression  cherch^e  de  dxg>x-  Pour  y  parvenir  il  sulBra  de  la 
mettre  sous  la  Forme 

\fpx^^jfpx-^J  \        %       y\      — %      / 

=-(?)X?)V.-^-<.-O'-Ä..)0-^l^> 


j,+l/  \        V  y-rv^  X       v-  j^^^ 


et  de  poser  ^=€==0.    £n  effet,  comme  on  a 

y^j-l-gf — y^j  _  (p^x-2e—(p^x  __  Q      «  — 9^Q  ^     • 
2i :Z2i Oxrx—^q>x0xq>x  y 


OD  touvera 


v.(a..,'=(öx^)%.<._  gX-©(-^;^ ' 


puis,  en  posant 


(12)  Ä=^'  . 


d'ou  aufeiftii 


m 

et  observaat  <)u'il  suit  de  l'öquation  (1) 

4  cause  de 

la  präcödente  so  röduira  ä 

(8^,,.=«.(.-^)(l-*) 


f»  ^     n 


MaiDteoaiit  soient 


t?*=l— —ÖT*        10—1  —    ^ST       * 


II  n 

et  tixons  la  däterminatioo  de  d^  tD^  en  ajoutant^  que  t>'  et  w'  se 
rödoisent  ä  1  pour  ^=0«  ce  aui  donne  gp^^O;  afors,  en  obser* 
vant  qu*on  tire  de  TquatioD  (12) 

00  aara,  non  seulement 

mais  encore 

(14)  8sg)i=£fcV. 

Soient  de  pluJ» 

(15)  Ä'=9j,     *='; 

Vi     » 


n 


d'oü 


K 


les  ^quations  (13)  se  r^duiront  \ 
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»'.=1-^.    «^=1-*.^; 


et  en  fainant 

— 2£ 


(16)  «'=Ä' 

on  aura 

(17)  t>'«  =  l -!£'«,     w^^ssl— ÄV», 
tandis  qae  T^quation  (14)  se  changera  en 

Si  eosuite  on  d^igne  par  co  une  fonction  de  x  determin^  par 
r^quation 

£i 

ou  par 

(18)  «=ear. 
ayant  fait 

(19)  Ö=^, 


OD  obtieDdra 

£d  eombinant  eelle-ci  aux  equations  (17)  od  aura  par  cons^iiacBft 

tandis  que  «',  v',  w'  soot  liees  ä  la  conditioo  de  devenir  0>  1;^  1 
pour  ;i7=0,  ou,  ce  qui  revient  au  meme,  pour  id=0.  D'aprte  ba 
d^finitioD  posee  ponrles  fonctions  circulaires  da  second  enfare  oq 
aura  donc 

ou»  suivant  L'^uatioD  (18): 

En  vertu  de  I  equation  (16)  od  a  par  suite 

(20)  q>x  =  KP(*x.k\ 
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» 

et  OD  voit  que  la  foDction  fractionnairepar  rapport  kP^x»  däsignäe  par 
q>s  et  iDtroduite  dans  ie  commencement  de  ce  paragrapne«  sera 
elle-mdme  proportiooelle  k  une  fonction  circulaire  du  second  ordre. 

^      En  eliminant  (px  des  öquations  (1),  (6),  (7),   (12)  et  (15),  ä 
l'aide  de  la  pr^ödente,  oq  trouvera 

(21)  «".»=kA»^.+^,. 

n 

1-^' 


(2a)  .    /»>,.>     "        y-hr^ 


(23)         '_^=n; 


1         P^  /»  o. 


(24)  ig=gpftp+V 

II 


'Vfi, 


Ä=/rp_2: 


^e+lP±»r  • 


Puis,  comme  on  a 


et 


^=a.p.=«?oßo=i, 


'V^ti'-dC^ 


il  viendra 


n 


n 


Ä=12pCiPVfi^=c«/Ip  P%+u  =  t"*:*: 


<Wfic,  aputo  avoirdMemM  JL  ^  H  p«r  ^ 

^11  troyvOTa  X;  et  0,  en  figwd  a  räcfiiation  (19),  |imT 

(26)  k—^^IP,  Ä=g. 

II  e8t  bon  d  observer  que,  la  vikTitr  Am-i  «taut 


X^^ 


tre  0  et  J.  /f  sera  iuleriear  a  1.     Ob   ama  par  snite   ibx 
on  voit  i|ue  plus  n  aetB,  graod  plos  k  «era  aa  dessoiiß  de  c 

Remarquoos  qa'on  tke  de  la  foranle  Ol) 


n 


oa,  ««Ion  ie0  equatioiu»  (24)  et  (26), 

8i  donc  an  lait  «^ucceft^ivemeDt 

daos  la  tomiäe  (22),  et  qv'oa  pose,  pour  abre^r 


l-'-f'.C'-^,.,) 


on  froijvßrii,  ftn  oh^ervant  qiie 
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1 

^ö^>*=52-„'  ^^''*=55;>  ^R^*,*=g2„ 


ou  bieii 


(29)  Pe.,,=^^.    ««"'=-1;'    «'".*=^' 

en  supposant  que  Hn,  Zm  (Cny  fbn  s^  reduisseot  k  6b,  1,  1,  1 
pour  a'=e=0. 

Par  ces  formules  on  passe  du  module  c  ä  un  module  k  infe- 
rieur  ä  c.  II  restera  ä  reduire  les  seconds  membres  des  ^qua- 
tioi)s  (28)  ä  des  formes  quarrees  y  mais  pour  ceia  il  faut  dl^tinguer 
les  cas  oü  n  sera  pair  et  impair.  C'est  ce  que  dous  ferons  dans 
un  autre  memoire. 

RemarquoDS  encore,  qu'en  attribuant  ä  '6x  des  valeurs  positi- 
ves,  et  en  faisant  varier  6a:  depuis  zero  par  degres  insensibles^ 
la  vaieur  de  Qex,k  restera  positive,  en  veriü  des  princlpes  ^ttiblis 
dans  ie  §.  IL,  et  eile  ne  s'evanouira  que  lorsque  6x=:th*  De 
Tautre  cote^  il  suit  des  formules  C28)  et  (29),  que  la  vaieur  de 
Qex,k   restera  positive    en     faisant    varier    x  depuis   .0    jusqu'ä 

—  9    vaieur   de  x    pour  laquelle   Qexyk  s'evanouit  de  m^me.    Les 

X 

deux  limites  n   et  6—  seront  donc  les  m^mes,  et  on  aura 

n 

ou 

(30)  ffrc==wn. 

Pareillement,  en  attribuant  ä  6x  des  valeurs  imaginaires ,  et  en 
faisant  varier  6x  depuis  0  par  degräs  insensibles,  la  vaieur  de 
QdXfk  restera  posif^ve  et  ne  deviendra  ägale  ä  oo  que  lorsque 
6x  =  Qk.  De  Tautre  cot^,  il  suit  des  formules  (28)  et  (29),  qu'en 
faisant  passer  x  par  Timaginaire  depuis  0  jusqu'ä  q,  la  vaieur  de 
Qdx,k  restera  positive  et  n'atteindra  l'infini  que  pour  la  vaieur  q 
de  X.  Les  deux  limites  Qk  et  6q  seront  donc  les  mdmes,  et  on 
aura 

ou 

(31)  6Qe^Qk^ 
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Puis,  en  observant  que  <?=T+p,  on  tircj  fles  äquaHons  (30) 
\et  (31) 

^32)  Sffe^Qkt-nrky  ak=e(Qc+  ^)> 

et  encore,  par  I'eiiiniDation  de  0, 

(33)         ^=11^,   ^=l»^^ 

^     '  Qc  Qk        rk  Qk 

Enfin,  comme  on  a^  suivant  T^quatiou  (5)^  §•  IL, 

60  determinant  b  par  ies  ^quations 

(34)  6r=5c,    5«*=1— 1«»,    5o  =  l^ 

on  aura  pareillement 

^k  =  VSh, 

eo  d^termioant  h  par  T^quation 

(35)  h=m: 

donc  il  sera  permis  de  substitaer  aux  öquations  (31)  et  (33) 

(36)  er»  =  rft,    -=»-,     -=«-. 


XXXIV. 


i 


Auflösnn^dcr^eometrisclien  Aufgabe: 
Durch  zwei  $?e^el>ene  Pnnkte  einen 
KreiH  zu  beschreiben,  der  einen  g^e- 
sebenen  Hreis  80  i^^chneidct,  dass  die 
beiden  gemeinschaftliclien  ^lehnen 
einer  gegebenen  Oeraden  gleich 
werden. 

Viin 

Herrn  Dr.  J.  R.  Boyman, 

GjninniiiallehriTr  zu   Coblrnz. 


{Taf.  IX.  Fig.  1.)  A  und  B  die  beiden  gegebenen 


Punkte,  DEFG  der  gegebene  Kreis, 
m  die  gegebene  gerade  Linie,  welcher  di 
gleich  werden  soll. 

Beschreibt  man  durch  die  gegebene 
beliebigen  Kreis,  welcher  den  gegebeue  ,., 

ten  D  und   E  schneide,    verbindet  A  mit  B  und  D  rnit  £, 
verlängert  AB   und  DE  bis    zu  ihrem  Durchweh nittspimkt  /'.    so 
ist  nach  einem  bekannten  Satze: 


Mittelpunkt  C, 
gemeinscbaftticbe  Sebne 


Punkte  A  und  B  einen 
(C)  in  siwei  Puntt- 


PA  xPB^PD  XPE 


(l) 


Zieht  man  nun 
gebenen  Kreis, 


PNxPHl=PDxPE. 

ind  (2)  ergibt  »ich : 

PAxPB=PyxPM. 
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Die  Punkte  M  and  N,  in  welchen  die  Sekante  den  gegebenen 
Kreis  schneidet,  liegen  folglich  mit  den  gegebenen  Punkten  A 
und  B  jedesmal  auf  einer  Kreislinie. 

Legt  man  nun  eine  Sehne  FG==m  in  den  gegebenen  Kreis, 
beischreibt    ferner   mit  dem  Abstände   CH  derselben    vom  Mittel- 

eunkt  einen  Hülfskreis  und  zieht  endlich  an  diesen  Hüllskreis  vom 
^unkte  P  aus  die  Tangenten  PK  und  PAT',  welche  den  gegebenen 
Kreis  in  den  Puqkten  M  und  iV,  resp.  in  den  Punkten  M*  und 
N'  ischneiden,  so  sind  ABMN  und  AßM'N'  zwei  Kreise  (und 
zwar  die  einzigen)  von  der  verlangten  Eigenschaft ,  und  die  Durch* 
Schnittspunkte  O  und  O*  der  in  &x  Mitte  von  AB  und  MN^  resp. 
von  Aß  und  M'N\  errichteten  Senkrechten  ihre  Mittelpunkte. 

Denn  nach  (3)  liegen  die  Punkte  A,  B^  TU/,  iV,  so  wie  die 
Punkte  A,  B^  M\  N',  je  auf  der  Peripherie  eines  Kreises;  auch 
ist  die  diesen  Kreisen  mit  dem  gegebenen  Kreise  gemeinschaft- 
Ilclie  Sehne  MN,  resp.  M*N\  wegen  gleichen  Abstandes  vom  Mit- 
telpnnkte«  der  Sehne  FG,  folglich  der  gegebenen  Geraden  m  gfetch. 


Ist  die  Gerade,  welcher  die  gemeinschaftliche  Sehne  gleich 
sein  soll,  dem  Durchmesser  des  gegebenen  Kreises  selbst  gleich, 
so  ist  ihr  Mittelpunktsabstand  C£r=0,  und  statt  des  Hülfskreises 
und  der  beiden  Tangenten  an  denselben  hat  man  alsdann  die 
Eine  Sekante  PS  durch  den  Mittelpunkt  C,  und  also  auch  nur 
den  Einen  Kreis  AB  RS,  welcher  den  gegebenen  Kreis  (C)  in 
R  und  S  so  schneidet,  dass  diese  Durchschnittspunkte  in  dem- 
selben sich  dian\etrai  gegenüberstehen.  —  Hiermit  ist  eine  ein- 
fache Auflösung  einer  in  dem  Aufsatze  Nr.  YIII.  Theii  XV.  be- 
handelten Aufj^abe  gegeben,  nämlich  der  von  dem  Herrn  Heraus- 
geber des  Archivs  gestellten  Aufgabe : , 

„Durch  zwei  gegebene  Punkte  einen  Kreis  zu  zie- 
„hen,  der  einen  anderen  gegebenen  Kreis  in  den  End- 
„punkten  desselben  Durcnmessers  dieses  gegebenen 
;,Kreises  schneidet.'' 


Wird  die  gegebene  Gerade  Null 5  so  fällt  obiger  Hülfskreis 
mit  dem  gegebenen  Kreise  (C)  zusammen,  an  welchen  man  nun 
die  Tangenten  PT  und  PT'  zu  ziehen  hat,  um  als  verlangten 
Kreis  einen  der  Kreise  ABT  oder  ABT'  zu  erhalten.  —  Dies  ist 
aber  die  bekannte  Aufgabe: 

„Einen  Kreis  zu  beschreiben,  welcher  einen  ge- 
„gebenen  Kreis  von  Aussen  berührt  und  durch  zwei 
„ausserhalb  desselben  gegebene  Punkte  geht.'' 


411 


STeue  Formeln  zur  inaependenten  Bd* 
Stimmung  der  fi^ekaitten-.  und  Tataf^en- 

teiikoefttzienten^ 

Von   dem 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Schlomilch 

zu  Dresden. 


FöT  jedes  zwischen —ö"^  uod  +0"^    Hegende   x  gelten   be- 
kanntlich die  Gleichungen 


s 


tanT= j;^ X  +      1 2'^  4  ■  *  * 

+  1.2.3.4.8.6  ^''  +  "' 

worin  ^o»  -^2*  ^a*  -B^  etc.  die  sogenannten  Sekantenkoefiizien- 
ten,  Bii  £39  ^5  6tc.  die  Bernouilischen  Zahlen  bedeaten.  Setzen 
wir  zu  grosserer  Gleichförmigkeit  der  Bezeichnung 

mid  nennen     entsprechend    Ti,    T3,     Tk     etc.    die    T*ogentisH^ 

1  -    1 

k'Oeffizienten ,  so  ist  jetzt  Ar  Q-7V>a?>— ^« 
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2)        sec^=7'o  +  ^;r»+^^*4  + 


•••» 


3)      tanx=--i^+j^a:»+j3^aj»  + 


•  •••• 


Die  independente  Bestimmung  der  KoefBzienten  Tq,  7|,  T^? 
T^  etc.  verursacht  bekanutlich  einige  Schwierigkeiten  ^  die  man 
nur  durch  Einführung  imaginärer  Grössen  umgehen  za  können 
glaubte ,  wobei  das  Problem  zuletzt  auf  die  Entwickelang  der  hö- 
heren Differentialquotienten  von 


6»— 1 


hinauskam  (m.  s.  u.  A.  den  Artikel  BernouilischeZalileo  in 
den  Supplementen  zum  mathematischen  Wörterbuche.)*  Es  lässt 
sich  aber  die  Sache  viel  einfacher  ohne  imaginäre  Grössen  ab- 
machen und  man  gewinnt  dabei  Formeln^  welche  sich  vor  den 
von  Lapiace^  Scberk  und  mir  selbst  (in  meiner  Differenzialrech- 
nung)  mitgetheilten  durch  grössere  Einfachheit  auszeichnen. 

I.  Nach  bekannten  Lehren  ist  der  Koeffizient  Ti^n  nichts  An- 
deres als  der  spezielle  Werth,  welchen  der  (2it)te  Differenzial- 
quotient^  von  sec:zr  für  a:=:0  erhält,  also  nach  Caachy's  Be- 
zeichnung ,  ' 

4)  ar'an=:(Z)*»seca:)(o) . 

Um  diesen  zu  entwickeln  bemerken  wir,  dass  für  o^^>'^  o 
die  Gleichungen  ^ 

1  1 

secrrss = 


cosar        VI— sin^o: 
=  1+  2  sin»x+2^sin*a:  +  f^^^^^  + 


statt   finden,     wobei    wir    die    Reihe    in    zwd    Theiie   zerleg«D, 
nämlich : 

..1.^.1-3...        .  1.3.5.,.  (2«^1).  . 
seca:=  1  +  5  sm«a:+  ^ sin4:r+....  +    c^46...(2ii)     ®*^^ 

1.3.5...  (2n+l) 
+  2.4.6...  (2w+2)  ^^^   ^  ^  + 


Denkt  man   sich   im  zweiten  Theiie  für  sino:  die  bekannte  Reihe 
x^^x^  +  etc.  gesetzt  und  die   PotenziniDgen   ausgeführt,    so 


M^ürde  eine  Reihe  zum  Vorfichein  kommen,  welche  mit  der 
<2n-f  2)ten  Potens  von  x  aiidn|;e  und  überhaupt  von  der  Form 
^M^äre 


^'obei  es  auf  die  Werthe  vonJ^o»  ^2>  ^^c.  nicht  weiter  anlconmit. 
*^enn  die  nunmehrige  Gleichung 

,  ,  1    .  „     ,  1.3   .  .     .       .  ).3.5...(2«-l)   .  ^ 
8eca:=l+:2  «m»a:  +  ^-jsm^j:  +....  +    24  0   (2w)     *""   ^ 

+  «00:««+«  +  R^x^^r^  +  «40;«»+« + .... 

(2n)raal  differeiizirt  und  nach  geschehener  Differenziation  o;  =  0 
gesetzt  wird,  so  verschwindet  der  zweite  Theil>  und  da  links  T^n 
zuni  Vorschein  kommt,  so  ist  jetzt 

5)     Tan  =  \  (/)*«sin«ar)(o)  +  ^  (O»"8in*ar)(o)  ^... 

Zur  AusfChrung  der  hier  angedeuteten  Differenziationen  dient 
die  bekannte  für  jedes  ganze  positive  k  geltende  Formel 

6)    sin«*a?=-^^-i[^2  (2*)*— (2A)it-iC082o?+(2A')*-2C084o?—  ....~j 


in    welcher  die'  bekannte  Hczeichhiingsweiiiie   der  BinomialkoefQ- 
aienten 

m{;m—  l)(yn — 2) ....  (m — i — 1) 

angewendet  worden  ist    Man  hat  nun  bekanntlich 

D^^C08(lX  =  ( — l)*fl^CO»flX , 

folglich 

(Z>«"cosf4o:)(o)  =  (-l)"ft«" , 
mithin  durch  (2n)malige  Differenziation  der  Gleichung  6)  Rir  x=0 

(ß2*sin«*af)(o) 
=  1^1  H(2Ä)*-i2^  f  (2Ä)*-.a4*«^(2A)t-3Ö«»  + ....  ] . 

Wendet  maA  diess  auf  die  Gleichung  5)  für  kz=il,  2,  3,....n 
an«  so  ist  durch  nachherige  Multiplication  mit  ( — 1)"+^ 

Theil  XVI.  2H 
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+  \a6.?2«/^  •  äii  f^")"-  i-2*'-(2»)«-a't»»+-.±(2n)o(2n)««] . 

Für  n=:0  darf  man  diese  Formel  nicht  benutzen,  weii  ihre  Hef- 
leituag  voraussetzt,  dass  wenigstens  eine  Differenziation  gemacht 
worden  ist.  Aus  Nr.  2)  folgt  aber  für  x=zO  unmittelbar .  Tq  =  1, 
und  nup  hat  man  weiter  T^,  T^,  T^  etc.  nach  der  obigen  For- 
mel; z.  B.  für  n==3 

=  16-180+225=61. 
n.    Eine  ganz  ähnliche  Rechnung  dient  zur  Bestimmung  von 

8)  ran-i  =  (Z>*«-^tanar)(o).     ^ 

1  1 

Man  hat  nämlich  zunächst  für   qTC^x^  —  -yjc 

sinj* 
tanar=r 


V  1  —  sin% 


=  smo:  +  rt  sm'or  +  ^r  S'^^  + 


wobei  wiederum  die  Reihe  in  zwei  Theiie  zerlegt  werden  möge, 
nämlich 

tana?=::8iDa:+^8mSar-f  ^sm^o:  + ...  +  ^  4    (2w-~2)  ®'*^    ^^ 

.  1.3.5....(2it— 1)  .  ^,, 
+     2.4.6....(2nr''°^'^  +  ''" 

Denkt  man  sich  im  zweiten  Theiie  fSr  sinor  seinen  Werth  gesetzt, 
•o  erhält  man  eine  Reihe,  welche  mit  der  (27t-M)ten  Potenz  von 
X  anfängt,  und  daher  ist  auch 


\ 
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♦  •.^•.«.13...       ,  1.3...(25--3)  .  ^  , 

wobei  es  auf  die  Werthe  der  mit  K  bezeichneteo  Koeffizienten 
nicht  weiter  ankommt.  Durch  (2n — l)maiige  Differenziation  und 
NulliOzirung  von  x  wird  jetzt,  da  der  zweite  Theil  verschwindet, 

9)2V«-,==(/)«n-igina;)(o)  +^(/>«»-isiii»^)(o>  +  g|(/>»^»5to*a:)(o) 

.  1.3.5...  (2ii-^— 3)  ,r^    .  •  «    ,  V 
+  ••••+ä.i.&..(2n-2)  (^-»«•»«-»*)(o). 

Andererseits  ist  nach  einer  bekannten  Formel 

1 

sin«*-*^:  =22it=:ä[C^^"-"^)^-is'"^'^""(2*--l)*-8S'»3;r+ ...]» 

woraus  man,  unter  Rücksicht  auf  die  Gleichungen 

/>*«-isinfAa?=:  (— l)»+y«»-icosf*a:, 

(D2«"isin^)(o)  =  (— 1)«+V*'"'^ 
leicht  die  folgende  ableitet: 

(Z)*»-^sin«*-JÄr)(o) 

Demzufolge  geht  die  Formel  9)  in  die  nachstehende  über: 
10)       (--l)«+iTa»-i  =  lo.J*"-* 


+    .    . 


+  ....±(2it-l)o.(2n-l)««-i], 

welche  der  unter  Nro.  7)  verzeichneten  völlig  analog  gebildet  ist; 
man  erhält  aus  ihr  für  11= 1,  2,  3,  4  etc. 

Ty=\,   ^8=2,  75=16,  7V=272,.... 

Hieraus  lassen  sich  auch  rückwärts  die  Bernoullischen  Zahlen  ab 
leiten,  wetin  man  der  zweiten  Gleichung  in  Nro.  1)  die  Form 

28* 
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+  ^ile^n)^ '  äii  [<2«)«-  ,.2««-(2«),-«.4««+-.±(2n)o(2«)*'] . 

Für  n=0  darf  man  diese  Formel  nicht  benutzen,  weil  ihre  Hef- 
leituag  voraussetzt,  dass  wenigstens  eine  Differenziation  gemacht 
worden  ist.  Aus  Nr.  2)  folgt  aber  fiSr  ;r=0  unmittelbar.  7o=I, 
und  nup  hat  man  weiter  T^,  T^,  7«  etc.  nach  der  obigen  For- 
mel; z.  B.  (Qx  n=:3 

=  16-180+225=61. 
II.    Eine  ganz  ähnliche  Rechnung  dient  zur  Bestimmung  von 

8)  ra,,-i  =  (Z>2»-itanar)(o).     - 

1  1 

Man  hat  nämlich  zunächst  für   Q7r>:r>  — ^  n 

sinj- 
tanar=r 


V  1  —  sin^^r 


sma:  +  rt  8>D'ar  +«7-  sm*j:  + 


wobei    wiederum  die  Reihe  in  zwei  Theile  zerlegt  werden  mdf 
nämlich 

tana?=8ma:+2  «"^+  c^s"^»^?  + ...  +  2,4,.,  (2^—2)  ®'*^    ^^ 

.  1.3.5.. .. (2»— 1)  .  ^,, 
+     2.4.6....(2nr  "'"^  ^  +   •• 

Denkt  man  sich  im  zweiten  Theile  f3r  sinar  seinen  Werth  ge 
so  erhält  man  eine  Reihe,  welche  mit  der  (2nHhl)ten  Poteo 
J7  anfängt,  und  daher  ist  anch 
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■**•"■*»  —  2*»(2*"— 1)         * 


giebt;  so  findet  sich  ohne  Mfihe: 


^»—4.3 '^-6'    ^»— 16.15  •'^SO' 

fl  4  AI 

DI.    Cm  endlich  eine  Formel  zn  erhalten,    welche   T^m  und 
Ts««!  zugleich  angiebt«  bemerken  wir,  dass  die  Gleichung 

\    seca?  +  tanj:=tan(  jjr+2  ^) 

fp  rp  ip 

statt  findet,  and  demnach  för  eio  ganzes  positives  m 
11)  T«=|Z>»tan(y^+2*^)l(<^) 

sein  muss.    Man  hat  nun  weiter  för  .'i?<q  ^ 

X     ,1     . 1    ^  coso? 

^4     '2    ^        1 — siDo; 

=cos:r  +  sin;rcosa?-f  sin^jrcoso:  + .... +sin"»a:cosdr 
+  siD"»+ia:cosa:+sin»"+^a:cosa:  + , 

oder,  wenn  man  in  dem  zweiten  Theile  der  Reihe  för  sina:  und 
cosa;  die  gleichgeltendeo  Potenzenreihen  setzt: 

=  coso?  +  sin^rcoso;  +  siD^orcosar  + ...  +  sin"»a:cosar 

wobei  es  nicht  auf  die  Werthe  der  mit  H  bezeichoeten  Koeffi- 
zienten ankommt.  Hieraus  ergiebt  sich  durch  mmalige  Differeo- 
ziation  und  nachher  für  x^zO  wegen  Nro.  11) 

Tm  =  (D^cosx){o) + (/)'"sina:cosa:)(o)  +  (Z>«sin*a?cosa:)(ö) + .... 

+  (Z)'"sin*"a:cosa:)(o) . 

Man  hat  aber 


folglich  durch  mmalige  DifferenziatioD 

oder  umgekehrt 

1 

und  mithin  durch  Anwendung  auf  das  Frühere 

12)       r«  ~  (i>«+ifiina:)(o)  +5-(/>«+»aina;p)(o)  + 


+  ^i^i^^^^'^'^'^^^^^o) ; 


und  hier  lassefi  sich  sämmtliche  Differenzialquotienten  der  Sinus- 
potenzen auf  dieselbe  Weise  wie  früher  entwickein.  Geht  man 
auf  die  Unterscheidung  gerader  und  ungerader  m  ein»  so  findet 
man  für  m  =  2n: 

13)    (-l)»7',»=l  +  j-^[3i.ls«+i-3o.3«-+»]' 


+    .    .    .    . 
1         1 


i+lVl*'+M2»+l)«-i-3*'+' 
+  ....±(2n+l)o(2n+l)*«+»]; 


und  entsprechend  für  m=:2n— 1: 
14)    (-l)"+ir»,_,  =  ^.^JS^.2*»] 

+  5  •  ^  [e,.2«--6,  .4««+6o .««-] 
+ 

....±(2n)o.(2«)»"]. 
Nach  der  zTreiten  tod  diesen  Formeln  ist  z.  B.  fiSr  n==3: 


• 
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.  n^^'lm 


+  g.^[l5.2«-6.4«+6«] 

=16—120+120=16. 

Die  letzten  beiden  Formeln  für  T^n  und  T^n-i  scheinen  die  ein- 
fachsten za  sein,  welche  zur  independenten  Bestimmung  €ber- 
haapt  dienen  kunnen.  Die  wirkliche  Berechnung  der  »Sekanten- 
und  Tangentenko effizienten  wird  man  übrigens  unter  Anwendung 
rekurrirender  Formeln  jederzeit  leichter  haben  als  nach  irgend 
einer  independenten  Formel;  unter  den  zahlreichen  rekursiven 
BeziebunseD»  welche  man  zu  diesem  Zwecke  angeben  kann, 
scheint  die  folgende 

15)  ihq  Tm — iBi  ^«—1  +  *'*4  5r»— 4  —  tn^Tm  -e + ..•  . 

.   mn 
=sm-2-, 

welche  gleichförmig  für  gerade  und  ungerade  m  gilt»  die  einfach- 
ste und  wohl  auch  nicht  bekannt  zu  sein.  Formell  ist  noch  die 
folgende  von  Interesse: 

16)    2TmU=moToTm  +  m^TiTm-^i+m2T^Tm-^  +  .», 

in  welcher  einige  Aehnlichkeit  mit  dem  Binomialtheoreme  liegt. 
Von  beiden  Reknrsionsformeln  ist  übrigens  der  Beweis  so  leicht, 
dass  ich  ihn  füglich  übergehen  kann. 
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Heber  die  sieh  unendllcb  Terg^össerii' 
den  und  die  sich  nnendlich  Terl£lei< 

nernden  Ourren. 

Von  dem 

I 

Herrn  Doctor  J.  6.  H.  Swellengrebel 

KU  Utrecht. 


Ist  ans  der  Grad  n  und  die  Form  einer  gewissen  algebrai- 
scben  Curve  f(x,y)=0  vOilig  unbekannt,  so  Ist  uns  aucb  unbe- 
kannt,  welche  die  Form  sei  der  aus  der  Primitiven  durch  »malige 
Vergrüsserung  oder  Verkleinerung  entstehenden  Curve.  Nur  wis- 
sen wir,  dass  —  wenn  wir  den  Coordinaten- Ursprung  als  im  Ver- 
gr5sserungs -Centrum  liegend  uns  denken,  d.  h.  in  demjenigen 
Punkte,  wovon  die  Vergrösserung  ausgeht,  und  der  daher  beider 
Vergrösserung  seinen  Ort  nicht  wechselt  -^  die  resultirenden  Cur- 
ven  respective  durch  die  GlelchungeA 

/■0.|)=Onnd  f(px,  py)=0 

angedeutet  werden.  Anders  dagegen  verhält  sich  die  Sache  im 
Limitfall  «=:  00,  da  alsdann  nur  ein  gewisser  Theil  der  Primiti- 
ven auf  me  Form  der  Resultirenden  Emfiuss  hat,  diese  aber  vom 
ganzen  übrigen  Theil  der  Primitiven  un&bhängig  ist«  so  dass  man, 
ie  Primitive  /*(j?,y)=0  möge  uns  übrigens  vOTlig  unbekannt  sein, 
doch  schon  die  Form  der  resultirenden  Curven 

f{Ox,  Oi/)=0  und  f(<x)X,  ooy)=:0 

vorhersagen  kann. 
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Betrachten  wir  erstens  die  unendliche  Verkleinenmg:  Es  re- 
dncirt  sich  alsdann  der  ganze  vom  Coordinatennrspning  endlich 
entfernte  Theil  der  Prunitiven  beim  Cebergang  znr  analM^en 
Curve  aofdiesenUrsprungpunkt  selbst,  sodass  nur  noch  die  unend- 
lich entfernten ,    d.  h.  die  asymptotischen  -  Zweige  der  **——=*= 


zu  betrachten  übrig  bleiben.  Wäre  nun  die  Primitive  f(x,^)=^0 
eine  gewisse  Gerade  o:r-|-%4'l=0,  so  wurde  sich  für  die  Curre 
f(ccxy  QDy)=rO  die  Gerade  ax-t-ötf^Oy  d.  h.  eine  durch  den 
Coordinaten  -  Ursprung  gehende,  der  Primitiven  parallele  Gerade 
ergeben.  Es  wird  cbher  auch  allgemein,  bei  der  unendlicheo 
Verkleinerong  einer  beliebigen  Primitive  f{x,y)^=09  Jede  ihrer  < 
Asymptoten  in  eine  den  Coordinaten-Ursprung  in  nämlicher  Rich- 
tung durchgehende  Gerade  sich  abändern.  Da  nun  jede  algebrai- 
sche Curve  eines  gewissen  Grades  it  im  Allgemeinen  it  reelle 
oder  imaginäre  asymptotische  Zweige  hat,  welche  sich  unendlich 
zu  ihren  Asymptoten  annähern  und  bei  der  unendlichen  TerkleU 
nennig  noch  inniger  mit  diesen  verschmelzen  und  daher  mit  die- 
sen verwechselt  werden  dürfen,  so  ergiebt  sich,  dassdie  ans  der 
Primitiven  fn(x,y)^zO  entstehende  Curve  ^(acap,  aof)=0  im  All- 
gemeinen eine  neue  Curve  xten  Grades  ist,  welcte  jedoch  die 
Specialität  besitzt,  dass  sie  aus  ^nem  durch  den  Coordinaten- 
Ursprung  gehenden  Strahlenbüschel  von  n,  den  Asymptoten  der 
Primitiven  parallelen.  Geraden  besteht 

Das  nämliche  ergiebt  sich  aus  der  Betrachtung,  dass  jede 
Curve  nten  Grades  (siehe  Plucker  in  seiner  Theorie  der 
algebraischen   Curven)  betrachtet  werden  kann  als 

/■.(x,3r)=l(iiij:+6iy+l)  (ii^+Ä,y+l)....  (a^-t^^+l)]  +F(x,y)==0, 

wo 

«i^+ftiy+l=0,    a^+h^y+i^O  etc. 

die  n  reellen  oder  imaginären  Asymptoten  der  fnix^)=0  bedeu- 
ten.   Durch  pmalige  Verkleinerung  erhalten  wir  die  Curve 

fm(pa:,py)=[aipx+bipy+i) —  (a^x-t^tf+l)]  +  fXpx4nf)^ 

..-=p«X[(a,jr+6,y  +  -)~(o.ar+6^+-)]+|»^»F(*,y)=0. 
d.  h.  die  Curve 

weiche  sich  durch  die  Annahme  p=:OD  auf  die  Curve 
d.  h.  auf  den  oben   erwähnten  Strahlonbäschel  reducirt. 
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Weadeo  wir  dieses  an  auf  den  specieilen  Fall»  dass  die  Pri- 
mitive ein  Kegelschnitt  sei:  Inr  diesem  Fall  können  wir,  da  alle 
Asymptoten  einander  in  einem  gemeinschaftlichen  Punkte  durch- 
schneiden, die  unendliche  Verkleinerung  auch,  wenn  wir  das 
Verkleinerungs-Centrüm  in  diesen  Durchschnittspunkt  der  Asym- 
ptoten yerlegen »  als  ein  unendliches  Annähern  der  Curve  zu  ihren 
Asymptoten    betrachten,  d.  h.  wir  können  uns  die  Primitive 

{x  +  cy)(x+dy)  +  e=0 

mit  der  Analogen 

(^+c»)(a?+dy)=0 

durch  solch  eine  Verwandtschaft  verbunden  denken,  welche  aus 
der  die  Asymptoten  zu  ihren  Situations-Axen  habenden  Affinität 

s'  +  cy'=:-(x+n/), 

x'  +  dy'=:-(x  +  dy) 

im  Limitfall  ;9=:c3d,  9=c3d  hervorgeht.  Man  pflegt  in  den  Lehr- 
büchern gemeiniglich  nur  einfach  anzugeben ,  dass  die  allgemeine 
Gleichung  zweiten  Grades 

Ax^i'By^+Ca:tf+Dx+Ey  +  F=0 

bei  einem  gewissen  Zusammenhang  zwischen  den  <3oenicienten 
'  AB CDEF  sich  auf  ein  System  zweier  Geraden  reducirt,  ohne 
dass  man  näher  die  Möglichkeit  solch  einer  Formveränderung  des 
Kegelschnitts  anzeigte,  ^ine  bessere  Einsicht  des  Vorganges 
erhält  man,  dünkt  mich,  wenn  man  zugleich  angibt,  was  denn 
eigentlich  der  Kegelschnitt  in  diesem  Limitfall  erleide,  und  wenn 
man  jhn  entweder  als  sich  unendlich  nach  seinem  Centrum  zu 
verkleinernd  oder  aber  nmendlich  seinen  beiden  Asymptoten  als 
Situations-Axen  einer  affinen  Transformation  sich  annähernd  sich 
denkt. 

Betrachten  wir  jetzt  die  unendliche  Vergrösserung  einer  be- 
liebigen algebraischen  Curve  f„(x,y)=0»  Bei  dieser  Veränderung 
bat  nur  der  unendlich  kleine,  in  der  unmittelbaren  Nähe  des  Ver- 
grösserungs-Centrums  liegende  Theil  der  Primitiven  auf  die  Natur 
der  analogen  Figur  Einfluss,  da  der  ganze  übrige  Theil  der  Pri- 
mitiven beim  Uebergang  zur  Analogen  sich  in*s  Unendliche  ver- 
liert und  daher,  weil  nur  von  algebraischen  Curven  die  Rede 
war,    nicht  weiter  berücksichtigt  werden  braucht,    da   sonst  die 


^.... 
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analoge  Figur  sich  io  nDeodlicher  EDtfernmig  vom  Coordinatea- 
UrspruDg  om  diesen  winden  und  daher  an  den  transcendentea 
Corven  geredinet  werden  mfiaate.  £a  wird  noa  liei  der  Piimitifen 

Ua:,ff)=[Ax'+B2!'-^  + ....  +  Cy]  +  [Daf^-^  + ...]  + 

im  Allgemeinen  £f  ^0  sein»    d.  h.    es  wird  im  Allgemeinen  der 

Coordinaten  -  Crspraos  und  daher  auch  das  Vergrussemnss- Cen- 
trum sich  nicht  auf  aer  Curve,  sondern  irgendwo  ansserbalb  ihr 
befinden,  sodass  bei  der  unendlichen  Vergrosserung  im  Allgemei- 
nen  die  ganze  PrimitiTe  f{Xjy)=^Q  sich  unendlich  vom  Coordina- 
tea-Ursprung  entfernt,  und  daher  die  Analoge  fifix,  Ohy)=0  im 
Allgememen  eine  Curve  Oten  Grades  wird,  d.  h.  zur  Gleiebnng 
HzzzO  sich  reducirt  In  speciellen  Fällen  jedoch  kann  es  sich 
ereignen,  dass  in  der  Gleichung  fn(ä:,y)=0  der  Coefficient  /fdea 
Werth  0  hätte,  so  dass  die  Primitive  das  Vergrosserungs-Cen- 
trum  durchstrich,  und  zwar  in  einer  Richtung,  deren  Winkel  mit 

F 

der  Richtung  der  Coordinaten-Axe  ^=0  durch  arc.tg.( — y^)  an- 
gedeutet wGrde.  Es  wird  alsdann  der  in  der  unmittelbaren  Nähe 
des  Vergrosserungs- Centrums  liegende  Theli  der  Primitiven,  bei 
der  unendlichen  Vererosserung  sich ,  mit  Beibehaltung  ihrer  Rich- 
tung, zu  einer  Geraden  ausdehnen,  sodass  die  analoge  /«(Ö^^Qy) 
=0  —  wenn  wir  wiederum  ihre  unendlich  entfernten  Windungen 
ausser  Betrachtung  lassen  —  sieb  zu  der  Geraden  Fx  +  Gy^=0 
oder  allgemeiner  zu  der  ihrparallelenGeraden/or-f  6*^4-1^=0  redu- 
cirt In  noch  specielleren  Fällen  kann  es  sich  ereignen ,  dass  die 
Primitive  im  Coordinaten-Ursprung  einen  Doppelpunkt  oder  über- 
haupt einen  ofachen  Punkt  hätte.  Es  wird  alsdann  die  Analoge 
A(0^9  0v)=0  eine  Curve  ^ten  Grades  sein,  und  zwar  eine  ans 
q  Geraden  bestehende,  welche  den  q,  der  Primitiven  im  Coordi- 
naten  Ursprung  zu  ziehenden  Tangenten  respective  parallel  laufen. 

Es  ist  aber  wohl  zu  beachten,  dass  bisher  immer  nur  von 
algebraischen  Curven  die  Rede  war,  sodass  unsere  Behaup- 
tung, dass  die  unendliche  Verkleinerung  oder  Vergrosserunjg  einer 
beliebigen  Curve  fn (3^,3)^=0  im  Allgemeinen  immer  ein  System 
von  n  oder  q  Geraden  liervorbringt,  nicht  geradezu  auf  transcen- 
dönte  Curven  übertragen  werden  darf,  sondern  bei  diesen,  statt 
eines  Systemes  von  Geraden,  bisweilen  neue  Curven  hervortre- 
ten. Nehmen  wir  z.  B.  die  logarithmische  Spirale  9=lg.r, 
und  verkleinern  oder  vergrussern  wir  sie  unendlichmal,  so  ergibt 
sich  in  beiden  Fällen  —  nur  soll  im  letzten  Fall  das  Verdrösse- 
rungs- Centrum  im  Centrum  der  Spirale  angenommen  werden  — 
eine  neue  Curve,  welche,  so  wie  die  Primitive,  einerseits  sich 
mit  unendlich  vielen  Windungen  in's  Unendliche  erstredcf; 
anderersoitM  unendliche  Male  um  das  Vergrüsserungs-Centnim 
sich  herumdreht  und  sich  ihm  immer  mehr  nähert.  Da  nämlich, 
bei  unserer  Lage  des  Vergrösserungs-Centrums,    die    unendliche 
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Verkieinerung    oder    VergrusseruDg    einer    Primitiven  f(r,q>)^=0 
respective  durch   das  Gleichungen -Paar     "^/_^     oder  durch  das 

Paar       «'^^    ausgedruckt  wird,     so    ändert  sich   die  Primitive 
9>=|g.r  in  die  Curven 

9'=9=lg-»'='g-(a>XrO=+oo  +  lg.r', 

9' =9=lg.r=:lg .  (Oxr')  =  —  oo  +  Ig.r' . 


In  beiden  Fällen  ist  daher  die  resultirende  Curve  eine  neue  loga- 
rithmiscbe  Spirale ,  welche  aus  der  Primitiven  als  auf  diese  Weise 
entstanden  gedacht  werden  kann,  dass  die  ganze  Primitive  sich 
unendliche  Male  um  den  Coordinaten- Ursprung  gedreht  hätte»  und 
welche  mit  der  Primitiven  nicht  nur  durch  die  Verwandtschaft 
der  Aehnlichkeit,  sondern  auch  —  wegen  der  Bedingung 
(pf=(p  —  durch  diejenige  der  Aehniichkeit  mit  ähnli- 
cher Lage  verbunden  ist.  Ob  sie  aber  mit  der  Primitiven  coin- 
cidire,  hängt  davon  ab,  ob  jede  ihrer  Windun&en  nach  Beendi^ 
gung  der  unendlich  vielen  zur  Vergrosserung  oaer  Verkleinlerung 
erforderlichen  Umdrehungen  auf  eine  der  Windungen  der  Primitiven 
geiftth  oder  aber  sich  zwischen  zwei  Windungen  der  Primitiven 
befindet;  was,  da  die  Anzahl  oo  dieser  Umdrehungen  unbestimmt 
ist,  unbestimmt  bleiben  muss. 
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AuflSsunfr  d<^  UlalfattrsclieB 

Problems. 

Too 

Herrn  H.  Seheifler, 

Bm«  -  C— dl«ctc«  r    bei    den  Herxo^Ucb   Brautchweig;ischea 

za  Braon schweig. 


Da  kh  die  nachstehende  AnflusoDg  des  Malfattischen  Pro- 
blems zu  einer  Zeit  gefunden  habe,  wo  mir  von  einer  bereits 
Teroffentlichten  Losnng  desselben  noch  Nichts  bekannt  war;  so 
Tennathe  ich,  dass  meses  Verfahren  wesentlich  von  den  schon 
vorhandenen  Auflösungen  verschieden  und  demnadi  die  Publika- 
tion desselben  gerechtfertigt  sein  wird. 

Nach  diesem  Problem  sollen  in  ein  Dreieck  ABC  (Ta£  IX. 
Fig.  %)  drei  Kreise  beschrieben  werden,  von  denen  jeder  xwei 
Sc^en  des  Dreiecks  und  die  anderen  beiden  Kreise  berfihrt 

'  Dass  die  Mittelpunkte  E,  F,  G  der  eesuchten  Krriso  aaf 
den  Ualhirungslinien  AD,  BD,  CD  der  Winkel  des  Prciecfcs 
liegen  mosseo,  leuchtet  ein.  Zieht  man  £F  und  HUIt  von  B  and 
F  die  Perpendikel  £J,  FK  auf  AB\  so  muss  EJ  der  Radios  des 
um  E  beschriebenen,  FK  der  Radius  des  um  F  besdiriebenen 
Kreises  und  EF  muss  die  Summe  dieser  beiden  Radiw  sein. 

Nun  seien  zur  Abkürzung 

o,  6,  c  die  den  Exken  A,  B,  C  g^enuberl legenden  Seiten  BC$ 
CA,  AB  des  Dreiecks; 

2a,  2ß,  2/  die  Winkel  bei  A,  B,  C; 
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p,  q,  r  die  Linien  AD,  BD,  CD; 

h  die  Länge  der  von  D  auf  die  Seiten  des  Dreiecks  gefällten 
'  Perpendikel    DL,    DM,   DN,    welche    sämmtlich   dem 
Radius  des  in  das  Dreieck  beschriebenen  Kreises  gleich 
sind; 

^»  f»  g  die  Län^e  von  den  Fusspunkten  dieser  Perpendikel  nach 
den  Spitzen  A,  B,  C  aes  Dreiecks»  also  die  Längen 

AM=iAN,    BN=BL,    CL-CM; 

X,  y,  z  die  gesuchten  Halbmesser  der  um  E,  F,  G  zu  beschrei- 
benden Kreise. 

Zieht  man    EH  parallel  zu  AB*,    so  hat  man  in  dem  recht- 
winkligen Dreiecke  EFH 

EH=V^EF^'^Fmz=z  V^(EJ+FK)^^(FK''EJ)^  =2  VEJTR, 
d.  i.  da  man 

EH=z  JK=AB^AJ-BK=C'-  ~ r^^ 

tanga      tangp 

hat. 

(1)  c — ^a;cotff— ycot/S=2V^, 

und  symmetrisch  hat  man 

(2)  6— 2coty— a:cota=:2  V^z^r , 

(3)  a— ^cot/5— a;coty=2VyJ. 

Dividirt  man  jede  der  drei  Gleichungen  (1),  (2),  (3)  durch  z,  lüst 
eine  jede  derselben ,  indem  man   -$^$   —  wie  drei  Unbekannte 


behandelt 5  für  —  auf,    was  sehr  leicht  ist«  da  jede  Gleichung  in 

Beziehung  zu  dieser  Unbekannten  vom  ersten  Grade  ist,   und 
schreibt  zur  Abkürzung  ' 


w 


^=V"£.  F=V|.  «=Vr> 


80  kommt  resp.  aus  (2),  (3),  (1) 

(5)  Z«=  g-  (X«cota  +  2J:  +  coty) 


(7)  r*=^(rWip+2F+eil7), 


T«»r  4er  in immri  aut 
mul  in  der  Bunaer  nÜ 


ait  »   und  ii 


c:  i  :=  äidK:  aB2;3= flBB9DBMr:  sB^eas^ 


st,    «trexU  äfe»  fiak  mid  rsclrt«  fie  tat  der  Di 
den  jdeicben  GrfisBak,  i— IfipBört  hiensf  iM^erseite  mit 
addirt  djEnn  links  «on^ — «öd^  and  redrts  sn^^S — on^,  bevirtBt, 
dl»:  ib^  die  beide»  Glieder 


'  sin/        ^        '^  Sllljr 

densebeo  Wertli  kaibflB,  «ie  vediiB  £e  büden  G&eder 


das6  dieselbfsii  also  auf  bnden  Seiten  scstnchen  werden  kumwn; 
so  steUen  mdk  bade  Soten  der  GWcfiiflig  ak  ToDsSbudi^  Qna- 
dxate  dar,  und  die  AasDeimiig  der  Qnadialwurael  «cs^^ 


(6j  J[eosB'i-aaap=zTcosß+&nß 

oder 

Ymcir —  ToMß^^täDp — ans 

and  wenn  num  fir  X  und  F  flone  Wofte  ans  (4) 
nnd   nüt  VXmnlfipfizirt, 

fÖ)  c5«4irV'^  —  cnapV"y=(sh^5-T«nc!f)VT. 

Symmetrisdi  mnss  man  haben 

(10)       coBß%^—cosy%^^mir--mnß)^jt, 
(U)        coBfV^z— eosffV*i^(«Dcr^H3iBr)  \^ 
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Durch  Addition  je  zweier  dieser  drei  Gieichungen  verschwin- 
.det  Eine  Unbekannte  und  man  erLäit  för  das  Ver^äitniss  der  ande- 
ren beiden  folgende  Werthe: 


£  —  /»•ny—sina  -f  co8/?\ 


(13) 


a:  ^  /sin/?—  sina+cosAg 
X  ~"  Vsin/? — aiuy-i-cosccj    * 


^  z        \8^na— siny+ cos^/ 

Diese  Ausdrücke  lassen  sich  unter  Berücksichtigung  der  Beziehung 

a  +  jS+y=90o 

leicht  in  folgende  Formen  bringen ,    von  denen  bald  diese,   bald 
jene  einen  bequemeren  Gebrauch  verstattet: 

nr..  ^      ^os^cosy:^        ^l+tang^v 

^        cosg^co«'—-^  M+tangg 

_  /l+cosa\  /l+sinffN 
"-Vl+«inaAHcosiSy* 

^      ^os^cos-^v         ^1+tangK 

«~"v     y      y-\-ßJ  ~ KTTs.     «/ 

cos  ^  cos  ^-g-         ^  1+tang^ 

/l-fco8g\  /l-fsinyX 

VI  +  sin«/  Vi+cosy/ ' 

_  /l+eosjSX  /l+sinyX 
"•  V  1+sin/jy  Vr+cöiyy  * 

Hiernach  stehen  die  gesuchten  drei  Radien  in  folgender  Proportion: 


(18) 
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'      Kos^^)    \o.^^  L«4-^^ 

==r_ü!£_i  :r_^!!i_T:r_J^!!i_"| 

,    '-cps(450-^)  cos(460-|)  cos(45«"-|) 


oder 


(19)  x:y:2= 


(Utangiy*    (l+tang|y     (l+tang0* 


oder 


r9ih  ^ .,,.,-  ^  +<^« .  l+co8ff .  l+cosy 

(iü)  ^•3^-*~l  +  8in«'l+8ini5-i+^- 

Konstruiren  lassen  sich  drei  Linien^  welche  den  gesuch- 
ten Radien  proportional  sind,  am  leichtesten  nach  der  Formeh(20) ; 
berechnen  dagegen  lassen  sie  sich  am  leichtesten  nach  der 
Formel  (18). 

Um  die  Formel  (20)  zu  einer,  geometrischen  Konstruktion 
geschickt  zu  machen ,  schreiben  wir  dieselbe,  indem  p,  q,  r  die 
obigen  Bedeutungen  haben, 

ai)  ^         _p-irpco8a  ,y+gcosß  ,r+rco9y 

^    ^  '^'       p+psina'y+ysinß 'r+rsiny 

oder,  wenn  /  irgend  eine  beliebige  Länge  bezeichnet. 

Solche  drei  Linien,  wie 

welche  den  gesuchten  Radien  or,  y,  z  proportional  sind,  lassen  sich 
ungemein  leicht  darstellen.  Man  braucht  nur  auf  dem  Einen 
Schenkel  eines  beliebigen  Winkels  (Taf.  IX.  Fig.  3.) 
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OP,  OQ,  OR  re«p.  =  p+*,  y+A,  r+A, 

auf  dem  anderen  Schenkel 

OJE,  OF,  OG  resp.  =  p  +  e,  g+f,  r+g 

zu  machen,  PE,  QF,  RG  zu  ziehen  und  durch  einen  beliebigen 
Punkt  ü  des  ersten  Schenkels  (wofdr  0£=1  wird)  die  Linien 
LXy  LT,  LZ  resp.  parallel  PE,  QF,  RG  zu  ziehen.  Alsdann 
besitzen  die  Linien  OX,  OY,  OZ  die  verlangte  Eigenschaft, 
indem  man  hat 

x'.yiz^OXiOTiOZ. 

Beschreibt  man  nun  mit  den  Radien  OX^  O  F,  OZ  drei  sich 
geffenseitig  berührende  Kreise,  was  sehr  leicht  ist,  legt  um  die- 
selben nach  Taf.  IX.  Fig  4.  die  gemeinschaftlichen  Tangenten; 
80  bilden  die  letzteren  ein  Dreieck  AB*0,  welches  dem  gegebe- 
nen ABC  ähnlich  ist.  Zieht  man  dann,  wenn  £',  F',  G*  die 
Mittelpunkte  der  verzeichneten  Kreise  sind,  durch  A  und  F'  die 
Linie  AF  und  durch  A  und  G'  die  Linie  AG;  so  führen  diesel- 
ben zu  den  Mittelpunkten  F  und  G  zweier  gesuchten  Kreise.  Den 
Mittelpunkt  E  des  dritten  Kreise«  liefert  eine  durch  G  mit  G*E' 
parallel  gezogene  Linie  GE. 
» 

*  Ausdrücke  für  die  absolute  Länge  eines  jeden  der  gesuchten 

Radien    erhält  man,     indem  man  die  Werthe  von  Xz=i—     und 

z 

F=^    aus  Gleichung  (16)    und  (17)  in  Gleichung  (7)  substituirt. 

Da  hierin  Z=Y  -  ist;  to  ergibt  sich  nach  einigen  Transforma- 
tionen mittelst  bekannter  trigonometrischen  Formeln : 

a         ß         y         O'hy       ß'\'Y 
sin "s-  »in  ^ cos  jr cos  -q-  cos  -^ 

(23)  «=20^2-       ^'       ^ i-^ ?- 

C0S}^COS  -5^ 

und  symmetrisch 

€1       y        ß        tt'fi^       fi-ty 
^  sin  rt-sin  ^  cos  %-  cos  -5-  cos  *-^ 

(24)  y=26V2. — —' 


cos/}coil  -J^ 


Th«ii  XVI.  •^^^ 


4Jt 


eoMKos  ^ 


Di«M  latzterwi  AnwIrOcke  eigien  «ich   besondew    »r  «j 
meOiebm  Hmrecbmrog  der  pxaAUm  6r5Men.  »«^  «« 


lieber  die  Kntstehnnir  dc>*^ftclien 

des  zweiten  Orades. 

r 

VoD  dem 

Herrn  Professor  Dr.  J.  Dienger 

(RB  4m  poljteduiucheB  Schale  m  CarUrahe. 


tiSftd»«  «wimifMi  df«l  Vefittderlicfieii: 

d«r  IWtncKhint  diNr  FiSck««  iwtnteii  Grades  la  Grande  a  |^ 
iMid  d4«m  VN>u  il«  4it$  di^  AH««  dUraaer  FÜckm  «ksdetteo  qb^ 
t«  I^MttM^t^m.    K«  Wl   M«Kii  mriKlaiiBSsiaeer*  »uiScikst  die 
«cliWd<^tt<^  Ar^^«   derwilWi  £j^s^«id«rt   m^vateaK^a  oini 
»wMwf  dW  Aj^  ;UI;e^ramiM  GImcImmm^  mtüti  wä  TvciViJ^«« 
K¥iit^Kfei!$K«   wird  dli»  Att¥«fkt«imqt  dlranr  FBklMm   henr^i __ 

It««^"*^!«»!^    ii<t  flWk<«    <w^e«CiM   Grftdi»   ifciwr'rii   bekaaac  mi 
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Das  Ellipsoid. 

Med  denke  sich  io  der  Ebene  xz  (ich  nehme  drei  auf  einander 
senkrechte  Koordinatenebenen  an)  eine  Ellipse  >  deren  Mittelpunkt 
mit  dem  Anfangspunkt  der  Koordinaten,  deren  eine  Axe,  2a >  mit 
der  Axe  der  w,  aeren  andere,  2c,  mit  der  Axe  der  z  zusammen- 
föllt;  ferner  in  der  Ebene  der  yz  eine  ähnliche  Ellipse,  deren  Mit- 
telpunkt abermals  mit  dem  Anfangspunkt,  dereii  Axe  26  mit  der 
Axe  der  y,  deren  andere  Axe  2c  mit  der  Axe  der  z  zusammen- 
fallt Parallel  der  Ebene  der  wy  lasse  man  nun  eine  veränderliche 
Ellipse  sich  so  bewegen ,  dass  die  Endpunkte  ihrer  beiden  Haupt- 
axen  sich  immer  in  den  beiden  vorigen  Ellipsen  befinden.  Man 
▼erlangt  die  Gleichung  der  entstehenden  Fläche. 

Denken  wir  uns  die  bewegliche  Ellipse,  deren  Hauptaxen 
iiifmer  in  den  Ebenen  fler  xz  und  yz,  parallel  den  Axen  der  or 
undy,  sich  befinden,  in  der  Entfenmng  n  von  der  Ebene  der  ay, 
80  werden  Ihre  Halbaxen  sein: 

a)     parallel  der  Axe  der  o;,    da  die  Gleichung  der  Ellipse 
in  der  Ebene  der  xz  ist 


a2  +  c«"-^' 


gleich     a 


V"i=?- 


b)    parallel  der  Axe  der  y,  da  die  Gleichung  der  Ellipse  in 
der  Ebene  der  yz  ist 


V^^ 


gleich     6 

Die  Gleichungen  der  beweglichen  Ellipse  in  der  angefahrten  Lage 
sind  Tolglich 

r—,^  f       y^    rgx  5=1.    «=A; 


■("-5)  K'-S) 


eliminirt  man  A,  so  erhält  man  als  Gleichung  der  gesuchten  Fläche 
Die  Fläch«  der  Ellipse  In  dieser  Lage  ist 
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>-V0-»('-*^)=-0-5) 

Danas  folgt,  da»  der  Inhalt  eines  Sckutls,  dessea 
diese Elqwe,  dessen  Hoke  ci,  gleiA: 

also  das  Stack  des  Körpers,  das  zwisdien  der  Ekene  der  ^^^ 
etnemsiit  ikr  paralleieo  Schnitt ,  dessen  Entfemmg  tob  der  Ekcne 
der  xy  %  ist,  ist  gleich: 


«flAy*'(l-^aA=iwiÄ  (2- ^ 


Setzt  man  2=c,    so  erhllt  man  den  Inhalt  des  halben  EU^smdf 

2« 


=^*(^J)=X**^' 


also  der  des  ganzen  Ellipsoids 

An  , 

Uebrigens  ist  die  Fläche  eine  in  jeder  Weise  begrenzte. 


Das  Hyperboloid   mit  einem  Fache. 

Man  denke  sich  in  der  Ebene  der  X2  eine  (doppeltibolige) 
Hyperbel,  deren  reelle  Axe  2a  mit  der  Axe  der  x,  deren  imagi- 
näre 2c  mit  der  Axe  der  %  und  deren  Mittelpunkt  mit  dem  &' 
fiingspankt  zasammenfäüt;  eben  so  denke  man  sich  in  der  Ebene 
der  fz  eine  Hyperbel,  deren  reelle  Axe  26  mit  der  Axe  .der jf, 
deren  ima^näre  2c  mit  der  Axe  der  z  zosammenftllt^  wenn  der 
Mittelpunkt  zugleich  im  Anfangspunkt  der  Koordinaten  ist  Man 
sieht  nun  leicht,  dass  vier  Hyp^rbellarme  über,  vier  unter  dff 
Ebene  der  xy  sich  befinden.  r«un  lasse  man  eine  Ellipse,  paral- 
lel der  Ebene  der  xy  sich  so  bewegen ,  dass  die  Endpunkte  ihrer 
Uauptaxen  immer  auf  den  Hyperbelarmen  sich-  befinden.  Maa 
fragt  nach  der  Gleichung  der  entstehenden  Fläche. 

Die  Gleichung  der  ersten  Hyperbel  ist: 


die  der  zweiten: 
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Denken  wir  uns  nun  die  bewesiicbe  Ellipse  in  der  Entfernung  A 
von  der  Ebene  der  xy,  so  sind  Ibre  Axen: 

a)    parallel  der  Axe  der'^e: 


>[ 


b)    parallel  der  Axe  der  yt 


Demnacb  sind  die  Gleicbungen ; der  Ellipse: 


X* 


a« 


040  "0+5 


woraus  als  Gleichung  der  erzeugten  Fläche: 

Dieselbe  erstreckt  sich  nach  zwei  Seiten  hin  ins  Unendliche»  be- 
steht aber  aus  einem  zusammenhängenden  Stücke. 

Der  Inhalt  des  Raumes»    innerhalb  der  vier  Hyperbelarme» 
^nd   zwischen   der  Ebene  der  xy  und  einem  in  der  Entfernung  % 
mit  ihr  parallelen  Schnitte  ist: 

O 

Jede  der  Hyperbejn  hat  Asymptoten«  deren  Gleichungen: 

för  die  erste         a:=Jt— j,       y=0; 

CT 

6 
ffir  die  zweite       y=s    --z»       j?=0. 

Läs^t  man  nun  eine  veränderliche  Ellipse»    genau    wie  so    eb«^^^ 
sich  auf  den  Asyiyptotenarmen  bewegen»   so  findet  man  als  G\^* 
chung  des  entstehenden  Asymptotenkegels: 

a:*      V*      »*     « 
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Der  Inhalt  des  Stacks    zwbcheo   der  Spitze  nnd  eioem   mit  der 
Ebene  der  xy  ^  in  der  Entfernung  %  parallelen  Schnitte  ist: 


nab  I     ^SA=:»aA 


so  dass  das  zwischen  Kegel  und  Hjrperboloid  liegende  Korperstfick: 

nabx 
ist. 

Das  Hyperboloid  mit  zwei  Fächern. 

Denken  wir  uns  in  der  Ebene  der  xi  eine  Hyperbel »  deren 
reelle  Axe  2c  mit  der  Axe  der  2,  deren  imaginäre  Axe  2a  mit 
der  Axe  der  x  und  deren  Mittelpunkt  mit  dem  Anfangspunkt 
zusammenfallt;  ferner  eine  zweite  Hyperbel  in  der  Ebene  der  yz^ 
deren  reelle  Axe  2c  wieder  mit  der  Axe  der  z,  deren  imaginäre 
26  mit  der  Axe  der  y  und  deren  Mittelpunkt  mit  dem  Anfangs- 
punkt zusammenfalle.  Man  lasse  nun  eine  Ellipse  (sowohl  unter 
als  über  der  Ebene  der  xy)  sich  parallel  der  Ebene  der  xjy  so 
bewegen,  dass  die  Endpunkte  der  Hauptai^eu  beständig  aui  den 
vier  Hyperbelarmen  seien.  Man  verlangt  die  Gleichung  der  erzeug- 
ten Fläche. 


Die  Gleichung  der  Hyperbel  in  der  Ebene  der  x%  ist 

ca""a«""^' 
der  in  der  Ebene  der  yz: 

Sei    nun   die    bewegliche  Ellipse   in    der  Entfernung  h  von  der 
Ebene  der  xy,    so  sind  ihre  Hauptaxen:  • 

a)    ^rallel  der  Axe  der  xi 


.  V  S-'  ■ 


b)    parallel  der  Axe  der  yi 
Also  sind  die  Gleichungen  d^r  bevVegli^ben  Ellipse: 
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=  1,    x=k. 


*"  £ 1       .- 


o« 


(^')'"(S-0 


woraus  Dun  als  Gleichung  der  erzeugten  Fläche  folgt: 

fla  +  p-;^— -*• 

Diese  Fläche  besteht  aus  zwei  ganz  getrennten,  sonst  aber  glei- 
chen Stücken,    deren  Entfernung,    Scheitel  von  Scheitel,   gleich' 
2c  ist.    Das  Korperstuck  vom  Scheitel  bis  zu  dem  mit  der  Ebene 
der  xy  in  der  Entfernung  z  parallelen  Schnitte  ist: 


Die  Gleichung  des  Asymptotenkegels  ist,    wie  oben: 

Das   Stück  desselbea,    vom   Anfangspunkt  bis   zu   dem   obigen 
Schnitte  ist: 


nab 


7    ^3* =-3^' . 

so  dass  das  zwischen  Kegel  und  Hyperboloid  befindliche  Stuck: 

««*  ('-  i) 

ist. 


Das  elliptische  Paraboloid 

Densen  wir  uns  in   der  Ebene  der  xz   eine  Parabel,    deren 
Hauptasemit  der  Axe  der  %,    deren  Scheitel  mit  dem  Anfangs- 

punkt  zusammenfällt,  und  deren  Parameter  —  ist;    femer  eine 

zweite  Parabel,  deren  Scheitel  gleichfalls  im  Anfangspunkt  liegt, 

die  in  der  Ebene  der  yz  sich  so  befindet,  dass  ihre  Hauptaxe  mit 

2Ä* 
der  Axe  der  %  zusammenfallt  und  ihr  Parameter  —    ist.  Je  nach- 

c 

dem,    ob    c  positiv  oder  negativ  ist,    werden  vier  Parabelarme 

über  oder  unter  der  Ebene  der  xy  sich  befinden.    Man  lasse  nun 

eine  Ellipse,   wie  im  Früheren,    sich  parallel  der  Ebene  der  xy 

bewegen,   so  dass  die  Enden  ihrer  Hauptaxen  auf  den  vier  Pa- 
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nbebmea  nck  bcfiMleo     Wddes  ist  die  Gleiehiiiig  der  «tote- 
bendeo  Fläche? 

Die  Gldchnng  der  ersten  Parabel  ist  «*=  — s»   der  «wcitBi 

3f*= —  A.  Daraus  folgt,  dass,  wenn  die  bewegliche  Ellipue  im  der 
Entfemnng    k  voo    der  Ebene  der  xjf  ist»    die  Axeo   deraelbei 

«V   —    nnd    b\  —  sein  werden,  so  dass  ihre  GleiAang^j 


25-+       2^  =1,     *=Ä 


c  c 

sind,  worans  nun  als  Gleichnng  der  erzeogteii  Flache  Mgt: 

a*^  6ß~  c  ' 

Diese  Fläche  liegt  ^ans  auf  einer  Seite  der  Ebene  der  jy';  der 
Anfangspunkt  der  Koordinaten  Ist  ihr  Scheitel.  Zwischen  dem 
Scheitel  nnd  einem  mit  der  Ebene  der  xy  in  der  EntfemoDg  t 
panllel  gellten  Schnitte  ist  das  Korperstuck 

%ab 


'r>- 


Diese  Flächenränrae  wachsen  also  mit  dem  Quadrat  der  Ordinate 
£.  Der  Inhalt  eines  Kegels,  der  denselben  Schdtel  und  densel- 
ben Sdinitt  zur  Grundfläche  hätte»   wäre: 

so  dass  das  Hyperboloid  um  die  Hälfte  mehr  ist. 


Das  hyperbolische  Paraboloid. 
Denken  wir  •  uns  in  der  Ebene  der  xz  eine  Parabel  Fora  Pa- 


rameter   —  »   deren  Hauptaxe  anf  der  Axe  der  :  liegt,  und  deres 

Scheitel  in   den  Anfanespunkt  lallt;    sodann  eine  zweite  Parabel 

vom  Parameter ,    deren  Hauptaxe  gleichfalls  anf  der  Axe 

der  :,  die  Parabel  selbst  in  der  Ebene  der  yz  sich  befindet,  wäh- 
rend der  Scheitel  wieder  mit  dem  vorigen  zusammeniällt.  Es  ist 
klar,    dass   jetzt  zwei  Parabelarme  nach  oben,    zwei  nach  «atna 
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gehen.  Man  lasse  oun  zwei  Hyperbeln  von  der  Ebene  der  xy  ans, 
parallel  mit  dieser  Ebene,  sieb  so  bewegen,  dass  die  Sclieitel 
ihrer  reellen  Hauptaxen  sich  auf  den  Parabelarmen  befinden,  wäh- 
rend die  Hyperbeln  konjugirt  sind,  d.  h.  die  reelle  Aze  der^einen 
gleich  der  imaeioären  der  andern,  wenn  die  Hyperbeln  gleich  weit 
abstehen  von  der  Ebene  der  xy.  Welches  ist  die  Gleichung  der 
entstehenden  Fläche? 

Es  ist  klar,  dass  eine  Hyperbel  sich  nach  oben,    die  andere 
nach  unten  bewegt.    Wir  müssen  nun  zwei  Fälle   unterscheiden. 

1)  Sei  c  positiv.    Alsdann    ist  die  Gleichung  der  obern  Pa- 

rabel  a?»=s  — -x,  der  untern  ^»=: 1.    In    der  Entfernung  h 

c  c 

i£?t  die  reelle  Axe  der  obern  Hyperbel  a\  — ;  in  der  Entfer- 
nung — A  ist  die  reelle  Axe  der  untern  h\  — •  Demnach  sind 
die  Gleichungen  der  obern  Hyperbel: 

2a«-     26«- 
c  c 

der  unteren:       x 

y«  ar«    _, 

26«-     2a»- 
c  c 

In  beiden  Fällen  folgt  als  Gleichung  der  erzengten  Fläche: 

^       y«  _  22 

2)  8ei  c  negativ.    Alsdann  ist  die  Gleichung  der  obern  Pa- 

26«  2a« 

rabel  ««==— — «,    der  untern  a;«= — z.    Die  reelle  Axe  der 

Ap        2Ä 

obern  Hyperbel  in  der  Entfernung  h  ist  6y ,    der    andern 

in  der  Entfernung  — :A:  a  V  —  *--;  also  die  Gleichungen  der  obern 
Hyperbel : 

y        _         ^- 1 A- 

-2—     -.2  —  '^       '"" 
c  c 

der  untern: 
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c  c 

woraus  wieder  als  Gleichung  der  Fläche: 

In  jedem  Falle  sieht  man,  besteht  die  Fläche  aus  vier  Theilen^ 
die  sich  ins  Unendliche  erstrecken.  Diese^  vier  Theile«  stehen 
sich  gewissennassen  im  Kreuz  entgegen.  Oa  für  den  Fall  k=ß 
die  obere  Hyperbel  sowohl  als  die  untere  sich  in  die  Linien 

verwandeln  9  so  vereinigen  sich  die  vier  Stucke  in  diesen  zwei 
Linien y  die  nichts  Anderes  sind,  als  die  Asvmptoten  der  Hy- 
perbel 

Weitere  Untersuchungen  dieser  Fläche  liegen  für  den  Augen- 
blick ausser  unserer  Betrachtung. 
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Ueber  Iiamlberts  Satz  Ton  der  dna- 
dratur  pai'alboiisclier  Sectorem 

Von 

dem  Herausgeber. 


Das  schöne  Theorem  von  Lambert  oder  Euler  über  die 
Quadratur  parabolischer  Sectoren  ist  in  der  Astronomie  bekaoo- 
ter  wie  in  der  Geometrie;  aber  sehr  mit  Unrecht ,  da  seine  geo- 
metrische •  Eleganz  gewiss  eben  so  gros^  ist  wie  sein  Nutzen  in 
der  Astronomie  bei  der  Berechnung  der  als  Parabeln  betrachte- 
ten Cometenbahnen.  Es  ist  daher  sehr  zu  wünschen ,  dass  das- 
selbe bald  völliges  Bürgerrecht  in  der  Lehre  von  den  Kegelschnit- 
ten erhalte  9  was  bis  jetzt  leider  noch  nicht  der  Fall  ist 

Man  findet  diesen  schönen  Satz,  in  Verbindung  mit  verschie- 
denen astronomischen  Lehren  und  in  unmittelbarer  Beziehuflg  auf 
diese,  in  der  eleganten  kleinen  Schrift  Ton  Lambert:  Insignio- 
res  orbitae  cometarum  pr.oprietates.  Aug.  Vlndelic. 
1761.  §.  83.  und  auch  in  seinen  Beiträgen  zum  Gebrauche 
der  Mathematik.  Tbl.  III.  S.  257.  In  der  Theoria  motus 
corporum  coelestium.  p.  119.  hat  jedoch  Gauss  nachge- 
wiesen, dass  die  erste  Erfindung  dieses  schönen  Satzes  eigent- 
lich Euler  gebührt.  Schon  vor  einer  langen  Reihe  von  Jahren 
habe  ich  für  denselben  einen  Beweis  in  Cr  eile's  Journal  der 
reinen  und  angewandten  Mathematik.  Thl.  XVI.  S.  21. 
gegeben,  welcher  bloss  ganz  elementare  Betrachtungen  der  ana- 
lytischen Geometrie  in  Anspruch  nimmt,  und  habe  verschiedene 
andere  Sätze,  namentlich  auch  einen,  wie  ich  glaube,  merkwür- 
digen Ausdruck  für  den  Flächeninhalt  eines  parabolischen  Seg- 
ments, hinzugefugt.  Indem  ich  aus  zufalliger  Veranlassung  diesen 
Gegenstand  jetzt  wieder  aufnehme ,  will  ich  im  Folgenden  einen 
Beweis  des    in  Rede  stehenden  merkwürdigen  Theorems  geben. 
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der  zwar  auf  einer  einfachen  Betrachtung  mit  Hülfe  der  Integral- 
rechnung beruhet,  sonst  aber  sich  bloss  elementarer  analytisch- 
trigonometrischer Rechnungen  und  einiger  keiner  Schwierigkeit 
unterliegenden  arithmetischen  Transformationen  bedient.  Uebri- 
gens  würde  es  auch  leicht  sein,  die  Anwendung  der  Integral- 
rechnung mittelst  der  bekannten  Quadratur  der  Parabel  ganz  zu 
umgehen ,  und  dann  würde  der  Aufnahme  des  folgenden  Beweises 
in  die  Elemente  der  Kegelschnitte  nach  meiner  Meinung  nichts 
entgegen  stehen.  Die  Substituirung  einer  ganz  elementaren  Be- 
trachtung für  die  Im  Folgenden  angewandten  wenigen  Integral- 
formeln ,  —  die  übrigens  ganz  allgemein  bekannt  sind ,  —  kann  ich 
aber  hier  ßiglich  den  Lesern  vollständig  überlassen. 

Die  allgemeine  Polargleichung  der  Parabel  ist  bekanntlich 

_  p p 

*'"-2(l-hcosg>)~     .        1    ^    • 

^'         4COS0-9* 

wo  der  Winkel  9  von  dem,  von  dem  Brennpunkte  der  Parabel 
nach  iherm  Scheitel  gezogenen  Radius  vector  an  immer  nach  der- 
selben Seite  hin,  etwa  nach  der  Seite  hin,  auf  .welcher  die  po- 
sitiven Ordinaten  genommen  werden,  von  0  bis  360^  gezahlt 
wird ;  also  ist . 


und  folglich 


-.«  — 

p* 

1 

16cos  5-  g>* 

9 

• 

p^B<p 

1 

32  cos  5- 9* 

^p* 

fljv 

1  ^ 

cos  2  9* 

Bezeichnen  wir  aber,  indem  wir 

9<18Ü0 

annehmen,   den  Flächeninhalt  des  zwischen  dem  von  dem  Brenn- 
punkte der  Parabel  nach  ihrem  Scheitel  gezogenen  Radius  vector 

-T-p  und  dem  Radius  vector  r  enthaltenen  Sectors  der  Parabel  durch 
5,  so  ist  nach  einem  bekannten  Satze  der  Integralrecbnung 


S^iy^r^V; 


aUo  nach  dem  Obigen 
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Nun  findet  man  aber  leicht  nach  einer  bekannten  Integralformei 

y  — r— =3V— T-:+— T— >'"2  9' 

0     COSöV  COSä"?»  G0Sj9> 


oder 


0       cosÄ-g>*  cos  2  9* 

»  1 

^        j      i+Scosg-y* 

=  3  tang  2  9  . j 

COSrt  9* 

Also  ist  nach  dem  Obigen 

t 
o          j        l  +  2co8  2  9>* 
S=jg  tangg-9.  j 

cos  Q  9* 


Nim  ist  aber 


also 


1     2       P 
cos2  9«=^» 


sm2  9^=I-4j:=-4jr^, 


und  folglich,  weil 


1 


ävOO» 


ist,  also  sinä^    u6d    cos 0-9  positiv  sind: 


.    l  Vir—»  ]  Vp 


4#y 


m^'p-'^^ 


I?cz«'u lint^n  N'tr  nun  fth^^rftnwpt  <l<Hi  ffwi«cli#ii  den  beiden 
\'vii.!M<!i  .'  iumI  I  <^TiftirtHon<*ii  N^rtAr  A^r  Pumhi^l  dnrch -S,  und 
iicinuoi  III  «loin  l^otlo,  ^vo  r  «ml  i*  anl  ^n^r  rnid  derselben  Seite 
iliM    V\r  <^N    r\nrflibol  fT«r^Ti.  nn,  djiys  r'  frrftwscr  »Is  t  «ei,  so  ist 


i;n\ii.   li'.:::     :!»    <?ii-*s<^.    (??o?rt»nn£:   <^n^  f%fw»Tc  wdw   untere 

T  mud  d 
Parabel  he«rex 


i.iiii"  '.  jo":.  "IkV^'^i  «Vit   A>rtorc»i  ;•  nn«!   :     »nt'  Miier  imd  derselbei. 
<.;f»-     .  'oj   ::t',*  vor«rl!iodr*Tion  Sr*Hei:  de;    Ato  der  Parab 


{>';«.  V  V  ;*^.  *t  Vort rtrer.      vntl  r'  mit  t!er  Ato  der  Pamttel 
go^i'l:!  »^^•0!^M.  i'iiil    ?ft»r  '^^lraTt7lt^   Wef5!c  ipefwifiii»€»iien  Wmkel  br- 

<  ,'*ns  ;^-  r-  ■■  4  eng  ^^  (r  ''- 

i.>.t,  ijiul  '^c    vc^'    ■^'^i;  ^ViflC"  T'ertö'vr  -  r?nf^  :•'  mit  ^vnsml^r  «k« 
-   ..1!...    .  ^otc'*""^!'"     ffr^rf*  ^  b^T^rbweii 


T?^-*r.ii'1)?^i.  "  'i  r»'"'  r'ir"^*  ''^n  ''»Ir     ^^j\r*  die»  Ve«»*< 
ttu.'  *'■  ;.    ::::'    ■^'*rf;^'!v^'     S?it"  »'•""   Av   *^4t  Pfffirtiel 


, ...     .  1 ' 
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oder 


Vp  =  ^co8^tp.Vr,      Vp  =  2cos  2  9>'- Vi^ ;' ' 


folglich 


1  1    .    ,^ 


Nan  ist  aber  iu  diesem  FaQe  offenbar 


also 


folglich 


oder 


ako 


^'=g>+Ö,    9=:9>'— d; 


cos  59  •  Vi'^coSrt  (9>+ö)- Vr% 
cos  ö  9>'.  V»^  =  cos  2  (9'— ö).  Vr ; 


Vr        ^^«|(^  l      \    1    ^       1 

— ,=  j- =  C0S2Ö-sin2ÖteDg29t 

cos  59 

w^,      co^5(9'-Ö)  1  j  ^ 

—  = j =cos2d+siii^dtaog2  9'; 

^ö#29' 


*aogo9="^"' 1  > 

sin^d.Vr' 

-          Vr' — cosa^.Vr 
taog  2  9^= i — 
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A     ••'  V»\    \\V  «NrVfk  W^  •(*JW 


vN.>,^^\ 

r' 

\^^v%' 


V    x<«  -^   %4*  >^^^ 


ft^** 


-rt  j>^t^ 


>*V  ,♦         A^».       ...s«(^,5^ 


♦  - 


*.A 


i 


m 

Weil  unter  der  gemachten  Voraussetzung  tang  5  <p  '  und  tang  5  y 
beide  positiv  .sind ,  so  sind  nach  dem  Obigen 

1  1 

Vr  —  cos^ö.Vr',     Vr' —  cos ^ ö  .  Vr 

respectiye 

negativ^  positiv; 

also  nach  dem  Vorhergehenden 

2(Vr  —  cosgö.VrOVr 

Y  r  +  r'— 2cos 2 Ö.VrT" 

2  ( Vr'  —  cos  2  ö .  Vt)Vt' 

STir' — p  =  — r-  •  • 

y  r  +  r'-2cos2Ö.  Viy 

Nach  gehöriger  Substitution  in  die   aus  dem  Obigen  bekannte 
Formel 

e  =  ^  Vp .  { (2r'+p)  VS^— (2r+p)  V4?=^ } 

ergiebt  sich 

r'(r+r'— 2cos2  6  .  VrF+  2rsin ^ ö2)(Vr'-co8  ^  ö . Vr) Vr' 
(r+r'-2cosr>  Ö  .  VrP')y  r  +  r'— 2cos  ^B.VrP' 

t(r + r'— 2cos  r>  6 .  VTT"  +  2r^sin  ^  ö*)  ( Vr— cos  ^  ö . Vr')  V'r 

^  1  ^  I  i  ^^~ 

(r  +  r'— 2cos5Ö.V»t')Y  r +  r'— 2cos2Ö.Vrr' 

Der  Zähler  der  Summe  der  beiden  Bruche  auf  der  rechten  Seite 
des  Gleichheitszeichens  ist 


Theil  \n.  30 
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(rfi^-8co«|d.W?")|r'(Vr'-co«^Ö.Vr)Vf' 

+  r  (Vr— coÄg  0.  V^O  Vr] 

+  2iyslii|ö*  |(Vr'-cos2d.Vr)Vr'  +  (Vr-coSgö-VrOVrJ 
=  (r+f^-2cos|d  Vfy")|f*+r'«--(r+rOco«gd.VT7l 

+  2rr' »in  2  Ö»(r  +  f^— 2  cosg  0 .  V^) 

^  (r  +  f^ -2cos  I « .  Vn^)  i  f^+r'^— (r+Oco«  I  ö .  V^ 

=  (r + 1^--2  cos  ,^0 .  V^iT")  t(r-|V)«--{r-|V)cas  ^  V^— 2nr'cofi  |ö*  J  ^ 
Setzt  man  jetzt 

and   tost   diese   quadratische  Gleichung  in   Bezug  auf  r-^-r^  als 
unbekannte  Grosse  auf,  so   erhält  man 

r  +  r'^i  1         _ 

[— coSgö.Wr'  ; 

also  ist 

(r+rO*— (r+rOcos^d.Vn^-ftr^cos  ^0^ 

=  (r+r'  +  cos5<^.VWÖ(r+r'-2cos^O.V7?"), 
und  folglich  obiger  Zähler 

Daher  ist  nach  dem  Obigen 
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6S 
Vp 

oder 


=  (r+r'  +  co«^©.V^i^')  Y  r  +  r^— 2cos2Ö-V1r7, 


6=gVp.(r+r'+cop^öVrr')\  r  +  r'~2cos^ö.V^- 

Well  diese  Formel  in  Be2ug  auf  r  und  r*  völlig  symmetrisch 
ist^  so  ist  es  nun  nicht  mehr  nothig,  anzunehmen^  dass  r'  der 
grössere  Radius  vector  sei^  indem  man  vielmehr  in  dieselbe  jede 
zwei  beliebige  auf  einer  und  derselben  Seite  der  Axe  der  Parabel 
liegende  Vectoreu  einführen  kann.  Auch  ist  es  natürlich  nicht 
weiter  nöthig  anzunehmen,  dass  r,  r^  auf  der  positiven  Seile  der 
Axe  der  Parabel  liegen. 

Wir  wollen  nun  auch  den  Fall  betrachten,  wenn  dieVectoren 
r,  r'  auf  verschiedenen  Seiten  der  Axe  der  Parabel  liegen,  und 
wollen  für's  Erste  grösserer  Bestimmtheit  wegen*  annehmen,  dass 
r  auf  der  negativen ,  r'  auf  der  positiven  Seite  der  Axe  der  Pa- 
rabel liege. 

Weil  in  diesem  Falle  unter  der  so  eben  gemachten  Voraus 

1  1  .  .     . 

Setzung   offenbar  cos 5 9  negativ  und  coSäV*  positiv  ist,  so  ist 

2COS59  2coSrt9' 


oder 


Vp=— 2cos.2g).Vr,  Vio=2cos,29'.  Vr'; 


folglich 


1  1    .        . 

cos5^.Vr= — cos 59  «Vi*  • 


Nun  ist  aber  in  diesem  Falle  offenbar 

9'  +  (360o-g))=:g)'— 9 +3600=0, 


also 


9)'=g)+ö— 360O,      9)  =  9'— Ö+360Ö; 
c^  9)'  =  5  (9+Ö)-180« ,      lq>=:l  (9>^-Ö)  +  I8O0  ; 


30* 


u» 


"•*?1^'^  ""«^l^^*).  «»i^«- 


'  ••»»»»•»i  t,m>h    ,l„»,  0|,|g„„ 


2'*=-«»f<y-»); 


I  I 


*»■'»■•»♦< 


«-»•<-     vh^H     ,..     „,^     ^„^^^^ 


I        


■ff*  -^n       *v. 


:••»*?<    -  %   ^ 


^  •.    -V  •-  f. 


'"-  ***>.     1-  %  *z 


^     • , 


,  -^v. 


«>  «J 


■*?>. 


-     * 


•.'-*«1I.  -*  - 


--••••»v  '  *  -*  - 
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r  +  r '— 2co8  0  Ö .  VrP'+  2rsin  0  ö« 
2r'  +p=2r' = j _ 


folgt. 


Weil  unter  der  gemachten  Voraussetzung  tangö9>  negativ  und 
tangQ9>'  positiv  ist,  so  ist  nach  dem  Obigen 

Vr— cos 2 ö . V/ ,    Vr'  —  cos 2^'Vr 

respective 

positiv,  positiv; 

also  nach  dem  Vorhergehenden 

2(Vr — cos  2  Ö .  Vr*)Vr 

yfir — p  = 


y  r+r'— 2cos2Ö.V^rr' 
2 (Vr'  —  cosö Ö  .  Vr)  Vr' 


Y  r+r'— 2cos^(9.V 


yi.' 


Nach  "gehöriger  Substitution  in  die  aus  dem  Obigen  bekannte 
Formel 

ergiebt  sich 

r'(r+r'— 2 cos ^ Ö . VrP"+  2rsin  ^ ö«) ( Vr'—  cos  ^  Ö . Vr) Vr' 

(r+r'— 2cos^Ö-Vn^)  Y  r+r'— 2cos^  ö.  ViV" 
r{r  +  r'-2cos  g  Ö .  V^rr'  +2rVm  ^  Ö«)  (Vr-cos  ^  ö  .Vr*)Vr 

"*"  I  ^y —  I  * 

(r+r'— 2cos 2 Ö.Vrr')  Y  T+r'— 2cos2  S.Vrr' 


450 

welches  wieder  gaoz  dieselbe  Formel  wie  obeo  ist.  Also  ist  auch 
in  diesem  Falle  ganz  wie  oben 

und  da  diese  Formel  in  Bezug  auf  r  und  r*  völlig  symmetrisch 
isty^  so  ist  es  nicht  notbis»  dass  r  auf  der  negativen,  r'  auf  der 
positiven  Seite  der  Axe  der  Parabel  liege ,  sondern  es  kann  auch 
umgekehrt  sein. 

Als  Resultat  der  ganzen  vorigen  Betrachtung  ergiebt  sich^ 
dass,  wenn  r,  r'  zwei  beliebige  Vectoren  der  Parabel  sind,  und 
6  den  von  diesen  beiden  Vectoren  eingeschlossenen,  nach  der 
Seite  der  Parabel  hin  liegenden  Winkel,  der  von  0  bis  360^ 
wachsen  kann,  bezeichnet,  in  völliger  Allgemeinheit  der  Flächen- 
inhalt des  parabolischen  Sectors  &  durch  die  Formel 

e  =  gVp.(r+r'+cos2Ö.  Viy  )y  r+r'^2cos^e, 

dargestellt  wird. 

Bezeichnet  nun  s  die  Sehne  der  Parabel,  welche  die  End- 
punkte der  beiden  Vectoren  r,  r'  mit  einander  verbindet,  so  ist, 
jenachdem 

0<Ö<180« 
oder 

180o<ö<360*» 

ist,  nach  den  Lehren  der  ebenen  Trigonometrie  respective 

«?=r*-f  r'*— 2rr'  cosö 
oder 

52=:r2+r'«— 2rr'«as(360*^-Ö); 
also  allgemein 

s«=:r2+r'2  — 2rr'co8Ö, 

V 

und  folglich 


^''^^-        2rr^ 


also 
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2tos2  6«=  1  +       2«^      =  —  &y~ ' 


folglich 


l^     (»•+»^)*— «* 
^"^2^=        L        - 


und  hieraus,   wenn  man  das  ohere  oder  untere  Zeichen  Dimmt, 
jenachdem 


oder 


0<d<180* 


180«<ö<360» 


• 
t 


ist: 


2        -        2V^rr' 
oder 

cos|ö.Vn^=dfc.^V(r  +  rO^-<«. 
Folglich  ist  nach  dem  Ohigen 

wenn  man  immer  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nimmt,  jenach- 
dem der  von  den  Vectoren  r,  r*  nach  der  Seite  der  Paraoel  bin 
eingeschlossene  Winkel  ein  concaver  oder  ein  convexer  Winkel 
ist,  was  auch  im  Folgenden  stets  festgehalten  werden  soll. 

Nun  setze  man 

so  ist,  wenn  man  auf  bdden  Seiten  quadrirt: 

und  folglich  durch  Vergleichung  der  rationalen  und  irrationalen 
Theile  auf  beiden  Seiten: 


also 
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(a?-y)*=(a:+y)«-4ry=j*. 


woraus^  indem  jetzt  keine  Beziehung  der  Zeichen  zu  den  obigen 
Statt  finden  soll, 

folgte  so  dass  man  folglich  die  beiden  Gleichungen 

hat,  aus  denen  sich 

X— — 2 — '      y= — 2 — 

ergiebt.    Da  nun  im  Obigen 
positiv  genommen  ist,  so  muss  man 


y", + r'T  VF+?r=i^ = V '-'^' T  V"'-±^ 


—  s 


setzen,   weil  von 


V 


r  +r'  — 5 


.\^ 


r  -{-r'  +5 


das  obere  Zeichen  einen  negativen  Werth  liefert,   der  hier,  eben 
weil 


positiv  genommen  worden  ist,  nicht  statthaft  ist. 

Dies  vorausgesetzt  kann  man  nun  leicht  @  auf  folgende  Art 
ausdrücken : 

also  ist,  wenn  man  multiplicirt : 
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Vp 


+ 

d.  i. 


oder 


5®  _  /»•+'•'+ A*-^  /iHV—fV 


s=¥|(=±T^')'=fC^)'! 


oder  auch 


=  T2V2* 


{ (r+r'+5)t  +  (r+r'^5)M 


I)ies  }8t  der  merkwfirdige  Ausdruck  für  den  Flächeninhalt 
eines  parabolischen  Sectors,  welcher  gewöhnlich  nach  Lambert 
benannt  wird,  aber  eigentlich,  wie  wir  oben  bereits  bemerkt  haben, 
schon  früher  von  Euler  gefunden  worden  ist.  Ausser  dem  Para- 
meter der  Parabel  ist  also  bloss  die  Kenntniss  der  beiden  einen 
Earabolischen  Sector  begränzenden  Vectoren  und  der  dem  densel- 
en  gleichfalls  begrenzenden  Bogen  der  Parabel  angehörenden 
Sehne  nöthig,  um  dessen  Flächeninhalt  mittelst  der  Lambert'schen 
Formel  berechnen  zu  können. 
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Bestimmimgr  der  üäni^e  der  auf  einen 
Hegrel  irewiekelten  fi(ehran]benlinie. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  J.  Dienger 

ao  der  polyleclinischen  Schule  su  Carlsrufae. 


Eine  Gerade  bewege  sich  um  eine  aDdere«  indem  sie  mit  ihr 
beständig  denseFben  Winkel  ti  macht  und  sie  beständig  in  dem- 
selben Punkte  trifft.  Auf  ihr  bewegt  sich  ein  Punkt  gegen  letztere 
hin:  welches  ist  die  von  ihm  beschriebene  Kurve,  wenn  beide 
Bewegungen  gleichförmig  sind?  , 

Die  fragliche  Kurve  ist  eben  die  in  der  Aufschrift  genannte. 
Sei  also  y  die  Winkelgeschwindigkeit  der  bewegten  Geraden,  ß 
die  Geschwindigkeit  des  bewegten  Punktes,  und  nehmen  wir  ein 
rechtwinkliges  Koordinatensystem  so  an,  dass  die  feste  Gerade 
darin  die  Axe  der  z  ist;  die  Ebene  der  xy  sei  so  gewählt,  dass 
der  bewegliche  Punkt  anfänglich  in  ihr  liegt;  ferner  sei  die  Axe 
der  an  so  genommen,  dass  die  bewegliche  Gerade  anföngHch  in 
der  Ebene  der  a:z,  also  der  bewegliche  Punkt  in  der  (positiven) 
Axe  der  .r,  und  die  (positive)  Axe  der  y  sei  so  gewänit,  dass 
die  Bewegung  der  Geraden  von  der  positiven  Axe  der  a:  gegen 
die  positive  Axe  der  y  geht. 

Am  Ende  der  Zeit  t  liegt  die  bewegliche  Gerade  so,  dass 
ihre  Projektion  mit  der  Axe  der  x  den  Winkel  yt  macht,  während 
der  bewegliche  Punkt  in  ihr  um  die  Länge  ßt  gegen  den  festen 
Punkt  gegangen  ist.  Sei  (Taf.lX.  Fig.  5.)  O  der  Anfangspunkt  der  Koor 
dinaten,  öiSdie  Projektion  der  beweglichen  Geraden  (am  Ende  der  Zeit 
f)  auf  die  Ebene  der  xy,  so  macht  die  bewegliche  Gerade  selbst 


iSS 


mit  der  Ebene  der  xy  den  Kinkel  ^^^a,    ferner  ist  xOB^yt 

Ist  also  die  Entfernung  des  Durchschnittspunktes  der  beweglichen 

Geraden  mit  der  Axe  der  %  von  O  gleich  a,    so  ist  die  Xänge 

o 
jener  Geraden  gleich  ,    die  von  0£:atga.     Ist  D  die  Pro- 

jektion  des  beweglichen  Pnoktes  auf  die  Ebene  der  xy  in  der- 
selben Zeit^  so  ist  i?l>=:/3^.sina^  also  CD=iaiza — j3sina.t  Sind 
also  X,  y,  z  die  Koordinaten  des  beweglichen  Punktes  am  Ende 
der  Zeit  ty  so  hat  man: 

X  =f  (otga  •*-  ßisXna)  cos(y<)  ,\ 
V  yz=i  (<3(tga  -^  ßtmuct)  sin(y^)  ,>      (1) 

z  =j3^.cosa.  ' 

Durch  Elimination  von  t  erhält  man  die  (zwei)  Gleichungen  der 
beschriebenen  Kurve  (Schraubenlinie.)  Aus  der  letztern  Q^ichung 
ergiebt  sich: 


ßcosa  * 
so  dass  die  Gleichungen  def  iSchfaub^nlinie  sind: 

*^(a-z)tg«.cas(^;^), 

y=(«-,)tg«.sin(^£jj-). 
Eben  so  erhält  man  hieraus: 


(2) 


C-^)"+ (i-y-sv      ,m 


al»   Gleichung    der    vton    der   bewegten   Geraden   beschriebenen 
Kegelfläche. 

Soll  die  Schraubenlinie  auf  einem  Zylinder  vom  Halbmesser 
r  sein,  so  ist  a  =  OD,  at^a=zr,  a=0,  also 

x=rco&(yt),  y==rßin(yt),  \=ßtf 
a:=rcos^^^,      y=rsin^^^,  >  (4) 

Der  Weg,  den  der  bewegliche  Punkt  zurücklegt,  während  die 
bewegliche  Gerade  eine  Umiuehung  vollendet,  heisst  die  Höhe 
des  Schraubengangs. 
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Nun  erfolgt  eine  vollstSnclige  Umdrehung  in  der  Zeit  — ,    dem- 

nach  ist  die  flöhe  des  Schraubengangs  -^«      HeLsst    man   die- 

7 
selbe  hy  so  ist 

ß h       y 2» , 

also  sind  die  Gleichungen  der  Schraubenlinie  (2): 

;r=(a-z)tg«.co8(^^) 


(2^2  \   I 


(8) 


die  der  (4): 


j;=rco8|  ~jr  }». 


/27tt\ 


(6) 


2w 
Setzt  man  zur  AbkOrzung  -j-z=k,  so  ergiebt  sich  aas  (5): 


1  .^Y  A.  t^Y-  i+k^sMa-^)* 

*+V9*/   ^\dxj  —  cos»« 


somit  die  Länge  des  Bogens  der  Kurve  ^    wenn  .er  von  2=0  an 
gerechnet  wird: 

^J"'  Vi  +  mgMa-i)*  dz . 


cosa 

^  0 


Setzt  man  a — z=^y,  z^a'^y,  so  ist  dieselbe: 


-y*Vl  +  *»tg»«y«8y 


Integrirt  man»  so  ergiebt  sich  als  fragliche  Länge: 
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Will  mao  die  Länge  derSchraubenlinie.bis  zum  vollendeten  nten 
Umlaufe  (n  auch  eine  gebrochene  Zahl)>  so  bat  man  2 =-7-  cosa 
zu  setzen.    Die  vorkommenden  Logarithmen  sind  natürliche. 

Für  den  Fall  des  Zylinders  ist  aiga=zr,  a=0,  a=Qo,  also 
die  Länge: 


/ 


"^ STi^ky^dx^^  yTv^kh^.z,  (8) 

0 

wie  bekannt. 


Für  2=a  hurt  die  Kurve  in  der  Spitze  des  Kegels  auf;  also 
ist  ihre  ganze  Länge: 

l  Vl  +  a^AMg^a  +  ^-  log  (aÄ:tg«  +  V  l+a^A^tg^) .  (9) 

Man  findet  leicht^  dass  die  Tangente  an  die  Kurve  (2)  im  Punkte 
{Xy  y,  2)  mit  der  durch  denselben  Punkt  gehenden  Lage  der  be- 
weglichen Geraden  einen  Winkel  d  macht,  bestimmt  durch  die 
Gleichung 

cosd=    ,.  :=.  ,  (10) 

V  l+Ä*tgMa— 2)* 

und  im  Falle  der  Kurve  (4): 


COSÄ  =  ^^       ,^  ^ ,  (11) 

V^l+Ä%a 

dessgleichen^  dass  die  Normale  an  die  Kegelfläche  (3)  in  diesem 
'   Punkte  senkrecht  auf  der  Tangente  der  Kurve  in  demselben  Punkte 
steht 

Wenn  man  die  Kegelfläche  in  eine  Ebene  abwickelt,  so  legt 
sich  die  Schraubenlinie  ebenfalls  in  die  Ebene.  Ihre  Gleichung 
findet  sich  folgendermassen. 

DieLinie  AB  (Taf.IX.  Fi  e.6.)  d  rehe  sich  mit  der  Winkelgeschwindig- 
keit xsina  um  A,  während  ß  gegen  A  mit  der  Geschwindigkeit  ß  hin- 


t  ^ 
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Ceber   die   BesUmmnni^  des  Mittel- 
punktes einer  Fläche  zweiten  Orades. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  J.  Dienger 

an  der  polytechnischen  Schule  za  Carlsruhe. 


Stellt 

die  Gleichung  einer  Fläche  zweiten  Grades  dar ,  so  werden^  wenn 
diese  Fläche  einen  Mittelpunkt  hat,  die  Koordinaten  desselben 
Xq,  yQ,  zq  durch  folgende  Gleichlingen  bestimmt: 

_     (BC-D^)  G+(DE-CF)H+(DF    BE)J 
^0——      ABC-AD'^-'BE^''CF^+2DEF      ' 

_      (DE  -  CF)  G+(A  C—E^)H  +(EF-AD)J 
y^ "      ABC—Ärß-^BE^^CF^^^DEF      ' 

_      (DF^BE)G+(EF^AD)ff+(AB''F^)J 
^—'~       ABC-ÄD^^BE^'-CF^+2DEF 

Ist  nun  der  Nenner  dieser  Ausdrücke  nichtNull«  so  hat  die  Fläche 
einen  Mittelpunkt.  Sie  hat  aber  deren  unendlich  viele«  wenn  zwar 
der  Nenner  Null«  zugleich  aber  alle  drei  Zähler  auch  Null  sind. 
Nun  ist  aber^  sobald  der  Nenner  Null  und  einer  der  Zähler  Null« 
jeder  der  zwei  anderen  Zähler  Null. 

Heissen  nämlich  die  drei  Zähler  Z|«  Z^«  Z3,  der  Nenner  ^« 
so  findet  man  leicht«  dass 
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AZi+FZt+EZa=:—Gy, 
FZt  +BZ^+DZt  =-Ä^, 
£Z,  +  ÖZj  +  CZ, = —  JA. 

Ist  nun  z.  B.  nebst  2V=:0  auch  Z^=0,   so  folgt  hieraus: 

FZi+ÄZa=0, 
EZi+DZ^=0; 

woraus  nothwendig  Zi=Z2=0»  was  den  Satz  beweist. 

In  diesem  Falle  liegen  die  Mittelpunkte  zuweilen  in  geraden 
Llniefi  (bei  zylindrischen   FISeben). 

Als  Beispiel  wollen  wir  die  FiSche 
betrachten.    Hier  ist: 

Also  Z|=Z2=Z3=:iV=:0.    Denken  wir  uns  aber  zuerst  G=H 
=J,  so  ergiebt  sich: 

aro_  (BC-D^)  +  (DE-CF)  +  (DF-^-ßE) 

Äo  ""      DF^BE+EF^AD  +  AB-^F^ ' 

^  _/)£--CF+  AC'-EHEF'^AD     ^ 

d.  h.  alle  Mittelpunkte  liegen  auf  der  Geraden ,  deren  Gleichungen 

cT=2z,    y==3z 
sind.    Die  Fläche  selbst  ist  ein  elliptischer  Zylinder. 


Theil  XVI.  31 
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Eil^enscbaften  der  geraden  Ket^el  und 

Kefpelstumpfe   mit    sphärisch  f^e- 

l&rümiiiten  Ornndflächen. 

Von  dem 

Herrn  Schulratb  J.  H.  T.  Müller 

ZU  Wiesbaden. 


Wenn  man  aus  zwei  Gegen  punkten  einer  Kegeifläche  mit 
den  sphärischen  Radien  q\  q"  zwei  Kugelkreise  G\  G^*  be- 
schreiht,  so  sind  durch  die  Umßinge  dieser  Kreise  zwei  gerade 
konische  Flächen  bestimmt,  welche  aie  durch  jene  Punkte  gehende 
Gerade  zur  gemeinschaftlichen  Axe  haben,  so  dass  der  Mittel- 
punkt der  einen  konischen  Fläche  ausserhalb,  und  der  der 
andern  innerhalb  der  Kugel  liegt. 

Hier  soll  von  derjenigen  konischen  Fläche  ausgegangen  wer- 
den, welche  ihren  Mittelpunkt  ausserhalb  der  Kugel  hat,  und 
zugleich  q'^q**  angenommen  sein.  Die  Eigenschaften  der  andern 
Fläche  ergeben  sich  später  sogleich  aus  denen  der  ersten,  wenn 
q"  negativ  genommen  wird. 

Aus  jener  Verbindung  des  konischen  Raumes  mit  der  Kugel 
entstehen : 

1.  zwei  Kegel  CS  (L"  mit  den  sphärisch  gekrümm- 
ten Grundflächen  C,  G"^  deren  Axeu  sich  um  den 
Kugeldurchmesser  unterscheiden, 

2.  und  ein  Kegelstumpf  C  mit  den  beiden  sphäri- 
schen Grundflächen  G*  und  ß"y  welcher  den  Kugel- 
durchmesser  zur  Axe  hat  und  dem  Unterschiede  jener 
beiden  Kegel  gleich  ist. 
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3.  Der  Halbmesser»    die  Oberfläche»   der  Inhalt  der  Kugel 
soll  immer  mit 

r,        Ä,        Ä 
bezeichnet  werden. 

4.  Legt  man  durch  die  Peripherien  der  Kugelkreise  G*,  G" 
Ebenen«  so  sind  die  Hüben  der  zugehörigen  Kugelabschnitte  H\ 
Tif^  gleich 

r(l--cosp'),     r(l — cos^'O; 

folglich  ist 

G'=:43w«.sini^'»=sin4^'a.  k\ 

G*'^Anr\  sin  J^"« = sinj^"«.  K . 

Hieraus  erhält  man  die  Kugelkegel,  «welche  G'  und  G"  zu  Grund* 
flächen   und  den  Mittelpunkt  der  Kugel  zur  Spitze  haben,    gleich 


4 


und 


4 

»•«r'.sin  Jp"*  =  sinip"* .  Ä 


Werden  diese  um  die  zugehörigen  Kegel  mit  ebenen  Grund- 
flächen vermindert»  so  erhält  man: 

5.    Die  Kugelabschnitte 

1 

2l'=3  ;rr»  (4sln4p'«  —  sin^'^cospO; 

2l"=  j  Är3(4sini9"«-sin^"2co8e") . 

Da  4sin^p*=l' — cos^»  so  ist 

4sin  «-sin^ — sinp^cos^»  =  2— 3cos^  +  cos^' 

=  (2+cos^)  (1— cos^)*. 


folglich  auch 


a = i  m-»  (2  f  cos^)  { 1  — cos^)« 


oder 

•31' 
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6.    Der    Kegeistmapf  mit  den   ehernen   CiuiWichrm  G|, 
6]i  ,    deren  Peripherien  mit  denen  von  G'  and  G''  sasaaui 
len,  iflt,  wie  man  jueh  alsbald  üb^zengt, 

=  3  ^"^^  (cos^  +  cos^")  (sin^'*  +  sin^mn^''  -|-ai]if"^ . 


Wird  dieser  am  die  beiden  Kogelabeeimitte  2%  It^  ycl , 

i90  entsteht  anser  Engel  kegelstampf  C  und  mao  erhalt  nach 

Division  mit  imitr^: 

findy    nachdem  man    das  Prodnct   entwickelt  and  das  Ganze  fct^ 
einfacbt  hat, 

^  .iL=nm(Q' -\^q")  («inv'+sinp")+4sini^'«+4sini^ 

=2sin  J(^+^'0cosi(e'+^-).-^in4(e'+P'0cos  ^e'— ^'0 
+  48ini^+4sini(>"«. 
Da 


si„i^+sinV-=^=^.+  *-=^^ 


=  l-co82(e'+e'0cosi(e'-p"), 

so    ist,    wenn    die   Gleichang    durch   4    diyidirt   worden,     weil 
^  7rr'=Ä  ist* 

2^  =8in JCp'+p'O'cos  2  (p'+  p'O  cos  g^  {9'-^) 

Es  ist  demnach 

<£  =  1 1-cos  j(9'+p'0»co8i(»'-«")}  .a , 
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.  d.  i.  Der  Inhalt  eines  Kugelkegelstumpfs  wird  &e- 
funden,  wenn  man  die  dritte  Potenz  des  Cosinus  aer 
halben  Summe  der  Radien  beider  Grundflächen  mit  dem 
Cosinuiä  des  halben  Unterschieds  derselben  multiplicirt 
und  diesem  yon  1  subtrahirten  Producte  die  zugehörige 
Kugel  zur  Einheit  giebt. 

Denkt  man  sich  diesen  Stumpf  aus  der  Kugel  herausgeschnit- 
ten^ so  bleibt  ein  yon  einer  Kugel-  und  einer  Kegel-Zone  oegrenz- 
tes  Zweiflach  übrig,  dessen  Inhalt     v 

»-€=cos  ^(^'+^Tcos  J(^'-^'O.K 

durch  eine  sehr  einfache  Formel  gegeben  ist. 

7.  Um  den  zu  denselben  Grundflächen  gehörigen  Kegelstumpf  zu 
finden 5  dessen  Seitenkanten  einander  unverlängert  schneiden, 
setze  man  ^'^  negativ,  wodurch  man 


2,_C  =  co4(,'+,'0co4(,'_,")».Ä 


erhält. 


Demnach  ist  für  diesen  Fall  da^  Product  aus  dem  Co- 
sinus der  halben  Summe  der  Radien  in  die  dritte  Potenz 
des  Cosinus  ihres  halben  Unterschieds  der  Coeificient 
der  Kugel. 

8.  Wird  in  (6)  ^'=r^''=^  gesetzt,  so  erhält  mab  einen 
Kugelc5*linder,  dessen  Axe  durch  den  Kegelmittelpunkt  geht, 
und  es  wird 

C^(I— cos^*).Ä. 


/ 


Der  Kugelcylinder  ist  daher  gleich  der  Kugel  multipli- 
cirt mit  der  Ergänzung  der  dritten  Potenz  des  Cosinus 
vom  Grundflächenradius  zu  1. 

Wird  aus  der  Kugel  ein  Kugelcylinder  herausgeschnitten, 
dessen  Grundflächenradius  =60^  ist,  so  ist  die  so  ausgehöhlte 
Kugel  acht  mal  so  klein  als  die  Kugel  iselbst. 

9.  Macht  man  dagegen  in  (7)  ^'=^"  =  ^,  so  entsteht  ein 
Kugelkegelstumpf,  dessen  Seiten  einander  im  Mittelpunkte  der 
Kugel  halbiren  und  es  ist  dann 

€=(1-cos^)ä=2sIbJ^«U. 

Die  auf  solche  Weise  ausgehöhlte  Kugel  ist  demnach 
der  mit  dem  Cosinus  des  Grundflächenhalbmessers  mul- 
tiplicirten  Kugel  gleich.    Vergl.  (4.) 

Für  9=60^  sind* also  beide  Körper  einander  gleich.  ^ 


,j 
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10.  Setzt  muD  ^"=0,  so  eotsteht  ein  Kngelkegel,  dessen 
Spitze  im  Gegenpankte  des  Mittelpunkts  voo  G'  lie^  Hiernach 
wird 

<£=;(! —cos^  ^*) .  Ä  =  j(l— cosp)  (34-cos^).3l . 

Für  p=90o  wird  €=1»,  für  ^=60^  wird  »— €= |«r». 

11.  Wenn  in  (6)  die  Seitenkante  des  Kegelstumpfs  mit 
25  bezeichnet  wird,  so  ergiebt  sich  leicht,  dass 

4^« — 2r»(l  +  cos(^'  +  ^'0 ) . 
oder 

ist. 

Die  Verbindung  dieser  Gleichung  mit 


€  =  { 1-cos  l  {Q'+Q'r  cos  l  (e'-^'O  \.^7tr^ 


giebt 


Da 


S— (C=»:4cos  g-  (q'  +  q'*)  cos  ^  (q'  —  ^'9 .  3  r .  ns^ . 

Es  ist  daher  der  ausgehöhlte  Körper  einem  Kegel  gleich, 
welcher  die  Seiteokante  des  Stumpfes  zum  Grundflächen- 
durchmesser  und  den  Kugelradius  zur  Höhe  hat^  wenn 
man  diesen  Kegel  mit  dem  vierfachen  Producte  der  Co 
sinus  der  halben  Summe  und  der  halben  Differenz  der 
Grundflä'chenhalbmesser  multipllcirt. 


2cos  2  (p'  +  ^")  cos  2  (^'— ^'0= cos^'+cos^" 


und 

rcos^'+rqos^'' 

gleich  der  mit  a  zu  bezeichnenden  Höhe  des  Kegelstumpfs   mit 
ebenen  Grundflächen  ist,  so  hat  man  auch 

i 
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Daroacb  ist  die  konisch  ausgehöhlte  Kugel  doppelt  so 
gross  als  ein  gewöhnlicher  Kegel»  weicher  die  Sei- 
tenkante des  Stumpfes  zum  Durchmesser  der  Grundfläche 
und  den  Abstand   beider  Kreisebenen  zur  Höhe  hat. 

12.  Geht  der  Stumpf  in  einen  Kugelcylinder  über,  so  wird 
in  (11)  ...«  =  25  und  man  erhält 

4 

Die  cylindrisch  ausgehöhlte  Kugel  ist  also  einer  Kugel 
gleich ,  welche  die  Seitenkante  des  Cylinders  zum  Dura- 
messer  hat. 

13.  Es  bleiben  jetzt  noch  die  beiden  Ergänzungskegel 
des  Kugelkegelstumpfs  zu  betrachten,  welche  entstehen,  wenn 
der  Mantel  des  letztern  bis  zum  Durchschnittspunkte  erweitert 
wird,  und  von  denen  der  erste  <E'  den  convexen  Kugelkreis  6r^ 
der  andere  (E"  den  concav'en  G"  zur  Grundfläche  hat. 

Die  zugehörigen  Kegel  mit  ebenen  Grundflächen  Gi,  Gn 
seien  (E|,  Cn  und  ihre  Höhen  Oi,  a^,  folglich  Oj — aii=a. 
Vergl.  (11.)- 

Dann  ist 

a  =  (cosp'+  co8Q*')r  ' 

und  die  Halbmesser  von  &i,  Gi^  =rsin^',  rsin^''  und  man  erhält 

cos^'+cos^"      .     ,        '     ,    A  f  ,       ,n 
«» =  sing---siD»--'^^'"^=^'"^^^^2<^-g^''  * 

Daher  sind  die  ebengrundflächige«  Ergänzungskegel 

d  =  3  wr»sin^"cot  ^  ($'—9") , 

(£n  =  j  jrr'sin^"'cot «-  (^'—^'0  • 

Wird  (Li  um  den  Kugelabschnitt  IV  vermehrt  und  Cn  und  71'' 
vermindert»   so  erhält  man  die  gesuchten  Kugelkegel  C^  (E"  und 

es  ist,  wenn  man  (5)  benutzt,  und  beiderseits  durch  nrm*Mividirt: 

3     ^,      cos^'+cosg''    .,.....,-      .     ,« 
nr^  smp  —  sm^"       ^     '         *^  ^         ^ 


4es 

Wird  rechts    das  dritte  Glied  anf  den  Nenner  de«  ersten  ge- 
bracht, so  erhält  man 

»r»  *       siD<?'— sine"      '   +«h>»*    > 
und  durch  eine  leichte  Umformung  des  Coefficienten  von  sin^": 

Daher,  wenu  man  noch  sin^'^  verwandelt: 

^.       .  1  -.isini(p'+p")        1    ,«-,3    ^ 
^'^    ^sin4(p'— p")        2^     •    5 

<E"-sln4o">^-^^^^?^±^cosio"»-U   Ä- 

Wenn  man  den  Sinus  der  halben  Summe  der  Grund-' 
flächenhalbmesser  durch  den  Sinus  ihres  halben  Unter- 
schieds dividirt,  so  erhält  man,  für  die  Kugel  als  Ein- 
heit, den  Inhalt  jedes  der  beiden  Ergänzungskegel, 
wenn  man  jenen  Quotienten  mit  dem  Quadrate  des  Co- 
sinus der  Ifälfte  des  zugehörigen  Radius  multiplicirt  und 
dieses  um  1  vermehrte  .oder  verminderte  Product  mit 
dem  Quadrate  des  Sinus  der  Hälfte  desselben  Radius 
multiplicirt. 

14.  Wird  in  (13)  .  .  q"  negativ  genommen,  so  erhält  man 
das  andere  zu  denselben  Grundflächen  gehurige  Paar  v^n  Kueel- 
kegeln ,  wodurch  sich  hier  bloss  der  Quotient  beider  Sinus  umkenrt. 

15.  Da  nach  (4)  sinJo^.K  den  Inhalt  eines  Kugelkegels  giebt, 
welcher  q  zum  Grundflächenhalbmesses  und  den«  Mittelpunkt  der 
Kugel  zur  Spitze  hat:  so  werden,  wenn  man  in  (13)  die  erste 
Endgleichung  um  sin^p^.K  vermindert,  die  zweite  aber  um  sinJp'^.K 
vermehrt,  zwei  Doppelkegel  &',  ^*  entstehen,  deren  gemein- 
schaftliche Spitzen  der  Kegelmittelpunkt  und  die  Spitze  der  Ergän- 
zungskegel sind  und  welche  beziehungsweise  die  Peripherie  von 
G',  C  zur  Randkante  haben. 

Der  Inhalt  derselben  ist 
Hieraus  erhält  man  unmittelbar 
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Es  verhalten  sich  daher  diese  Doppelkegel  wie  die  Qua- 
drate der  Sinus  der  sphärischen  Halbmesser«  mit  denen 
ihre  Kanten  beschrieben  worden. 

Das   andere  Paar   von  Doppelkegeln  wird  eben  so  behandelt. 

16.  Ergänzen  die  sphärischen  I|albmesser  q\  ^**  der  Grund- 
flächen der  Kugelkegei  iL!»  d"  einander  zu  180^,  so  "wird  die 
äussere  konische  Fläche  eine  Berührungsfläche  an  die 
KugeU  und  man  erhält  alsdann,  nachdem  die  Endgleichungen  in 
(13)  durch  31  dividirt  worden, 

j^rrsinip^lp— .cos  jß'«+l| 

COS  rt  p** — cosp' 
^^  — cos^- 


.  / 


1  * 

und  wenn  man  im  Zähler  cos^  durch  cos^  ^'^'^sinj^'*  erseti^, 

cos^' 
In  diesem  Falle  muss  C^C=3L  sein.  \ 

17.  Für  die  innern  Kegel  geht,  wenn  ^'i-o"  =  180o  wird, 
die,  konische  Fläche  in  eine  Ebene  über  und  die  Kngelkegel  wer- 
den zu  Kugelabschnitten«  deren  S u m m e  der  Kugel  gleich  ist. 

18.  Werden  die  Axen  der  Kugelkegel  <2^%  ü,"  mit  a'«  a'' 
bezeichnet,  so  erhält  man  aus  (12)  und  ^)  für  die  äussern  Kegel: 


a*      coso'+cosp"   .     , .  ,  ' 

-=    .     ,   — r-^^smo'+l— cosp 

sin(p^-|-p'0  +sinp* — si  n  p" 


sinp'— sinp" 


1  ^'^Afii  -#»" 


«.  -  o  smig-cos4r 


1    ^^a\nl^^' 


./— 9   COS«  g'smjp' 


•^*C«*'^»     >* 


%%M        «•«#»■?         •tlfVnt.P"        t^        A 


•  *"*<  ^  ^  * 


'»•: 
.^,-.-. 


-  --  -  t  . 


•T*.         4^.1  i  lii^iy 

^-w              -  7 

'  ^-  r             *    ^- 

Ji%         «.x: 

^^^..teS««:.      V» 

a»»  -    r. 

**•••*  -    "^  •    ~  "• 

•'•'^nn^tttr—^^ 

«T*  •■^i^*^^-  »^V«  T^' 

i   r-  ^      ..  T   •  -  ■ 

V4      -r 

^-:-        ^       "M 

^m»«*«xR. 
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19.  Ist  p  die  Spitze  des  äussern  und  q  die  des  ionera 
Kugelkegelpaares,  sowi»  o  der  Mittelpiinkt  der  Kugel,  so  ist 
op=6  die  gemeinschaftliche  Axe  der  Doppelkegel  &'y  ^",  und 
man  hat  6=a' — r:=:a*'  +  r.  Daher  ist  aus  (lo)  nach  einer  leichten 
Umformung  '  ^ 


und  för  oq  =  c 


''-sinK^'^")      ' 


siniCp^-— ^^^) 


woraus  die  geometrische  Bedeutung  di^r  in  (13)  und  (15)  vorkom- 
menden Sinusquotienten  hervorgeht. 

Auch  folgt  augenblicklich  aus  diesen  beiden  Gleichungen^ 

dass  das  Rechteck  aus  den  Axen  op,  oq  der  beiden 
Doppelkegelpaare  gleich  dem  Quadrate  des  Kugelhalb- 
messers ist. 

20.  Endlich  sind  noch  die  Seitenkanten  2s',  2^'  der 
äussern  Ergänzun^skegel  zu  bestimmen.  Sie  ergeben  sich  leicht, 
wenn  man  sich  erinnert,  dass  in  (11) 

f=rcoS2(p'+p") 

war.    Man  erhält  nämlich  für  die 

äussern  innern 

Ergänznngskegel 

sing^_  sine^ 

*  ""sin4(^'-^'a  ^  .  *  ~  siuKq'+qY' 

'         sing  ^^^_       sing^ 

'^^sinU^?'-^")^  '  ""ßini(^'+^'0  •■' 

ans  deren  Verbindung  sich  wiederum  die   in  (19)  vorkommenden 
Sinusquotienten  ergeben.  , 

Diese  einfachen  -Beziehungen  zwischen  einem  konischen 
Räume  und  der  Kugel,  deren  Zahl  sich  leicht  vermehren  Hesse, 
bedürfen  zu  ihrer  Herleitüng  bloss  der  Bekanntschaft  mit  den  Ele- 
menten der  Stereometrie  und  der  Goniometrie  und  eignen  sich  dadurch 
zu  in  sich  zusammenhängenden  Uebungen,  ähnlich  den  in  den 
„Geometrischen  Ausläufern^'  von  mir  zusammengestellten.  Mit 
dieser  Bemerkung  möge  die  Mittheilung  dieser  Kleinigkeit  gerecht- 
fertigt sein. 


471 


Heber  die  BesUmmuDg  der  symmetri- 
schen  Funktionen  der  IFurzeln  einer 

Oieicimni?. 

(Nach  Abel  Transon,   in  den  Nouvelle«  Annales  de  Ma- 
th^inatiques.    Fövrier  et  Mars  1850.) 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  J.  Dienger 

an  der  polytechnischen  Schule  za  Carlsrohe. 


§.1.     .. 

Seien  F(a?),  w(a:)  ganze  Funktionen   von  or;  a>  b,  c, die 

(n)  Wurzeln  der  Gleichung 

F(a:)=0,  (I) 

ISO  ist  bekanntlich 

P(x) I_       '   1  1 

F(S)~'ar-a+J="6+a:-c  + ^^^ 

Multiplicirt  man  nun  beiderseitig  mit  <p(a;),    so  erhält  man 

F(.r).y(a:) _  (pjx)      (p(a:)  _ /y^x   .  9^( «)  .   9>(*)  . 

wenn  man  (falls  diess  thunlich  ist),  <jp(x)  durch  x—a,  x — b  u.  s. 
w.  dividirt,    bei   welcher    Division   aie   Reste    bekanntlich   9(0), 

9(6), sind,   so  dass  f(pc)  eine  ganze  Funktion  von  x  ist,    um 

einen  Grad  niedriger  als  9>(^).    Brmgt  man  die  zweite  Seite  auf 
einerlei  Nenner,   so  ist 
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I 

~füT~     '^^  ■*■ F&         '  ^' 

weno   £  bedeutet,    man  solle  die  Operation  auf  alle  Wurzeln  a, 
b, ausdehnen,  al^o  z.  B. 

2(p(a)  =  (p(a)  +  q>{b)  +  q>(c)  + (4) 

ist.    Daraus  folgt  offenbar,  dass  man  die  symmetrische  Funktion 

(4)  erhält,  wenn  man — f^(~\ —  nach  fallenden  Potenzen  von  :ir  ent- 

1 

wickelt  und  den  KoefBzienten  von  —  nimmt. 

X 

Da  man  hat 

fX:r)=0,  (1) 

80  kann  man    hierdurch  x^  ausdrücken  vermittelst  der  niederem 
Potenzen  von  x»  so  also  dass  etwa 

j^^z—piof^^^p^pd'^'^ — ....;    (5) 

ebenso  kann  man  a:"+^,  j;"-f^,....    ausdrücken  durch  Potenzen  von 
x,  niederer  als  die  nte.    Z.  6.  aus  (5)  folgt 

ar«+*= — Pia?«— /?2^""* — — » 

setzt  man  hier  für  ar*>  seinen  Werth  (5),   so  erhält  man  den  ver- 
langten Ausdruck  von  a^K 

In  dieser  Weise  kang  mau  überhaupt  vorläufig  die  Grösse 
F'(x)q>(x)  durch  niederere  Potenzen  von  x  ausdrücken,  als  die 
nte,  und  man  wird   etwa  erhalten: 

F'ixMx)  =  Ai:r»-i  +  Ä«ar"-«  + (6) 

Hat  man  diessgethau,  so  ist  in  (3)  offenbar /][a:)=dO  und  man  hat: 

q>(ß)  +  fp(b)  +  q>(c)  + =Ai.  (7) 

Vermittelst  der  gelehrten  Methoden  wird  man  also  immer  die  sym- 
metrische Funktion 

q>(a)^-ip(b)+fpic)  + (4) 

der  Wurzeln  der  Gleichung  F{x)=0  ausdrücken  können. 


Gesetzt  nun,  es  bandele  sich  um  die  symmetrische  Funktion 
zweier    Buchstaben 
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-2?g>(«,  6), 

die  man  durch 

Sq>{x,y)  (8) 

darstellen  kann,  wobei  bemerkt  werden  muss,  dass  ^bedeutet, 
Xy  y  sollten  alle  Werthe  annehmen  (§.  l.)»  oder  alle  Verbindun- 
gen  dieser  Werthe  zu  zwei. 

Man  dividire  nun  zunächst  F{x)  durch  x — a^  und  sei  Fi{x) 
der  Quotient,  so  dass  6,  c,..../  die  (n — 1)  Wurzeln  der  Gleichung 
Fi(^)=:0  sind.    Aus  §.  1.   folgt  nun,    dass   der  KoefGzient  von 

— .  in  der  Entwickelung  von 

F\(i).q>{a,  z) 
Fi(^) 

die  Summe 

q>(a,  b)  +  (p(a,c)  + +  g<a,  0 

ist    Stellt  man  nun  diesen  Koeffizienten  durch  t^(a)  dar,  so  ist 

und  man  wird  die  verlangte  symmetrische  Funktion  durch  Ent- 
wickelung des  '  Ausdrucks   — W-r — ^  finden. 

« 

S.  3. 
Man  habe  die  symmetrische  Funktion  dreier  Buchstaben 

so  wird  man  zuerst  das  Polynom 


{x—a)  (x—b)' 


iF,(a:) 


bilden.    Sucht  man  nun  den  Koeffizienten  von   —    in     der    Ent« 

X 


Wickelung  von 


F^{x)q>{a,  b,  x) 
F^ix) 


so  ist  derselbe  gleich 

q>{a,  b,  e)'t'q>(a,  6,  d)  +  ,.,.ip(a,  b,  l)=:^(a,  b). 


474 

SO  dass  man  die  symmetrische  Fanktion  Ei^t(y,  t)  zu  berechnen 
hat,  was  nach  §.  2.  geschieht. 

Dass  man  so  fortfahren  kann,    Ist  klar. 

Dass  es  hinreichend  ist,  sanze  Funktionen  zu  betrachten,  ist 
leicht  einzusehen,  da  einä  jede  nicht  ganze  rationale  Funktion 
der  Quotient  zweier  ganzen  ist,  und  zugleich  auch  jede  rationale 
Funktion  einer  oder  mehrerer  Wurzeln  einer  Gleichung  ersetzt 
werden  kann  durch  eine  ganze  Funktion  dieser  Wurzein..  (Serret, 
Couts  d'AlgÖbre  superieure  2me  le^on  pag.  19.  suiv.)* 


§.4. 

Man  sieht  leicht  aus  dem  Vorstehenden,  dass  jede  symme- 
trische ganze  Funktion  der  Wurzeln  einer  Gleichung  eine  sanze 
Funktion  der  Koeffizienten,  ohne  irgend  einen  numerischen  Divi- 
sor ist;  so  wie  dass  man  sie  durch  algebraische  Divisionen  er- 
hält, bei  denen  der  Koeffizient  des  ersten  Gliedes  in  den  Divi- 
soren immer  der  Einheit  gleich  ist.  Besonders  geht  die  erste 
Behauptung  klar  aus  der  zweiten  Methode  des  §.  1.  hervor. 


§.  5. 
Sei 

x^^pix^-^^p^^-^^ -|-/»w=sO  (9) 

die  gegebene  Gleichung  (F(:ir)=:0),  also  p^,  p^y deren  Koef- 
fizienten mit  den  Zeigern  1,  2,..m.  Denken  wir  uns  nun  irgei^d  ein 
Produkt  solcher  Koeffizienten,  so  heissen  wir  den  Zeiger  dessel- 
ben die  Summe  der  einzelnen  Zeiger,  indem  man  Sorge  trägt, 
den  Zeiger  eines  Buchstabens  so  viel  mal  zu  zählen,  als  dieser 
Buchstabe  vockommt.  So  ist  z.B.  der  Zeiger  des  Produkts  ^^i^jp^Vs 

=3.1  +  4.2f5=:16. 

Besteht  eine  Funktion  aus  mehrern  solcher  Produkte,  so  heisst 
der  höchste  Zeiger  der  einzelnen  Glieder  der  Zeiger  der  Funktion. 
So  ist  also  von 

Pl^  +  P9?Pz^+P6P2+PlP9P3 

der  Zeiger  23. 

Man  habe  nun  eine  symmetrische  Funktion  einer  oder  meh- 
rerer Wurzein  der  Gleichung  (9) ,  so  heisst  der  höchste  Grad  der- 
selben die  höchste  Summe  der  Exponenten  der  einzelnen  Glieder. 
Ist  diese  Funktion  nun  durch  die  KoefBzienten  von  (9)  ausgedrückt, 
so  hat  sie  einen  gewissen  Zeiger  und  man  kann  nun  nachweisen, 
dass  der  Zeiger^'einer  symmetrischen  Funktion  ihrem  Grade  gleich  ist; 
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i 

Id  Bezug  Huf  die  symmetrischeo  Funktionen  eines  Buchsta- 
bens genügt  es,  den  Bewcfls  zu  liefern  fiSr  die  Funktion  £Ax^, 
wo  A  eine  Zahl  ist.  Um  diese  Funktion  zu  erhalten,  muss  man 
dividiren   (%,  1.): 

i^ma:"»-^^»  +  A(m-'i)piai^-^-^  + 

a?*»+/i4ar"»—*  + ...... 

Sei  der  Quotient 
so  ist 

^r  =  —  Pi  ^r-i  —  Pft^r-a  -^ — Prqo  +  (wi  — r)24/lr  • 

Da  aber  qQ^Am,  also  den  Zeiger  0  hat,  so  hat  allgemein  Qfr  den 
Zeiger  r.  So  demnach  hat  der  Koeffizient  von  — ,  d.  i.  qn,  .den 
Zeiger  n,  was  den  Satz  beweist. 

Wäre  A  selbst  eine  ganze  >  rationale  Funktion  der  Buchsta- 
ben p,  so  hätte  qQ  denselben  Zeiger  nf  wie  A,  also  qn  (A£ai^) 
den  Zeiger  n'+n. 

In  Bezug  auf  die  Funktionen  zweier  Buchstaben  genügt  es, 
die  Funktion  ZyH^'  zu  betrachten. 

Heisst  man  die  zweite  Art,  in  §.  1.  aufgeführt,  die  durch 
Reduktion,  so  dass  wir  also  unter  Reduktion  der  Funktion F^(a:)9(:zr) 
verstehen  die  Operation,    vermöge  der   alle  Potenzen  von  x  die 


telst  der  Gleichung  F|(;ir)=0  vornimmt.    Da  aber 


arm-«  ^      ß2 


or"» 


-3 


80  ist  klar,  dass  man  hierdurch  eine  Funktion  tf;(a)  erhalten  wird, 
80  dass  in  jedem  ihrer  Glieder  der  Grad  von  a  mit  dem  Zeiger 
des  Buchstabens  0  die  Summe  n-^-n*  beträgt,  so  dass  die  Reduk- 
tion, die  darauf /oigt,  nämlich  der  Grösse  ^p{x)F{x)t  vermittelst 
F(:r)=0,  eine  Funktion  vom  Zeiger  n-\-n'  giebt. 

So  kann  man  leicht  fortfuhren. 

Wenn  man  eine  allgemeine  Gleichung  vom  mten  Grade  mit 
zwei  Unbekannten  x  und  y  hat,  so  geben  die  Zeiger  der  Kocflli- 
zienten  von  x  zugleich  den  Grad  derselben  in  y  au.  Der  voran- 
gegangene Lehrsatz  lehrt  somit  den  Grad  in  y  einer  jeden  sym- 
metrischen Funktion  der  Wurzeln  Xi,  x^f^^m   kennen. 
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Eben  sq^  dient  diener  Sati  aneh  an  Abkürzungen  der  in  den 
ersten  Paragraphen  angegebenen  Reehnnngen. 


S.  6. 

Sei  n  der  Grad  der  symmetrischen  Funktion ,  m  der  von  FXa:). 
Wenn  w^m,  so  kann  man  in  F(x),  Fi(x),  F^(x)  u.  s.  f.»  eben 
so  in  P{a:),  Pii^),  F^f^x)  u.  s.  w.  alle  Koeffizienten  w^lassen, 
deren  Zeiger  hoher  als  n  ist,  was  unmittelbar  aus  dem  vorigen 
Lehrsatze  folgt. 

Ganz  eben  so  wie  in  $.  1.  kann  man  leicht  folgende  Sätze 
beweisen : 

• 

Die  Summe  der  Werthe,  welche  die^mze  Funktion  119(6) 
erhält,  wenn  man  darin  a  und  6  durch  alle  Wurzeln  der  Gleichung 
F(2r)  =  0  ersetzt,  zu  je  zwei  auf  alle  möglichen  Arten  verbunden, 
ist  gleich  dem  mit  verkehrtem  Zeichen  genommenen  zweiten  Gliede 

des  Restes  in  der  Division  — „y^     *    Dessgleicben  ist  Sabtp{c) 

gleich  dem  mit  verjsehrtem  Zeichen  genommenen  dritten  Gliede; 
£abcfp(d)  deich  dem  eben  so  genommenen  Vierten  GOede  u.  s.  w., 
was  aus  (o)  unmittelbar  hervorgeht. 


§.7. 

Man  verlange  die  Bestimmung  von   £(ab*). 

Nach  $.  6.  ist  hier  bloss  eine  Division  notbwendig.  Sei  F(a:)^=0 
die  Gleichung:  1 

a^  +  pix^^^  +  p^x^-^^  + +  /?»  =  0, 

so  wird  man  nur  auf  die  vier  ersten  Glieder  achten  rafissen.  (6. 6. 

1 
erster  Satz.).    Es  genügt  also,  den  Koeffizienten  von  -^     in    der 

Entwicklung  von 

F*(x).x* 
Fix) 

mx^-j-jm — l)pix^  -f  (m—2)p2X*+ (m^3)p^x 

•"  a!^+PiX^+P2ix^'iP9 

zu  bestimmen 
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mad  +  (m— l)pia:'+  (m— 2)p, 


+Pi» 


a;»+ (m— ^ft  X  |  a;H  PiX*+ p^  +  pa 
Demnach  ist  das  zweite  Glied  des  Restes  —  ^s^-pii^s«  ^^l^^o 


Vejber  die  Schwlninuisrsflauer  des  ein- 
llEichen  und  des  zusammensrcsetzten 

Pendels. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  J.  Dienger 

an  der  poljtischnitchen  Schule  sn  Carls rii ho. 


Schwingt  ein  einfaches  Pendel  (Taf.lX.Pig.7.)von  derLiinge 
2=  CAy  ist  CB  eine  Vertikale,  C^ldie  anßinglicheLaffe,  von  der  aus 
das  Pendel  ohne  Anfangsgeschwindigkeit  gebt ,  CM  die  Lage  am 
Ende  der  Zeit  t,  MCB=(p,  ACB=a,  so  findet  man  t  nacVi  der 
Formel : 


— ""V  W 


9  d<p 


2g  J     \fcoa(p  —  cos« 

(man  sehe  z.  B.  Poisson  Mechanik  §.  182.). 

Setzt  man  hier  cos(p=:i''u:,  cosa=l— /?,  also 

8y_  1 

^      V"'2x  —  x^  ' 

80  ergiebt  sich: 
Thdl  XVI.  Vi 


(t) 
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(2) 


Um  bieraas  die  Zeit  T  za  finden,    welche  der  Kurper  braucht, 
um  nach  Bza  kommen,  hat  man  bloss  ^=0  za  setzen.  Demnach 


=W,f 


ß         ar 


•  v^ö^*)0-f) 


Man  setze  in  dieser  Formel  x^^ßy^  so  giebt  sie: 


und  trifft  somit  zusammen   mit  der  im  Archiv.  Theil  Xffl.  S.  & 
§.  15.  I.  aufgestellten  Formel,  wenn  dort 


.=  ^  =  1=--,    aIso«=yiz-f?=rf.« 


(3) 


ist    Da 


2 
so  folgt  ans  jener  Formel,  dass 


{.niyfly^l,     sn(2Vf)=  +  l; 


also 


lVf=Jlf,   T=i^i.  (4) 

i 

wenn  ilf  der  zu  fii=sin^  gehörige  Modolarquadrant  ist   (Ardiir. 

Theil  XI.  S.  400.  §.3.  (5)).    Für  asO  oder  m=0   ist  Msz^, 

9 
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was  die   bokaunte  Formel  för    die  Schwingungen   des  einfachen 
Pendels  ist. 

Ein  zQsammeneesetztes  Pendel  schwingt  bekanntlich 
genau  wie  ein  einfaches  von  der  Länge  -^ »  wenn  K  das  Träg- 
heitsmoment des  Körpers^  S  dessen  Masse  und  iß  die  Entfernung 
des  Schwerpunkts  von  der  Aufhängaxe  ist.  Die  Schwingungs- 
dauer T  ist  also 


T=Jll\ 


Sßg' 


(5) 


Hier  ist  a  der  anfängliche  Winkel ,  den  die  Liniß  i2mit  der  Ver- 
tikalen machte.  Es  durfte  vielleicht  nicht  ohne  Interesse  sein, 
diesen  letztern  Satz  auf  elementare  Weise  abzuleiten. 

Es  stelle  PQ  (Taf.  IX.  Fig.  8.)  ein  zusammengesetztes  Pendel  vor, 
das  sich  um  eine  norizontaleAxeil^  dreht.  G  seisein  Schwerpunkt, 
P  sein  Gewicht.  Die  Senkrechte  GC  auf  AB  heisse  B,  Mao 
wird  sich  nun  das  Gesammtgewicht  des  Körpers  in  G  vereinigt 
denken  können,  so  dass  in  G  die  vertikale  Kraft  P  angreiil.' 
Diese  zerlege  man  in  zwei,  eine  nach  GC»  die  andere  senkrecht 
au(  GC  gerichtet.  Die  erstere  trägt  zur  Umdrehung  des  Pendels 
Nichts  bei;  die  letztere,  ist  Psing),  wenn  <p  der  Winkel  ist,  den 
B  mit  der  Vertikalen  macht.  Die  Umdrehung  nm  die  Axe  AB 
geschieht  folglich  durch  ein  wirksames  Kräftepaar,  dessen  Moment 

PBsinq)  (6) 

ist. 

Sei  nun  a  irgend  ein  Element  (Atom,  Punkt)  des  Körpers, 
dessen  Gewicht  p  ist;  sei  ferner,  in  der  wirklich  stattfindenden 
Lage,  y  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Pendels  um  AB^,  tf;'ihre 
Beschleunigung,  so  sind  ry,  nlf  die  Geschwindigkeit  und  ihre  Be- 
schleunigung für  den  Punkt  p ,  wenn  dessen  (senkrechte)  Entfer- 
nung von  der  Axe  AB  gleicn  r  ist.  Hat  aber  p  die  Beschleuni- 
gung rt^,  so  wirkt  auf  dieses  Element,  in  der  Richtung  der  Be- 
wegung, also  senkrecht  auf  r,  die  Kraft  ^^--%*),  d.  h.  ein  dre- 
hendes Paar,  dessen  Moment 

9    '  9 


*)    Diese  Formel  ist  immer  leicht  abzuleiten.    Denn  wirkt  auf  das 
Gewicht  P  die  beständige  Kraft  Q^    so  ist  die   Beschleunigung  x==:^^ 

nach  der  Formel  Pxg^=^QlX.    Hier  ist  P^=p,  X=-r^,  also 

9  0 
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Ist  Da  alle  Punkte,  Ober  oder  unter  den  Axe,  in  gleicher  Rich- 
tung drehen,  so  kann  man  alle  diese  Paare»  die  in  parallelen, 
auf  AB  senkrechten  Ebenen  wirken,  in  ein  einziges  zusammen- 
setzen» dessen  Moment 


s(^)  =  fS(jn->,  (7) 


wenn  S(pr^)  bedeutet,  dass  die  GrSssen  pr*,  auf  alle  Punkte  des 
Körpers  bezogen,  addirt  werden  sollen,  und  welches  Paar  in 
einer  auf  AB  senkrechten  Ebene  wirkt  Dieses  letzte  Paar  jnuss 
vorhanden  sein,  wenn  die  Beschleunigung  '^  statt  haben  soll. 
Wirklich  Torhanden  ist  das  Paar  (6) ,  das  in  einer  auf  AB  senk- 
rechten Ebene  wirkt  Daraus  folgt,  dass  ^  so  beschafen  sein 
muss,  dass 

-S(pr^  =  PR8\nq>, 

PR8inq>  ^^ 

*=^  S(|»r«)  •  ® 

Denken  wir  uns  nun,  der  Kurier  PQ  stelle  ein  einfaches  Pendel 
▼on  der  Lange  /  und  dem  Gewichte  Q  dar,  so  ist  offenbar  in  (8): 

zu  setzen,  und  die  entsprechende  Beschleunigung  tf/  findet  sich: 

..  _    QRsinq>         Bing> 

Sollen    nun  das  einfache  und  das   zusammengesetzte  Pendel  Vt^ 
dieser   (9  entsprechenden)   Loge   gleiche  Bewegung  haben,     b^j^ 
muss  ^z=z1^f',  d.  h. 

PRsiutp      g6mq>       ,_S(pr^ 
^   6^(pr*)  =  "7~'    ^-IPR  <*"> 

sein.    Da  hier  q>  nicht  mehr  vorkommt,  so  gilt  es  unabhängig  von^ 
(p,  d.  h.  das  einfache  Pendel  von  der  Lfinge  "ph    hat  genau  die>  ^ 
selbe  Bewegung,  wie  das  zusammengesetzte.    Bekanntlich  heisst  - 
---  die  Masse  des  Korpers;  ist  sie  =iS,  so  ist  i^iSg, und  wenn 
K  das  Trägheitsmoment,  so  ist  S(pf^y=gK/alao 


SR 

Heisst  K^  das  Trägheitsraoment  des  Pendels  in  Bezug  auf  eine 
durch  den  Schwerpunkt  gehende^  mit  Aß  parallele  Axe..  so  ist. 
wie  leicht  abzuleiten  2 
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also 


K=K'  +  R^S, 


Nach  dem  Vorsang  von  Corioiis  (Berechnung  des  Kf- 
fekts  der  Maschinen)  w&re  es  zwcckm&ssigcr»  die  Summe 
iS(pr*)  geradezu  als  Trägneitsmoment  K  zu  bezeichnen,  so  dass 
dann 


(11) 


und 


Kf 


K=:K'  +  IPP,     l=pj^  +  R.     (12) 


Weitere  Ehtwickelungen  hiervon  zu  geben ,  liegt  jetzt  nicht  in 
meiner  Absicht;  ohnehin  ist  es  nicht  schwer ,  die  Theorie  des 
Reversionspendels  aus  der  letzten  Gleichung  abzuleiten,  was 
ganz  elementar  geschehen  kann,  wie  ich  diess  auch  immer  beim 
Unterricht  thue.  Die  Formel  (5)  ist  somit,  unter  der  letzten 
Annahme: 


i'%  ^  g 


(ß) 


worin  also  T  die  Zeit  bedeutet,  die  verfliesst,  wfthrend  die  Linie 
GC(_R)  von  ihrer  änsserjften  Lage,  wo  sie  den  Winkel  «  mit  der 
Vertilcalen  machte,  zur  vertikalen  Lage  geht.  Was  den  Wcrth 
von  M  betrifft,  so  ist  für: 


a=0,     •8f=ö» 

0=220, 

ilfs  1,58539. 

c=20,   ilf=  1,57091. 

«=240, 

M=  1,58819. 

»=40,    jlf=  1,57127. 

«=26«, 

^—1,59125. 

0=60,    j|f=  1,57187. 

0=280, 

üf=  1,59456. 

0=8».    ilf=  1,57271. 

0=300, 

yif=l,59814 . 

«=ilO»,  ilf=  1,57379. 

0=320, 

M=  1,60197. 

0=120,  Jlf- 1,57611. 

0=340, 

;»/— 1,60608. 

0=140,  M=i,57(m. 

0=36«, 

i(f=l,61045. 

«=160,  i»f=  l/,7848. 

«=38», 

;tf= 1,61509. 

«=180,  i|f=:  1,58054. 

0=40", 

Jf=  1,6200-2. 

«=20»,  7[f=  1,58284 

u 

1.  s.  w. 
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Uelbiuissaufffalbeii  fnr  Schuler. 


Aufgaben  von  dem  Herrn  Professor  Dr.  J.  Menger  an  der  potjleclini- 

sehen  Sdiale  sii  Carlstfuliei 

Sei  O  (Taf.  IX.  Pig.  9.)  die  Spitze  einer  Parabel,  OC  deree 
Axe  und  Ihre  Gleichung: 

Man  mache  OC=OI>=3Y-»  ziehe  an  irgend  einen  Ponkt  C  der  PSa- 
rabel  die  Linien  DE^  CE,  so  ist 

DE'+^—CEip+CE). 
Wäre  allgemeiner  OC:=OD=ie,  so  faStte  man: 


2. 

Sei  in  Taf.  IX.  Pig.  la  OAi=OBz=:e,  man  mache  On^tte 
(worin  £  willkuhrlich,  ganz  oder' gebrochen),  ziehe  um  Z>mit  dem 
(beliebigen)  Halbmesser  r  einen  Kreis ;  an  einen  Punkt  F  in  des- 
sen  Cmnmg  siehe  man  die  Linien  AF  und  BF,  so  ist: 

oder  iTenn  man  Ueber<  «rill : 

(1  +  £)4F»+  (1— £)ÄF«=2[r»+  e*(l-t«)]. 


m 

Für  €=rO  ist  D  in  O,  and  dann 

welche^  Satz  besonders  leicht  ausgesprochen  werden  kann. 
Für  €  =  1  ist  />  in  2I,  und  dann: 

wie  natürlich. 


Mi  s  Celle 

Bezeichnen  a,  b,  c  die  drei  Seiten  eines  sphärischen  Drei- 
ecks und  e  dessen  sphärischen  Excess,  so  ist  immer 

'1  1       *1  1 

1  +  cos2a  4-  cos26  4-  cos2c  -|-  SScos^a^  cos  q  6^  cos  5  c^  sin  5  ^^ 

=  cos  (a  +  Ä  +  c)  +  cos(a  +  6— c)  -f  cos(a  +  c — 6)  +  cos(ä  +  c—a) . 

Diesen  Satz  hat  Herr  Armand  Hue,  Professeur  d*Hy» 
drographie  ä  Bayonne,  in  den  Nouvelles  Annaies  de 
Math^matiques.  Tome  X.  1851.  p.  25.  auf  folgende  Art 
bewiesen. 

^Bekanntlich  ist,  wenn  A,  B,  C  wie  gewöhnlich  die  Winkel 
des  sphärischen  Dreiecks  bezeichnem» 


also 


sin5C=— coSoC-^+Ä+C)  S 


Entwickelt  man 


coB^iA+B+C) 


mittelst  der  bekannten  Formeln 


^  cos  5  C         j 

sin  ^(A+B)=: 1 —  cos^Ca— 6) 

cos^c 


!fef 
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1  SIDgC  j 


80  koiDint 


sin  ^e  = j jcos ^  (a— 6)—  cos  5(0+  *)(  * 


COB5C 


also 


fb^;lich 


sin  n^cos  ä  c=9iD  ^  asin^ftsinC 


siD  5  e*  CO85  e^=siDäa*sio  öft^wnC*- 


Drückt  man  nun  sinC  in  den  Seiten  des  Dreiecks  ans,  so  erliält 

(cosc — cosa  cosÄp 


siaC*=:l— cosC*=  l— 


sioo^in^ 


(1    cw'Kt'-^^»^**) — eost^^cosa^cost^'t- 


SIDO^ioft^ 


sins%in6* 


Si^sin^  «%in  ^6*006  ^«V«s^P 
Ffilut  auui  diesen  Ansdmck  Ton  sinC^  in  die 


«an^«*cöS3C*=«nj«*sin^MBBnC* 
«s  eiUh  man  madi  acligrigeT  Redncösn: 


l  +  cft$c2«  4-<Mi^&  4- cosär  4- Sc!os^s%os^  iVas  ^r^sn^e* 


=  4o-<k$acas^asr  =::^os,fl-|-/«)cosr  4^  dcas<ii— /«V.nsr 
:^4sim{m^ihio  ^oMKiT^lr— <>4-easi(#^|^— .A>^cfi8{^4.r — •) 

wakckee  der  sa  beweisende  Satz  war. 
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JLIterarlsclier   Bericlil; 


Oeometrle. 

Der  Jahresbericht  für  die  Mitglieder  der  Hamb  ur- 
gischen  roatheniatischen  Gesellschaft  für  1850  enthält  aus- 
ser den  Notizeo  über  die  Schicksale  der  Gesellschaft  einen  recht  in teres- 
santeo  Aufsatz  von  Herrn  Conferenzrath  Schumacherin  Altena: 
„Ueber  die  geometrische  Trisection  desWinkeis'S 
näherungsweise  durch  fortgesetztes  Halbiren.  Selbst  fiir  den  Ge- 
brauch als  Uebung  bei  dem  geometrischen,  und,  weil  unendliche 
Reiben  dabei  in  Anwendung  kommen,  auch  bei  dem  arithmetischen 
Unterrichte  auf  Schulen,  mOchten  wir  diesen  Aufsatz  Lehrern  der 
Mathematik  zur  Berücksichtigung  anempfehlen.  Die  beigegebene 
sehr  saubere  Zeichnung  ist  von  der  bekannten  buchst  kunstgeübten 
Hand  Herrn  August  Repsold's  verfertigt 


Istronomie. 

Aus  C.  L.  von  Littrow*s  Kalender  für  alle  Stände. 
1851.,  der  bekanntlich  immer  viel  Lehrreiches  enthält,  und  zur 
weiteren  Verbreitung  nützlicher  Kenntnid<se  sich  sehr  geeignet  er- 
weiset, ist  ein  kleines  sehr  hübsches  Kärtchen  über  die  Erschei- 
nungen der  am  28sten  Juli  1851.  eintretenden  grossen  Sonnenfin- 
sterniss,  welche  in  Europa,  Asien  und  Amerika  sichtbar  sein  wini, 
nebst  einer  zweckmässigen  Erläuterung  seines  Gebrauchs,  beson- 
ders abgedruckt  erschienen.  Wir  machen  alle  Liebhaber  der  Astro- 
mie  auf  dieses  Kärtchen  aufmerksam,  da  jeder  Beobachter  der  in  Rede 
stehenden  merkwürdigen  Erscheinung,  der  nicht  gerade  genaue 
Rechnungen  selbst  anzustellen  Willens  ist,  von  diesem  Kärtchen 
nebst'  seiner  Erläuterung  gewiss  vortheilhaflten  Gebrauch  machen 
wird.  Die  Linie  der  centralen  Vertinsterung  geht,  um  nur  ein 
Paar  grossere  Städte  zu  ermähnen,  nach  diesem  Kärtchen  über 
Ostrolenka,  zwischen  Eibin g  in  Westpreusscn  und  Braun  s- 
berg  in  Ostprcussen  hindurch,  auch  nicht  weit  von  Dan  zig  und 
Gotnenburg  in  Schweden  vorbei.  Königsberg  liegt  noch  in 
der  Zone  der  totalen  Vertinsterung,  nicht  weit  von  deren  nördlicher 
Gränze,  so  wie  aurh  Warschau  noch  innerhalb  der  Zone  der 
totalen  Verfinsterung  nicht  weit  von  deren  südlicher  Gränze  liegt. 
Gerade  auf  der  nördlichen  Gränze  der  totalen  Verfinsterung  liegt 
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£.  B.  Goldapp  in  Ostpreassen.  Dagegen  gerade  auf  der  ßüdl 
chen  Gränze  aer  totalen  Verfinsteruns  liegen  z.  B.  Tarnopol 
Lublin,  Plock,  Helsingborg.  2jwar  schon  ausserhalb  de 
Zone  der  totalen  Verfinsterung ,  aber  doch  nicht  weit  von  dere 
sudlicher  Grunze,  liegen  Thorn  in  Westpreussen ,  Brom  her 
im  Grosshcrzogthum  Posen,  Coeslin  in  Hinterponimem,  Ystad 
und  Malnioe  in  Schweden,  Kopenhagen;  etwas  weiter  vo 
dieser  Gränze  Odessa  undLemberg.  Für  Greifswald  wir 
noch  ein  sichelförmiges  Stück  der  Sonne,  dessen  grusste  Breit 
etwa  %«  des  Durchmessers  der  Sonne  beträgt,  edeiichtet  bleibei 
oder  die  Verfinsterung  wird  hier  etwa  11%  =  11,7  Zoll  befragei 
Der  Anfang  der  Finsterniss  wird  hier  in  Greifswald  etwa  ui 
3^.  4"*  mittlerer  Zeit  eintreten ;  für  W  i  e  n  ist  die  Dauer  der  Finstei 
ni8s  2  Stunden  3  Minuten,  und  nimmt  man  nun  den  Langenuntei 
schied  zwischen  Greifswald  und  Wien  nach  der  Connais 
sance  des  tenips.  1850.  ^y^  Grad  an,  so  ist,  da  Grelt'swal 
westlich  von  Wien  liegt,  ßr  erstereu  (Jhrt  die  Dauer  der  Fiostei 
niss  2  Stunden  3  Minuten  plus  ^V«.  '/ö  Minuten =2  Standen  3  Mi 
nuten  +IV2  Min.  =2  St.  i%  Min.,  so  dass  also  das  Ende  de 
Finsterniss  in  Greifs wald  etwa  um  5^.  8",  5  mittlerer  Zeit  statt 
finden  wird.  Man  sieht  ans  diesem  Beispiele,  wie  leicht  ma 
mittelst  dieses  Kärtchens  die  Hauptumstfinde  der  Finsterniss  fil 
seinen  Wohnort  im  Voraus  bestimmen  kann,  wenigstens  mit  eine 
Genanigkeit,  die  zur  gehörigen  Vorbereitung  auf  die  Beobachtm 
gen  hinreichend  ist.  Herr  von  Littrow  verdient  daher  filr  di 
Veruffentlichdng  dieses  hübschen  KSrtchens,  auf  das  wir  nochnal 
alle  Liebhaber  der  Astronomie  aufmerksam  machen,  den  wärmste 
Dank,  und  wird  durch  dasselbe  der  am  28u  Juli  nSchsFten  Jahre 
zu  erwartenden  merkwürdigen  Erscheinung  gewiss  viele  ßeobacii 
ter,  die  wenigstens  mit  einer  guten  Tasäenuhr  versehen  so 
müssen,  gewinnen. 


Physik. 

Lehrgang  der  mechanischen  Naturlehre  für  hoher« 
Unterrichtsanstalten  von  Dr.  G.  Karsten,  Professor  de 
Physik  an  der  Universität  und  au  der  Marineschali 
zu  Kiel,  tlrste  Abthe  iinng«  Allgemeine  Physiic  Mi 
6  Kupfertafeln.     Kiel.  1851.8. 

\%enn  auch  dieses  Lehrbuch  lur  brihere  UnterrichtMunstaltci 
überhaupt  bestimmt  ist,  so  ist  sein  nächster  Zweck  doch  der,  an 
der  neus^e^rändeten  Seekadettenscbule  in  Kiel  dem  physikalinchei 
Unterrichte  als  Grundlage  zu  dienen.  Deshalb  hat  der  Herr  VI 
mit  vollem  Rechte  in  Bezni;  auf  Statik,  Mechanik  und  Alasdiinflii 
lehre  den  Kreis  dieses  t\*erkes  bedeutend  weiter  gesogen,  al 
dies  sonst  in  physikalischen  Lehrbüchern  zu  geschehen  piegl 
Denn  es  enthalt  dieses  Buch  nicht  bloss  die  Lehre  von  den  m 
genannten  einfachen  Maschinen  oder  mechanischen  Potenzen  sieoi 
Reh  vollständig,  sondern  es  sind  auch  alle  fibr^en  Maschinea 
welche  anf  Schiffen  und  bei'm  Schiffbau  Anwendung  finden  mocfa 
teo,  mit  einer  für  den  vorliegenden  Zweck  ausreichenden  Voll 
stSndigkeit  betrachtet  worden,  ohne  mehr  mathematische  Kennt 
nisoe,  als  die  gewöhnlichsten  Elementarlehren  der  reinen  Hathe 
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matlk  TorMUiiosetseD.  Wenn  frir  aber  auch  in  der  Mechanik 
feater  KOrper  daa  Buch  Ar  hmreicbeiid  vollständig  halten,  so 
ac^eifit  ima  In  der  Hydrostatik  und  Hydrodynamik  zu  wenig  gege- 
ben so  üaId.  Dean  >raa  In  §.  130.  iber  dicf  Lehre  tom  Metacentrum, 
wekfle  Ja  Ar  den  Sebifban  rdckatebtllcb  der  Bestimmung  der  8tabi- 
üfllt  odeir  Steire  der  »Schiffe  so  imtadficb  wichtig  ist ,  gesagt  wor- 
den t^»  bälteo  wir  In  Bezug  auTd^flaiiiitavifeGR  des  Buchs  doch 
in  der  That  fllr  zu  wealg  nnd  )Äi  ungenAg^nd;  und  eben  das* 
•ellie  gilt  von  {.  147.,  wo  der  Herr  Vf.  von  dem  Widerstände 
Maaiffr  XiDrper  gegen  la  ibaea  bewegte  feeleKteper  bandelt,  von  der 
Ja  auob  ebie  Menge  der  wIcbtigatao.tiaqtisobenHanptlehren.z.B« 
die  iieihre  voa  der  Abdrifft» .  die  Leiiae  fen  der  vortbeiUiaftesteu 
SisUttiig  der  Seegel ,  die  liehre  *vem  Seegelpnakte  u.  a.  w.  u.  s.  w. 
ledlgüw  abbftBgeii.  Geben  wir  a«^  gera  zu«  daaa  «leb  rflokaicbtiich 
ddafWideretaadea  der  Herr  Vf.  fai  ^i^er  Veriegenbelt  belouden 
haben  wmg»  4a  dieae  Lehre  aüerdinga  neeb  auf  aehr  ansichereo 
Cioadlagea  iMrabet,  so  durite.erSdocfa  di^Jenisea  Sfitze  nicht  un- 
eHTibat  laasen,  die  von  den  renoiandrteateo  Lehrern  der  Schiffs- 
baalolDat»  a«  B,  vea  Cbapnan».  JD^^uhaaiel  de  Moneeau,  u. 
a.'  w.  allgeiiieiii  recipirtt  und  in  der.  Tbat.  keine  anderen 
abd»  als  die»  von  deaea  .  sebdu  Johaao  Bernoulli  la 
der  aehr  aehOnen  Schrift:  ^Baeal  d'uate  »ourelle  tb^orie 
d6  la  manoeuvre  dea  vaiaaeaux«  (Opera  emala.  Tom.  U. 
pagL  IOl)  ansgiog,  und  die  aaob später  Leonbard  Ealer.aowobl 
,faa  der  Scientia  navalia,  als  aacb  im  der  Tbdorie  de  ia 
eematraetien  et  de  la  manoeuvre  dea  vaiaaeaux  aur 
Gnmdlage  aeiner  Uatefauchuag^n  machte»  Auch  b&tte  wohl  hier- 
bei dea  in  der  Geschichte  deaSeUffbaa'a  merkwürdigen  Streits 
awischen  Renan  and  Havaena  (angleich  mit  Beaiebung  auf 
den  älteatea  grOadllcberea  ScbriftsteUef  über  Sebiffbau,  den  Pater 
Paul  Hoate,  Prot  de  Math,  k  Te«lon«  deaaea  Tbdorie  de 
la  conatructi^B  dea  vaiaaeaax  10U7  ia  Fol.  ersclden),  in 
weidiem  Jobaan  Beraoulli  zum Schiedariebter' angerufen  wurde, 
mit  einigen  Worten  .aedacht  werdea .  kOnoea«  Die  Ar  die  Lehre 
▼OD-  d^  Steife  der  Mhiie  ao  wicbttge  Lehre  vom  Metaoentrum 
lierufat  dagegen  auf  gana  sicheren  theoretischen  Grundlagen»  und 
bednrfte  Ihrer  groaaen  Bedeotuag  wegen  auch  aellMt  in  einem 
phyaikaliacbea  Lehrboche»  daa  fOr  StmlffTahrtsacbnlen  bestimmt 
ist»  jedenfalla  einer  etwaa  weiteren  AusfBhning»  ala  ihr  hier  ge^ 
geben  worden  ist.  Selbst  rdcksicbtllch  der  Bestimmung  des  De- 
placements entbSit  die  Hydrostatik  zu  wenig»  und  Aber  die  Schiffs- 
Aiehung  (Jaugeage)  vermiaiea  wir  aaoh  Genttgendes.  Aber  abge- 
sehen hiervon»  ist  bei  der  jetzigen  Sachlage  immer  schon  viel 
gewonnen»  wenn  ein  Buch»  wie  daa  vorliegende»  dem  physikali- 
sehe»  OMerridite  auf  einer  dentsdiea  ScbiffTahrtascbale  zum 
Ghnde  gelegt  wird»  weshalb  wfar  daaaeibe  berilich  willkommen 
haJaeen »  undTdem  Herrn  Verf.  fOr  adne  Herausgabe  aa  Dank  ver* 

KMebtet  sind«  Tfellelcbt  wird,  was  wir  nicht  wissen»  aaf  der 
larMeaehule  in  Kiel  noch  beaonderer  Unterricht  In  der  Mechanik 
fester  and  ildsstger  KQrper  erthellt,  wodurch  die  oben  gerOgte 
nur  ganz  oberflkchllche  Berfibrung  mehrerer  für  den  Scniffban 
hOchat  wichtiger  Lehren  in  diesem  der  Physik  im  Allgemeinen 
gewidmeten  Lehrbuche  vollständig  gerechtfertigt  erscheinen  würde. 
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ÜT  a  u  t  i  k. 

Anleitung  zum  Schiffbau  von  G.  L.  Uggla«  bunigfi 
chem  Constructeur.  Aus  dem  Schwedischen  übersetz 
und  vermehrt  mit  eioem  Anhange,  mehreren  Tabelle! 
und  vier  Tafeln  Zeichnungen  von  Julias  Prommel 
Schiffs- Architecten  (zu  Hamburg).  Hamburg.  1850 
80.  2  Thlr. 

Der  Inhalt  dieses  Buchs  ist,  sagt  der  Herr  Vf.,  in  der  Haupt 
sache  ein  Auszug  aus  dem  Tractat  über  den  Sehiffban,  mii 
ErläuteroHgen  zur  Architectura  navalis  mercatoriavoi 
F.  H.  von  €hapman,  Stockholm.  1775.*)  Da  das  Werk  voi 
Chapman  sehr  deutlich,  ohne  grossen  Aufwand  mathematische! 
Kenntnisse  verfasst,  und  aus  langjähriger  vielseitiger  Praxis  her 
vorgegangen  ist  (Chapman  gilt  in  Schweden  immer  noch  (Sil 
den  grossten  Constructeur,  und  Schweden  hat  sich  bekanntlicl 
immer  durch  den  Bau  seiner  Schiffe  ausgezeichnet),  sa  kaben  siel 
sowohl  der  Herr  Verfasser  durch  die  Herausgabe,  als  auch  dei 
Herr  Uehersetzer  durch  die  Uebertragung  dieses^  Werke»  au 
deutschen  Boden,  um  Jeden,  der  sich  rar  den  praktischen  Schiff 
bau  interessirt,  jedenfalls  ein  Verdienst  erworben,  Det  Inhalt  Isl 
folgender:-  Erklärung  der  verschiedenen  Risse  zu  einem  Schiffe 
(Seiten  Riss.  Planten-Riss.  Spanten-Riss  u.  s.  w.).  —  Grundsatz« 
des  Schiffbaues.  —  Ueber  die  Läse  des  (üravitäts-Centniras  des 
Schiffes,  dessen  Lnfgierigkeit  und  Steife  nebst  Berechnung  de« 
Deplacements,  des  Gravitäts-Ccntrams  und  des  Metacentrams. - 
Ueber  das  Segel- Areal,  den  Wirkungspunkt  des  Segelsystemi 
und  die  Verhältnisse  des  Rundholzes.  —  Ueber  die  S&miD^  un£ 
Belastung.  —  Ueber  da»  Aieal  des  Ruders  und  dessen  Breite.— 
Technische  Benennungen  der  verschiedenen  HauptstQcke,  worani 
ein  Schiff  zusammengesetzt  ist,  und  ihre  Verbindung  unter  ein 
ander  (in  zweckmässiger  KQrze  sehr  belehrend,  auch  fiir  Laien) 
—  Ueber  das  Rundholz.  —  Der  von  dem  Herrn  Uebersetser  bei 
geliehene  Anhans  ist  vorzuglich  durch  die  vielen  vollständig  ans 
senihrten  numerischen  B«»ispiele  sehr  instructiv.  Möge  diesei 
Werk  zur  allgemeinen  Verbreitung  richtiger  theoretischer  mu 
praktischer  Grundsätze  über  den  Schiffbau  unter  den  deotsdiei 
Schiffbau  meistern  krälHgst  beitragen! 


(Vergl.  auch  vorher  Physik.) 


*)  Wir  lirmrrkrn.  4a««  Ton  4er  fniBmösUrheii 
Werks:  Trait^  de  la  conatroctioa  de«  raiaaeavs  etc.  v«r  f 
H.  de  CkapBiaa.  Tradvit  da  Suedaia  par  M.  Vial  4m  CUir 
boia  im  Jahre  1839  eiae  nit  eiaem  aeoen  Tiiel  verselieaa  Ben«  Aaa 
gäbe  verunstaltet  worden  ist«  Diese  franaösisrbe  Uebersetawig  adMW 
ans  Tonü^lich  empfehlcnswerth.  Eine  deutsche  Vebcrsetawig  iai,  m 
▼iel  wir  wissen,    nirht  erschienen. 
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Jjlterarlisclier   Sericlit 


Oeschichte  der  Matheinatik. 

Die  Vorstellungen  der  alten  Griechen  und  Rümer 
über  die  Erde  als  HininielskOrper.  Von  Dr.  Ludw. 
Oettinger,  Grossh.  Bad.  Hofratbe  und  Prof.  der  Mathe- 
matik zu  Freiburg  i.  b.     Freiburg.      1850.    4. 

Diese  116  Seiten  starke  Abhandlung  enthält  eine  sehr  inter- 
essante Zusaromenstellung  der  Vorstellungen  der  Alten  über  die 
£rde  als  Himnrelskürper ,  die  wir  den  Lesern  des  Archivs  zur 
Beachtung  recht  sehr  empfehlen.  Die  Geschichte  von  der  Gestalt 
der  Erde  ist  bis  in  die  neueste  Zeit  fortgeführt.  Dein  Altertbuni 
gebührt  das  Verdienst,  die  Lehre  von  der  Kugelgestalt  festge- 
stellt zu  haben.  Als  eine  Eigentbümlicbkeit  ist  zu  bemerken,  dass 
von  den  späteren  Schriftstellern  (Cleomedes  und  Ptole- 
maus  an  den  Orten,  wo  sie  die  Kugelgestalt  behandeln)  nicht 
mehr  die  runde  Gestalt  des  Erdschattens  bei  MondGnsternissen, 
welche  Aristoteles  aufführte,  erwähnt  wird.  —  Ort  und  Hewe- 
guns  der  Erde  sind  im  Alterthum  zwei  zusammengehörige  Be- 
griffe. Nur  wenige,  weiter  sehende  Männer  wusstcn  sie  zu  son- 
dern. Aus  den  gegebenen  Mittheilunp^en  geht  aber  ganz  unz^vei- 
deatig  hervor,  daHs  im  AlteVthum  die  Grundzüge  des  copcrnica- 
nischen  Systems  ausgesprochen  waren.  —  Auch  die  scbicfe 
Stellung  der  Erdaxe  gegen  die  Sphäre  hatte  man  im  Alt(*rtliiiHi 
erkannt,  aber  nicht  gegen  die  Erdnahn,  also  nicht  in  der  Weise 
wie  sie  gegenwärtig  erkannt  ist  —  Die  Gradmessunsren  des  Altorthunis 
sind  zwar  nur  als  Versuche  für  die  Grosscnhestiinnum^  der  Krde 
zn  betrachten,  haben  aber  eine  geschichtliche  liedeutiniü: »  denn 
die    im  Alterthum  aufgefundenen  Metboden   bilden   noch  j«t/t  die 

Baud  \V1.  (i2 
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Grandlagen  tur  die  GrOssenbestiiumung  der  Erde  durch  Grad» 
raessnngen.  —  Durch  die  iu  dieser  Abhandlung  gegebenen  Nach- 
Weisungen  durfte  nun  die  Behauptung  gerechtfertigt  sein,^  dass 
diejenigen  Unrecht  thun,  welche  die  Verdienste  der  Alten  in  Be- 
gründung der  Astronomie  als  Wissenschaft  zu  entwerthen  «ch 
bemühen.  —  Ptolomäus  schloss  die  Reihe  der  bedeutenderen 
Astronomen  des  Alterthums.  Er  scheint  mehr  mit  heohachten- 
dem,  als  mit  schripferischem  Talente  begabt  gewesen  zu  sein,  und 
es  soll  sofort  seinem  Verdienste  nicht  zu  nahe  getreten  werden. 
Der  Gedanke  aber  liegt  sehr  nahe,  dass  er  Copernicns  Stelle 
hatte  einnehmen  können ,  wenn  er  mit  schöpferischem  Geiste  alle 
die  Mittel  erfasst  hätte,  \Telche  ihm,  %vie  wir  aus  seinen  Werken 
sehen,  seine  Vorgänger  als  Vermächtniss  hinterliessen,  und  wenn^ 
er  sich  von  den  Sinneneindrücken  hätte  losreissen  können,  von 
denen  sich  dieselben  schon  losgerissen  hatten.  Denn  gerade  er 
war  es.  \Telcher  (Alm.  Lib.  I.)  die  AVahrheit  der  Sinneneindrficka 
den  richtigem  Ansichten  anderer  gegenüber  zu  begründen  suchte. — 

Dies  sind  etwa  die  von  dem  Herrn  Tf.  selbst  in  der  Vnmde 
namhaft  gemachten  Hauptpunkte,  welche  in  dieser  interessanten 
und  lehrreichen  Schrift  iveiter  ausgeführt  werden. 


Oeometrie. 


Geometrische  Analysis.  Eine  systematische  An- 
leitnng  zur  Auflösung  von  Aufgaben  aus  der  ebenen 
Geometrie  auf  rein  geometrischem  Wege,  fär  die 
huhern  Klassen  der  Gymnasien  und  Realschulen  Ten 
Dr.  Christian  Heinrich '.Nagel,    Rector  der  Kealanstalt 

in  Ulm.    Ulm.     185a    8. 

* 

Wir  begrüssen  diese  Anleitung  znr  geometrischen  Analysis 
mit  £rosser  Frende,  in  welcher  der  Herr  Vf.  den  Anlangem  anf 
dem  von  den  griechischen  Geometern  uns  vorgezeichnetea 
trefEichen  Wege,  —  der  d^an  doch  nun  einmal  der  einzig 
richtige  und  wahre  Weg  be^  dem  geometrischen  Untenichte  bleibi» 
—  eine  sehr  gute  met&odische  Anleitung  zur  Aullusung  geometn- 
»eher  Aufgaben  giebt.  Alle  pädagoeischen  Kunststüdre,  die  man 
jetzt  hin  und  wieder  namentlich  bei  ilem  geometrischen  Elementar- 
Vcterrichte  machen  sieht,  taugen.  ~  insofern  sie  nicht  bloss  eine 
z:mx  oberflächliche  geometrische  Bildung  bezwecken  •  die  allere 
dLti^s  ..uch  für  manche  ludiTidnen  ihren  Nuccen  haben  kann,  — 
nach  unserer  innigsten  Ueberzeogung  gar  nichts,  nnd  nun  wird 
durch  tHeseiben  nie  einen  Ktzjihen  zum  Geometer  machen,  ia  «e 
werden  auvih  rieht  einmal  zu  irgend  einem  pr;ikoschen  B«nl,  der 
hauptsäcUich  in  einer  mathematischen  Gmndlage  wurzelt»  tichfig 
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heran  bilden.  Nor  wenn  man  bei  deni  f^eonietri^cben  Unterrichte 
zur  strengen  Methode  der  Alten  zurückkehrt,  wobei  sich  jedoch, 
VTBB  schon  öfter  von  uns  bemerkt  worden  ist,  immer  noch  ein 
gewisser  Mittelweg  inne  halten  iHsst*),  wird  man  wahrhaft  glück- 
nche  Erfolge  erreichen.  Am  allermeisten  gilt  dies  aber  von  der 
Auflösung  geometrischer  Aufgaben ,  wo  jede  nicht  nach  der  stren- 
gen Methode  der  Alten  versuchte  Auflösung  zu  blossem  Herum- 
tappen  und  Hemmsuchen  führt,  ohne  alle  eigentliche  Methode; 
und  wird  dann  zufällig  eine  Autlösung  gefunden,  so  ist  dies  mei- 
stens nur  die  Frucht  eines  glücklichen  Zufalls,  der  lur  das  geo- 
metrische Talent  dessen,  der  diesen  glücklichen  Fund  zufallig 
'that,  eigentlich  gar  nichts  beweiset.  Wir  freuen  uns  daher  noch- 
mals sehr  über  das  Erscheinen  der  vorliegenden  Anleitung,  die 
einem  wahren  Bedürfnisse  abhilft,  und  heissen  dieselbe 
im  Interesse  des  wahrhaft  Frucht  tragenden  geometrischen 
Elementarunterrichts  herzlich  willkommen.  Mit  dem  vollsten  Rechte 
hat  der  Herr  Vf.  sich  ganz  an  die  strenge  Methode  der  Alten 
ffßhalten,  und  überall  Analysis,  Syntbesis,  Determination  und 
Beweis  von  einander  streng  unterschieden,  und  darüber  überall 
sehr  fassliche  Erläuterungen  gegeben;  sein  Huch  ist  keineswegs 
ein  gelehrtes,  aber  dagegen  ein  recht  praktisches  Buch  zu  nen- 
nen, was  vorgen'ickteren  Schülern  und  Lehrern,  die  in  diesen 
Dingen  noch  zu  lernen  haben  und  lernen  wollen ,  ein  treffliches 
Hülfsmittel  darbieten  kann  und  wird,  und  die  Anzahl  der  zur  Er- 
läuterung gebrauchten  Beispiele,  bei  denen  der  Herr  Verf.  mit 
Recht  weit  weniger  auf  Neues  als  auf  Zweckmässiges  ausgegan- 

fen  ist.  ist  ftir  den  Zweck,  welchen  der  Herr  Vf.  zu  erreichen 
eabsichtigte,  gross  genug.  Schon  ein  blosser  Blick  in  dieses  Buch 
thut  einem  in  der  strengen  Schule  der  Alten  erzogenen  Lehrer  der 
Geometrie  wahrhaft  wohl ,  gegenüber  dem  meistens  sehr  seichten 
und  nichts  sagenden  (icschwätz,  was  man  jetzt  namentlich  in  pädago- 
gischen Zeitschritlen  häutig  über  den  mathematischen  Unterricht  an- 
mUL  Wir  haben  in  diesem  Buche  in  dem  Herrn  Vf.  freudigst  den 
jyWürtem berger"  erkannt:  denn  wer  die  Geschichte  der  Ma- 
thematik und  des  mathematischen  Unterrichts  kennt,  weiss  sehr 
wohl  und  erinnert  sich  mit  dem  wärmstenDanke,  dassWürtemberg  lange 
Zeit  die  eigentliche  Pflanzstätte  der  strengen  (leometrie  in  Deutschland 
war.  V^as  er  über  P  f  I  c  i  d  e  r  e  r  aufS.  V.  der  Vorrede  sagt,  untorschrei- 
beo  wir  vollkommen;  er  hätte  aber  neben  demselben  auch  noch  viele 
andere  seiner  Land^leute  mit  eben  demselben  Rechte  nennen  kön- 
nen, und  wir  werden  ihn  nicht  erst  an  Johann  Friedrich  und 
Wilhelm  Pfaff,  an  Hauber  (den  Commentator  des  EukTK^es 
und  Herausgeber  archimedischer  Schriften),  an  Schwab  (den 
Heraus[^eber  der  Data  des  Euklides  nach  Robert  Simson), 
an  Camerer  (den  trefüichen  Herausgeber  der  Schriften  des  Apol- 
louius),  an  Bohnen  berger  (dessen  Astronomie  ein  wahres  Mu- 
ster geometrischer  Strenge    im   Geiste  der  Alten  ist)    und  noch 


*)  51.  ■•  z.  B.  IUI  Tiiti'rar.  Mrr.  "Nr.  L11.  S.  751.  dio  yliizei;;«;  von 
Schlömilch't  ausgezrirhncfer  (fcuiiietriu  des  Muasscti.  div,  vrciiii  uiirh 
nicht  nach  der  Methode  dv*  Kiiklides,  abtT  doch  in  demselben  stren- 
gen Geilte,  welcher  hniiptNÜrlilirli  die  Geonietrie  der  Alten  rluirakte- 
rUIrt,  abgeftitHt  int. 
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viele  andere  Würtemberger  zu  erinDerti  brauchen;  ja  auch  der 
treffliche  L*Huilier,  der  so  vieles  Aus&^ezeichnete  auch  auf  dem 
Gebiete  der  reinen  Geometrie  geleistet  hat,  und  sich  lauge  bei 
Pfleiderer  In  Tübins^en  aufhielt  (er  sagt  In  der  Vorrede  zu 
seiner  Principiorum  caiculi  differ^ntialis  et  integralis 
expositio  clementaris.  Tubingae.  1795.  p.  IL:  ••Amicus 
meus ,  Dn.  Pileiderer,  Phys.  et  Math.  Prof.  in  Universitafe  Tubio- 
?onsi,  refugium  mihi  secum  obtulit:  ubi  studiis  ad  levandos  dolo- 
ris  intentus,  quae  ad  novum  Dissertationis  meae  editionem,  dudum 
iiccessariani  visam,  sparstm  praeparaveram ,  in  ordineni  redegi,  et 
cum  amico  communicavi,  Ipsinsque  observationes  consului;  quo 
factum  esse  spero,  ut,  quod  publico  nunc  offero.  scriptum  utile 
Sit  nee  ejus attentioneindignum")  kann  mit  hierher  gerechnet  werden. 
Aber  solche  Mamen  kennen  freilich  unsere  Pädagogen  jetzt  nicht 
mehr;  wie  konnte  das  aber  auch  anders  sein,  da  sie  den  Enkli- 
des  nicht  mehr  lesen,  dessen  eifriges  Studium  ihnen  jedoch  ge- 
wiss sehr  anzurathen   wäre! 

Einzelnes  ans  dem  Buche  des  Herrn  Rector  Nagel  anzufüh- 
ren, verbietet  uns  leider  der  Raum:  um  aber  zu  zeigen,  wie  sehr, 
bei  aller  praktischen  Brauchbarkeit  desselben,  ohne  allen  ge- 
lehrten Flitterstaat,  der  hier  sehr  leicht  anzubringen  ^weseo 
wäre,  und  leichten  Verständlichkeit  seines  Inhalts,  darin  der  Geist 
der  Alten  weht,  können  wir  uns  nicht  versagen,  zum  Schliiss  ib 
der  Kurze  noch  seinen  Inhalt  anzugeben: 

Erstes  Buch.  Ueber  die  Natur  und  über  die  Theile 
einer  Aufgabe.  Die  Natur  der  Aufgabe.  Von  den  Hanpt- 
hestandtheilen  einer  Aufgabe.  Von  der  Aufgabe  im  engern  Sinne. 
Von  der  Construction  Von  dem  Beweise/  Von  der  DetermUia- 
tion.  —  Zireites  Buch^  Ueber  die  geometrische  Ana- 
lysis.  Wesen  der  geometrischen  Analvsis.  Auflösung  einiger 
ceometrischen  Aufgaben  durch  Anwendung  der  geometriscJieo 
Analvsis.  0er  Znsammenhang  der  geometrischen  Analyms  mit 
der  ('onstTuction  und  dem  Beweise.  —  Drittes  Buch.  Die 
verschiedenen  Hauptwege,  um  zur  Auflosung  geome- 
trischer Aufgaben  zu  gelangen.  Allgemeine  Bemerkoogen 
über  diese  Wege.  Hie  Auflösung  der  Aufgaben  durch  Analoeie. 
Die  Auäosnng  der  Aufirahen  durch  Reduction.  Die  Anfiusn5e  der 
Aufgaben  durch  Lehrsätze.  Die  Auflosung  der  Aufgaben  ourch 
Data  (mochte  man  doch  die  ..Dedomena**  oder  ..Data"  des 
Eukiides.  dieses  knstlicfae  Ueherhieibsel  aus  dem  griechischen 
Alterrhume.  wieder  ei  rigst  studirenD.  Die  Auflösung  der  Aufga- 
ben darch  geoniorrische  Oerter  —  Viertes  Bttck.  Lehre  tm 
den  ge««metri<chen  Inertem.     Anhaftg.  Sammlung  von  Aufgaben. 


Aj^tronomie. 

Sto^.a  Celeste  '^cl  K.  Osservatoria  di  Palermo  dal 
ITi^J  ,^1  l^lo  P;:t:o  seoAnda  1S03— 1S13.  Tomo  nono 
IS11--1S1:>.  Viel  vr.  lS4y.  4.  Auch  unter  dem  Titel: 
Arrait-r  der  k.  L  Stcrr  ^^  arte  in  Wier.  Nach  dem  Be- 
fehle .^e!rcT  k    k    Ma^esT.^t  a«r  '<lten fliehe  Kosten  her- 
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ausgegeben  von  C«  L.  von  Littrow,  Director  der  Stern- 
^'arte  und  o.  ü.  Professor  der  Astronomie  an  der  k.  k. 
Universität  zu  Wien  u.  s.  w.  und  F.  8chaub«  Adjuiict 
der  Sternwarte.  32.  Tlieil.  Neuer  Folge  12r  Hand.' Ent- 
haltend Piazzi*s  Beobachtungen  in  den  Jahren  1811 
bis  1813.  Wien.  1849.4.  (M.  vergl.  Literar.  Ber.  Nr.  LVIII. 
8.  790.). 

Mit  diesem  Bande  ist  die  höchst  verdienstliche  Herausgabe 
der  Piazzi'schen  Beobachtungen  nun  vollendet,  ivo/u  wir  den 
Herren  Herausgebern  von  Herzen  Glück  wünschen.  Die  eifrige 
Benutzung  dieses  ausgezeichneten  und  schwierigen  Werkes  wird 
der  Astronomie  gewiss  noch  weit  mehr  schöne  Früchte  tragen, 
als  dies  bereits  geschehen  ist,  wie  z.  B.  in  der  Abhandlung  von 
C.  A.  F«  Peters:  lieber  die  eigene  Bewegung  des  Sirius,  in 
der  neuesten  Nummer  der  astronomischen  Nachrichten.  (Nr.  745.) 

Sitzungsberichte  der  Kaiserlichen  Akademie  der 
Wissenschaften  zu  Wien.  (S.  Liter.  Ber.  Nr.  L VI.  S.  773.) 

Jahrgang  1850.  Erste  Abth.  fMärz.).  S.  233.  Pohl: 
Auszug  aus  seiner  Abhandlung  „I3eber  die  Siedepunkte  mehrerer 
alkoholhaltiger  Flüssigkeiten  und  die  darauf  gegründeten  Verfah- 
ren den  Alkoholgehalt  der^tclben  zu  chemisch-technischen  Zwe-  ^ 
cken  zu  bestimmen''.  —  Ausserdem  befinden  sich  in  diesem  Hefte, 
ehoe  j;rössere  Anzahl  höchst  interessanter  Verhandlungen  über 
eine  Reise  um  die  Erde,  weldie  von  der  k.  k.  Marine  unternom- 
men werden  soll,  und  die  Betheiligung  der  k.  k.  Akademie  der 
Wissenschaften  bei  dieser  Reise.  Der  k.  k.  Viceadmiral  v.  Dahl- 
Tup  hat  diese  Reise  zur  Uebung  der  Mannschaft  der  k.  k.  Ma- 
rine und  zur  Förderung  commercieller  Zwecke  bei  dem  k.  k. 
Kriegsministerium  beantragt,  und  der  Antrag  hat  im  Ministerrathe 
allen  den  Anklang  gefunden ,  den  er  verdient.  Die  Reise  soll  mit 
einem  k.  k.  Kriegsschiffe  in  das  atlantische  und  das  stille  Meer  unter- 
nommen werden,  und  das  Schiff  soll,  statt  vom  stillen  Meere  auf  dem 
Wege  über  das  Cap  Hörn  wieder  zurückzukehren,  seine  Fahrt 
nach  Westen  fortsetzen  und  China,  Siam,  Singapure,  Ceylon, 
Bombay,  das  ('ap  und  die  Westküste  Afrikas  berühren.  Der 
Minister  für  Handel,  Gewerbe  und  öffentliche  Bauten, Herr  v. Brück, 
fordert  die  Akademie  auf,  diese  Reise  um  die  Erde  zur  Ford  cm  nu: 
ihrer  Zwecke  zu  benutzen,  und  dass  die  Akademie  diese  Auffor- 
derung eifrigst  ergreifen  würde,  liess  sich  bei  dem  allgemein  be- 
kannten grossen  Eifer  und  Erfolg,  womit  die  k.  k.  Akademie  sieh 
der  Förderung  der  Wissenschaften  nach  allen  Richtungen  hin  wid- 
met, nicht  anders  erwarten,  und  wird  durch  die  in  diesem  lU^Sia 
xnitgetheilten  interessanten  Verhandlungen,  welche  in  der  Akade- 
mie über  diesen  Gegenstand  Statt  gefunden  haben,  genugsam 
bestätigt. 

Jahrgang  1850.  Erste  Abth.  April.  Mathemati^sche  mid 
physikalische  Abhandlungen,  im  eigcMitlichen  Sinne,  enthält  die- 
ses Heft  zwar  nicht;  dagegen  aber  viele  interessante  Aufsätze  aus 
anderen   Gebi«»ten    der  Naturwissenschaften,    z.   B.    der  Geologie 
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und  Krystallographie.    Wir  erwähnen  davon   mir  die 

8,  dtUW  Mo^rlot:  Ueber  die  Ni^^eaus  des  UterenDi 

der  Miocen^Formation.   ~    8.  398.  Wedl  und  Müller: 

«ur  .Vuatomie  des    xweibuckli^en  Kameles  (Camelns 

-•  8.  4:».  Boue:  Ueber  die  Paläo-,  Hydro    ood  Orosraplie 

KrtloberllSche  oder  den   wahrscheinlicheii  Platz  des  VS^, 

de^  L^iide«,    «o  wie  über   die  wahrscheinliche  Tiefe 

und  die  absolute  lluhe   der  Länder  und   ihrer  Gebirse 

der  >iersebiedeneo  geologischen  Perioden. 

JabrcansT  1850.  Erste  Abth.  (3lai.)  S.  SfM. 
lur  AusRl^ruuV  vou  Beobachtnnsreo  über  die  aa  ese 
Periode  gebundenen  ErscheiBungen  fm  Pflanzenreick.  5 
Idee«  von  Quetelet«  Springt  theilweise  nack  des  A 
und  Kr£jihmngeii  von  Fritschl  (Diese  ansfuhiSihc  Abhaad^ms 
eni|!4feble<i  wir  ;iLllea  denen,  die  skA  mit  solchea  ffnihim lifciHiM  J 
wie  die  in  Kede  stehenden  beschat^ti^:ea  wolien.).  —  S.  »CL  fct 
ttjiebrt';Mlier  l>e4iebttii^  tateressaac  ist^  auch  eine  Abkunflime  von 
8iiiftsMiy  ia  diesem  äefte:  ITeber  die  Seen  des  Sabfcammec^nfles 

J;jkbrgaa!C  l^Ot  Zweite  Abth.  (Jaai).  .Sl  K.  WrlktfLia 
\V  t^ r c b  e i tt:  Üau^tte^ixliale  seiner  neaestea  CnCcrsmdktin^fiisn  üJlar 
die  dt^einetaett  Gesetse  de:»  C^eieh^ewickts  und  <£cr  fcwes*nc 
der  Kd^js^ya  k*7rpef.  —  8.  ^.  v.  Ettinsr^haa^^en.:  Zur  Zladlh 
vk<t<$att^  der  E^LÜsCen^  dier  Witnehi  atsebnisüker  OistcftmufOL 
tWcnXt  eine  netne  Ekik£efihxa^  de»  drittea  fjooies'äcften.  Sewes 
dit^  bekonuceu  jiuybruj$cheft  BaopCsa^es .  den  wir  der  Bcadi 
ttox^ecer  Leser  ecupceftieu.  —  8l  J4.  Derselbe:  Beitracr  £wr 
^r;Ui«Ni  irT;itio<ia/er  DüEereacL*)I--F>innebi.  Betrifi  eme  i£er  B^riEk- 
sivbtiuva^  :wbr  wvrthe  Verein  tiickimts  <ier  In  dien  LdbiiäicftanL 
^ewvkttiicliett  Ifekindluu^  dier  faiD*^c:iIe  T'ja  der  F-im 


j:--««  +  Sj:*'^ir. 


—  $»  JT.  ILreil:  Virtra:^  'Iber  das  Inthictf untf - ftndfammiiuni  ja 
iec  F^^tecer  ^tttm^ot^  nnd  ein  saibfitrvsiiiCrTrsniQ»  Kstanüitsuiu- 
iMCer.  —  $  4I).  ^l:ir:^e  ITeber  eine  Hackode  £tf  Soannkra^  «fiBr 
Duiapie  '.II  ier  Lmt  £reet  su.  aiiHsea.  —  5.  ^i.  ▼.  ^£ria;£ai>^xii.- 
s^ü:  Benckc  über  $plr3'ir>  AJ^imaiflnngieii  über  da»  büfterat 
luUett^etcliitntstsit. 

t  ^-N^i  j -1  >t)n     ITeber  4«mn  HuB^micaailm  tier  F?&iies.  wtikka 

:ur  i.'xt:s£mi:n«»a  ier  :nKU?B&^e>i  Wrirzein  'ier  QetcJaaajaa  dtaasL 

S  T£H/.  V>i  <tr    llem:br  -dicr  BufaiB\$  AoiiaBMtlnK*  .  Jeai—j^ 

itfts^t  «tm  SHittettdecsefi  and  geisdiamung  itrr  KmanuMBrS^  ■       * 

it*r  S>it(ie>.     ^^r     üür«:^»     iiw   ttaiperegiütaitt    üesar    liiki 


fS»yi#<äe  Lf  «re*ftiui%^>«e»t   i«r  >m«o»  &ü^ 
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Die  von  Lalande  und  Delambre  geroachten  Bestimmungen 
geben  im  Mittel  respective: 

70  19';    780  50';    25,021  Tage. 

Kein  einziger  der  beobachteten  Sonnenflecken  berechtigte  zur 
Annahme  einer  eigenen  Bewegung  der  Sonnenflecken.  Ausserdem 
lieferten  die  Beobachtungen  unzweifelhaft  die  Bestätigung: 

a)  dass  die  Sonnenflecken  in  beiden  Hemisphären  der  Sonne 
gleich  zahlreich  erscheinen,  und 

6)  dass  sie  in  der  Nähe  des  Sonnenäquators  und  in  einer 
heliocentrischen  Breite  über  35^  hinaus  nur  selten,  dagegen  in 
der  zivischenliegeiiden  Zone  aiu  häutigsten  vorkommen.  — 

S.  154.  Doppler:  Einige  Mittheilungen  und  Bemerkungen, 
seine  Theorie  des  farbigen  Lichts  der  Doppelsterne  betreffend. 
Herr  Doppler  legt  in  dieiter  Abhandlung  der  k.  k.  Akademie  die 
neueren  von  verschiedenen  Physikern  und  Astronomen  angestell- 
ten Forschungen  vor,  welche  zur  Bestätigung  der  lUchtigkeit  sei- 
ner Theorie  gedient  haben,  und  macht  dabei  hauptsächlich  auf 
xwei  Memoiren  des  Herrn  Sestini,  Astronomen  am  Goilegio  |{o- 
mano  zu  Rom  aufmerksam,  welche  folgende  Titel  haben: 

1)  Memoria  sopra  i  colori  delle  stelle  del  catalogo  di  Baily, 
ouiervati  dal  P.  Benedetto  Sestini.  Roma  1845. 

3)  Memoria  seconda  intorno  di  colori  delle  stelle  del  cata- 
logo di  Baily,  osservati  dal  P.  Benedetto  Sestini.  Roma.  1847. 

Wir  halten  allerdings  die  Resultate,  zu  denen  Herr  Sestini 
durch  seine  Beobachtungen  gelangt  ist,  für  so  beinerken^werth, 
dass  wir  dieselben  nach  den  von  Herrn  Doppler  gemachten  An- 
liihningen  unseren  Lesern  hier  mittheilen  wollen: 

1.  Diö  Farbe  des  Lichtes  der  Fixsterne,  welche  keine  Dop- 
nel-  oder  mehrfache  Sterne  sinä,  ist  ganz  gegen  die  bisherige 
Meinung  der  Astronomen,  die  gemeinhin  nur  den  letzteren  farbi- 
ges Licht  zuerkannten,  nicht  bei  allen  die  weisse  und  eben  so 
wenig  die  gelbe,  sondern  es  finden  sich  unter  diesen  Sterne  in 
far  nicht  ^unbeträchtlicher  Menge  von  oranger,  rother,  grd'ner, 
blauer  und  violetter  Farbe  mit  allen  möglichen  Nuancirungen  vor. 
Die  Sterne  von  gelblichem  Lichte  mit  theihveise  schwacher  far- 
biger Nuancirung  machen  beiläufig  die  Hälfte  von  allen  aus;  solche 
von  weissem  Lichte  betragen  ungefähr  Vs  und  jene  von  oranger 
Farbe  etwas  über  Vi»  —  so  &lso,  dass  fär  die  übrigen  Farben  nur 
etwa  ein  schwaches  Vio  von  allen  übrig  bleibt. 

2.  ^Ganz  gegen  alles  Vermuthen  finden  sich  ferner  diese  far- 
bigen Sterne  mirchaus  nicht  über  das  ganze  sichtbare  Himmels- 
gewulbe  gleichförmig  und  noch  viel  weniger  beziiulich  der  einzel- 
nen Farben  in   gleichem  Verhältnisse   vertheilt  vor,    sondern    es 
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bat  in  dieser  Bcäefciuig  «n  anffdlender  liockst 
Coterschied  stitt    Eine  genaue  von  Herra  Sestini  selber  ange- 
stellte Vergleidiiuig  z«gt  nämlich: 

e)  dass  die  weissen  SCme  am  hanigstea  in  der  nSfdKriien 
ffimmelsballle  nnd  zwar  beüanfig  zwischen  W  —  9IP  mmdSm  Im  r 
Breite  f^ich  Torfinden,  die  sSdIichen  Gegenden  dagegen  damn  sthr 
arm 


6)    dass  die  bei  vreitem  meisten  Steine  mit  fiubigem  Liebte 
ioDerbalb  einer  Zone  Gegen,    wrelcbe  beilanfig  vnn  30**  mm 
bis  Ka  30^  südlicher  Brote  reicht 


Euer  moßs  berichtisend  binzngefiist  werden,    dass  man  sich 
durch  eine  Einsicht  in  den  beisefugten  CalaUg  leicht  daTon  nber- 
zengt,    dass  dieser  Gürtel   nidits  weniger  als  mit  dem  Himmrin 
Ae^pmlor  paiallel   lauft. 

c>  dass  femer  auf  der  nördlichen  Hälfte  dieser  Znne  Tn^ah- 
ntssmässig  die  meisten  binnen  nnd rioleften ,  in  der  südlichen  hingcges 
die  meisten  orangen  nnd  rothen  Sterne  sich  vorinden. 

d)  dass  es  weiter  Ton  allen  Padidn  des  gestiinten  Himmds 
keine  gibt,  an  welcher  im  Vergleiche  zn  den  daseflist  beftndfichei 
anderen  Sternen  so  viele  blane  nnd  violette  Sterne  vorkommen, 
als  jene,  wo  sich  das  Sternbild  des  Herknies  befindet.  Xnn  ab9 
ist  es  bekannt,  dass  nach  Herschels  nnd  Argelanders  ün- 
tersQchnngen  nnser  Planetensystem  mit  der  Sonne  als  seinem 
Centralkorper  aas  der  södlichen  gegen  die  nSidfiche  Hemis|Aire 
und  zwar  ange(ahr  in  der  Richtung  vom  Flosse  Eridanos  gegen 
das  Sternbild  des  Herkules  hin  sich  bewegt;  es  erscheint 
nach  nur  als  eine  nothwendise  Conseqnenz  meiner^ 
Theorie,  dass  die  südliche  Himmelshälfte  verhalt 
orange  nnd  rothe,  die  nordliche  dagc^n  mehr  blane  nnd  vioMte 
Sterr.e  zählen  müsse,  so  wie  insbesondere  in  der  Gegend 
beilänäg  Herkules  befindet,  von  allen  die  meisten  blauen 
letten  vorkommen  müssen.  Aus  gleichem  Grande  mnss 
südliche  Himmelshälfte  bedeutend  ärmer  an  Sternen 
Grosse  sich  zeigen  als  die  nördliche.  Ich  habe  in 
ren  Abhandlungen  des  letzteren  Umstandes  ansdrickfich. 


obachtung  hat  meine,    wie  es  mir  schon  dimik  schien, 
dete  Vermuthnns  nicht  zu  Schanden  weiden  lassen. 

3.     Das  farbig?  Licht  der  einfachen  oder  der  als 
teoden  Fix«teme  Ist  sleich   jenem  der  Doppel-  und 
Sterne  höchst  wahrscheinlich   einer  Aenderung 
jedoch  von  viel  längerer  Daner  ist  als  jene  bei  den 
pelstemen.    Für  diese  Ansicht  sprechen^  wenn  auch 
doch  sut  constatirte    Beobachtungen. 


')     (d.  h.   Herrs  Doppler»» 
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Nebet  der  bereit^  betannten  i^uffallenden  Farbveränderung  des 
Sirius  führt  Herr  Scstiiii  neufrlicnst  noch  den  Stern  6  in  den 
Zwillingen  an,  welcher  Stern  im  Almagest  als  roth  bezeichnet 
wird,  nährend  ihn  doch  beut  zu  ""age  Jedermann  xu  den  ent- 
schieden weissen  rechnet. 

4.  Endlich  bat  Herr  Sestini  durch  seine  Beobachtungen 
verbunden  mit  einer  sorglaitigen  Vergleichung  früherer  daraul  be, 
znglicheD  Angaben,  die  Anzahl  der  bereits  bekannten  an  Farbe 
veränderlichen  Dopnelslerne  noch  um  mehrere  vermehrt,  vrie  diess 
aus  seinem  Memoire  von  1845 ,  pag.  1 1. ,  und  aus  jenem  von  1847, 
pag.  10.  XU  ersehen  ist. 


Vermii^clite  Scliriften> 


Bulletinti  de  TAcademie  Royale  des  ficieQces,  des 
lettces  et  d^s  heaux-arts  de  Belgique.  Tome  XVI. 
Ilme  Partie.  1849.  Tome  XVlI.  Ire  Partie.  1850.  (Vergl. 
Literat.  Ber.  Nr.  LI.   S.  714,). 

Tome  XVI.  Urne  Partie.  1849.  p.  17.  Des  pronortions 
du  Corps  humain;  par  >I.  A.  Quetelet  Troisieme  uiicie  (Voir 
Je  deuxiönie  article.  T.  XV.  Urne  Partie,  p.  16.J.  Prnportions  de 
l'homme  d'apies  les  artistes  ilaliens  de  la  renäi^iaance.  —  p.  '28. 
Sur  Velectrioile  et  sur  les  anomalies  <jue  c^t  elenienf  metciorolD- 
gique  a  presentves  dan^  ces  deniiers  temps,  par  M.  A.  QuetC' 
Fe  t  ^  p>  30.  Troisieme  note  sur  de  nouvel[es  applicatiu^ii^  cu- 
rieuses  de  la  persistance  des  iropressions  de  la  retine;  par  SA.  J. 
Plateau.  —  p.  3'J.  Note  sur  la  polarisation  des  älectrodes  du 
voltametre;  par  M.  P.  Loyet.  —  p.  251.  Methode  particuliere 
pour  determiner  la  collimalion  d'une  lunette  meridienne,  ä  l'aide 
des  observationti  astronomiques;  par  M.  le  capitaine  Liagre.  — 
p.  254.  Quatrienie  uote  sur  de  nouvelles  applications  curieuses 
de  la  persistance  des  impressions  de  la  r^tine;  par  J.  Plateau. 
—  '^.  282.  Sur  Telectriciti  de  l'air  pendant  les  neuf  premiers  mois 
d>!  t'ann^e  1849;  i>ar  M.  Quetelet.  —  p.  343.  Notice  sur  une 
projection  gäographitgue  nouvelle;  par  M.  M-  Donny.  —  p.  345. 
Memoire  sur  les  poinls  brillants  des  cnurbes  et  des  surfaces;  par 
M.De  Boer.  —  p.  347.  Notice  sur  la  decomnosition  electro-chimi- 

Sue  par  des  voltametres  differents;  par  M.  Maas.  —  p.  391. 
otice  sur  une  projection  g^ographique  nouvelle,  par  MM.  F.  ('.  L. 
Donny  et  F.  M.  L.  Donny  (S.  vn»her.).—  p.  413.  Sur  )a  de- 
composition  electro-chimique  par  des  %oltametres  differcnts;  par 
M.  Maas  (S.  vorher);  —  p.  545.  Memoire  «ur  la  theorie  des 
r^sidns  quadraliques  f^r  pig.  Schaar,    I^apii9r(  d?  ^-  Tiramer- 
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man  8.  —  p.  546.  Sur  un  phönomene  m^t^rologiqae;  par  M.  Edm. 
de  Selys-Longchamps.  — 

Tome  XVII.  Ire  Partie.  1850.  p.  3.  Sar  l'^lectricit^  atmo- 
sph^rique;  par  M.  A.  Quetelet.  —  p.  13.  Sur  le  nain  Jean 
Haonema«  dit  Famiral  Tromp;  par  M.  A  Qaetelet  —  p.  134. 
Sur  les  points  focaux  de  reliipse;  par  M.  le  capitaine  Liagre. 
In  diesem  Aufsätze  discutirt  aer  Herr  Vfl  den  folgenden  von  ihm 
aufgestellten  Satz: 

„11  enste  sur  le  grand  axe  de  fellipse  un  nombre  Inf  in  i  de 
points,   situes  deux  a  deux  ä  egale  distance  du*centre,    et  tels, 

3ne  les  rayons  Tecteurs  menös  de  chaqoe  couple  ä  un  meme  point 
e  la  couroe^  sont  lies  entre  eux  par  unerelation  indöpendante 
de  la  Position  de  ce  poinf 

„Les    abscisses    de    ces    points   focaux   sont  de  la  lorme 

V,  a*i— 6*" 
— SZi~>    ^®  nombre  n  pouvant  recevoir  toutes  les  valeurg 

^ntieres  et  positives ,  depuis  zero  jusqu'a  Tinfini"  wo  unter  a  und 
6  die  beiden  Halbaxen  der  Ellipse  verstanden  werden.  Es  scheint 
dieser  Gegenstand  nicht  uninteressant  zu  sein ,  und  wohl  eine  noch 
weitere  Untersuchung  zu  Terdienen  als  die  Ton  dem  geehrt« 
Herrn  Verl  hier  mitgetheilte  im  Ganzen  nur  kurze  Betrachtung 
siebt.  —  p.  216l  Note  sur  les  tremblements  de  terre«  resseotis  ea 
iSI9«  par  M.  Alexis  Perrey;  p.  ±&^  Supplement  anx  note 
sur  les  tremblements  de  teire  Vessentis  en  184/  et  1818.  —  p.  328. 
Sur  les  vaiiations  de  pre^sion  atmospherique  et  de  temperature, 
a  la  fin  de  janrier  et  au  commencement  de  ferrler  1860.  Lettre 
de  M.  A.  Perrey.  —  p.  3ii^  Sur  un  nain  beige.  Note  oommun- 
quee  par  M.  Quetelet.  —  Notice  sur  une  formole  jpour  caiculer 
felasticite  de  la  vapenr  d'eau,  par  M.  Henri  Brückner,  d'Aix- 
la  C^apelle.  Die  auf  diese  Weise  uberschriebene  Abhandluiig 
eBthilt  aber  auch  notk  rerschiedene  arithmetische  Benerfcungen 
über  die  Verwandlung  der  Wurzeln  In  Kettttibrudie,  die  L<^* 
lithmen  und  die  Reilieo.    Wenn  man 
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u.    s.     w. 


setzt,  60  ist  nach  dem  Herrn  Verf.: 

i  1 


D  -f  etc. 


p.  424.  Sur  les  variations  annüelles  du  magn^tisme  terrestre  a 
Bruxelles;  par  M.  Quetelet.  —  p.  425.  Sur  les  tälägraphes 
ölectriques;   par  M.  Quetelet.  — 

Ausserdem  enthalten   diese  beiden  Bände  noch  viele  andere 
interessante  Mittheilungen,  namentlich  meteorologischen  Inhalts. 


Subscriptions  -  Anzeige. 

Bei  A.  C,  Kr onb erger,  Buchhändler  in  Prag,  und  J.  F. 
Gress>  Bachhändler  in  Wien,  wird  auf  folgendes  Werk  Sub- 
scription  angenommen: 

Tafel  siebenstelliger  Logarithmen  der  Sinus  und 
Tangenten  für  jede  Secunde  des  Quadranten.  Heraus- 
gegeben von  Jakob  Phil.  Kuiik,  ordentlichem  Profes- 
sor der  hühern  Mathematik  zu  Prag..  Erste  auf  dem 
kontinente  von  £uropa  veranstaltete  Ausgabe. 

Welchem  Mathematiker  ist  es  unbekannt,  ivie  lästig,  zeitrau- 
bend und  ungenau  die  Interpolationen  werden,  wenn  mittelst  der 
gewohnlichen  Tafeln,  welche  nach  Minuten  fortlaufen,  die  einem 
gegebenen  Winkel  zugehörige  trigonometrische  Function ,  oder 
umgekehrt,  zu  dieser  der  correspondirende  Winkel,  oder  endlich, 
wenn  beim  Uebergange  von  einer  trigonometrischen  Function  zur 
andern^  diese. mit  der  erforderlichen  Schärfe  bestimmt  werden  soll. 
Ein  anderer  Nachtheil   der  gewöhnlichen  Tafeln  ist  noch,    dass 
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die  natfirlichen  LogarithmeD  der  Fuoctioneii »  welche  aus  dem  log. 
C0KJ7  hergeleitet  werden^  sich  mittelst  derselben  aaf  keine  be- 
friedigende Weise  berechnen  lassen.  Allen  diesen  Cnzukumm- 
lichkeiten  wird  aber  durch  dieses  Werk,  welches  soirohl  für  jede 
Secunde  des  Quadranten  die  Logarithmen  der  Sinus  und  Tan- 
genten,  als  auch  in  den  ersten  18  Graden  die  Cosinus  in  mehr 
als  7  Decinialstellen  liefert«  abgeholfen. 

Bedingungen  der  Herausgabe. 
Dieses  aus 96 Druckbogen  bestehende  W^rl^  erscheint  nur,  wenn 
sich  eine  rege  Theilnahme  unter  den  deutschen  Mathematikern 
dafür  ausspricht.  Das  Ganze  wird  aus  6  Lieferungen  bestehen,  und 
der  Ladenpreis  jeder  einzelnen  Lieferung  bei  den  jetzigen  hohen 
Preisen  des  Papiercs,  Satzes  und  Druckes  nur  auf  1  Thaler  ge- 
stellt werden ;  hindurch  erhalt  der  Abnehmer  das  Werk  um  6  Tha- 
ler  in  die  Hände,  während  die  Shortrede sehen  Tafeln  in  Edin- 
bürg  hi^r  über  30  Thaler  kosten,  und  dabei  mit  so  kleinen  Typen 
gedruckt  sind,  dass  sie  unausbleiblich  auch  die  besten  Augen  zu 
Grunde  richten  müssen.  ^ 

Sobald  der  erforderliche  Aufwand  zur  Herausgabe  .des  Werkes 
durch  Subscription  gedeckt  sein  wird ,  nimmt  der  Druck  seinei^ 
i  Anfang,  und  wird  ohne  Unterbrechung  durch  2  Jahre  fortgesetzt 
und  beendigt.  Für  durchaus  reinen  correcten  Druck  mit  neuen 
Lettern  auf  gutem  festen  Papier  wird  gesorgt.  Beim  Erscheinen 
der  ersten  Lieferung  wird  auch  die  letzte  berechnet,  und  es  wer- 
den ausser  den  bestellten  Exemplaren  nur  so  viele  abgezogen,  als 
zur  Deckung  der  allenfalls  sich  ergebenden  Defecte  erfordert  we^ 
den.  Jede  Buchhandlung  Deutschlands  nimmt  Subscription  an. 
Die  Manien  der  p.  t.  Herren  Subscribenten ,  welche  dieselben  deot- 
lich  geschrieben  mittheilen  wollen,  werden  dem  Werke  vorgedruckt 


.     Nachschrift  des  Herausgebers. 

Ich  mache  auf  diese  Tafeln  alle  Mathematiker  aufmerksam, 
und  die  grosse  Wichtigkeit  einer  durch  die  finzelnen  Secunden 
des  Quadranten  fortschreitenden  Tafel  leuchtet  wohl  von  selbst 
ein ,   da  das   Interpoliren  doch  immer  eine  sehr  lästig!^  Arbelt  ist 

Snd  die  Re(:hnungen  erschwert.  Ich  wünsche  daher  sehr,  daüss 
ieses  Unternehmen  des  geefirten,  durch  andere  ähnliche  Untei^- 
nehmungen  schon  hinreichend  bekannten  Ber^n  Vis.,  recl^t  rege 
Theilnahme  unter  den  IVtathematikern  fipden  mdge.  6. 
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TiXIll. 

JLiterarteclLer   SerlcHt. 


O  e  o  d  ä  s  i  e. 

Cours  deTopographie  et  de  Göod^siefait  ä  T^cole 
d'application  du  Corps  d'ötat  major.  Par  J.  F.  Salneuve, 
Chei  d'escadron  d'etat  major.  Seconde  Edition.  Pa* 
ris.  1850.    3  Th.lr.  10  Sgr.    8. 

Sind  wir  auch  nicht  gerade  der  Meinung,  dass  dieses  Werk 
besondere  Vorzuge  vor  uusern  bekannten  deutschen  Werken  der- 
selben Gattung  hat,  so  glauben  wir  doch  die  Leser  des  Archivs 
auf  dasselbe  aufmerksam  machen  zu  müssen ,  weil  es  in  Frank- 
reich sehr  beliebt  zu  sein  scheint,  und  .allerdings  eine  ziemlich 
vollständige  Darsteftlun^  der  niedern  und  buhern  Geodäsie  liefert. 
Ausserdem  findet  man  m  demselben  auch  manche  in  Deutschland 
noch  unbekannte  Instrumente  beschrieben,  z.  B.  einige  Distanz- 
messer, die  wohl  einige  Beachtung  verdienen  dürften,  und  gross- 
tentheils  von  einem  geschickten  höhern  piemontesischen  Otnzier, 
Herrn  Porro,  ange*geben  worden  sind,  von  dem  der  Herr  Vf.  in 
der  Vorrede  sagt:  „qui,  ä  une  proionde  Instruction,  Joint  une  sa- 
gacit^    merveilleuse    dans    Tapplication    des    principes    d'optique, 

3uil  possede  si  bien.  On  lira  surtout  avec  interet,  je  pense,  la 
escription  de  sa  lunette  anallatique,  de  sa  longue-vue 
cornet,  et,  surtout,  de  Tappareil  propre  ä  (mesurer  les  bases^' 
über  welchen  letzteren  eine  Commission  der  Akademie  der  Wis- 
senschaften in  Paris,  bestehend  aus  den  Herren  Binet,  Faye 
und  Largeteau,  einen  sehr  günstigen  Bericht  erstattet  hat.  Der 
Inhalt  der  einzelnen  Kapitel  dieses  allerdings  in  mancher  Bezie- 
hung MM  empfehlenden  Buchs  im  Aligemeinen  ist  folgender. 

Livre  I.  und  Livre  II.  Diese  zwei  ersten  Bücher  enthal- 
ten eine  ziemlich  vollständige  Darstellung  der  ebenen  und  sphä- 
rischen Trigonometrie,  selbst  auch  den  Binomischen  Lehrsatz, 
und  hätten  ganz  wegbleiben  sollen.  —  Livre  III.  Topogra- 
phie. Chap.  I.  Notions  generales.  Chap.  II.  Canevastopographi- 
que.  Chap.  III.  Diffärens  modes  de  lever.  Instruments  propres 
ä  mesurer  les  angles.  Chap.  IV.  Instruments  employ^s  ä  la 
mesure  des  distances.  Chap.  V.  Lev^es  au  goniom^tre  et  ä  la 
chaine.  Chap.  VI.  Levöes  ä  la  Chaine,  alignements,  transver- 
sales.    Chap.  VII.    Instruments  ä  r^flexion.    Chap.  VIII.    En- 
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UamemL    Ckap.  X.    >lfile«€t  lofMerapU^ae  et 

nMk    Ckap.  XL    D«  dewMB  de«  aaiit*  topgcnpfcnf  n      IbapL 

XIL  Let ^e«  wlitur«s.   Chap.  XI IL  Pbw  codes.    CfcapLXlV. 


cC  r^iiKtmi  de«  carte«  et  plaa«.  Ckap.  XV.  O 
pr4»p4«ti<Mk.  Chap.  XVK  Eaploi  de  b  hi>n«ole  et  ^~  H 
flMlfe  ;k  la  pemp^^ve.  --  Liere  IV.  Optiqae.  Dieises  ** 
rfitbait  eioe  fo  d«ni  Zweck  de«  Werk»  sehr  Toiktaiidice 
liuiij;  iber  Optik  ,  worin  sieh  laaiickes 
iadet  z^  B,  die  bnetle  analbtinne  deJÜ.  Ferra.  —  Xirre  V. 
iß4od4t^te.  Ckap.  I.  Easeoible  de«  Operations  grfeili'ri^BCit. 
Chap.  IL  Meiiore«  de«  base«  fp.  ^350.  Appareil  Marea«  ■bm 
f»e«orer  le«  ba«e»  geod^qoe«  par  M.  Porro.  Ckap.  IIL  Jle- 
««re«  de«  aoele«  et  de«eri[itioD  de«  iiutmiaeDt«  (|n  y  «ont 
«aeri^««     Cbap.  IV.  Cakm»  relatifj»  ä  la  re«olati(Hi  di 


Ckap,  V,   CaktiU  de«  coordono^e«  des  points.    Ckap.  VL   Xs- 
tioo«  de  C^oni^trie  aoaJvtiqae,  ludispeDsables  a  riateuieefwe  det 


formale«  de  latitode.    fBätte  aoch  wesbleibea  kunoeB.)     Ckap. 

dkles£ 

ia    Um 
p.  IX.    NiFellenneot  geodenqne  et 


C,     MM^I- 


VI L  Ezpre««ioii  aoaKtiqoe  de  naeli|ae«  tigoes  roK 
spk^oide  ttne»tre.  Ckap.  VI  iL  Formole«  de  lau 
tade  et  azimot.    Cbap.  IX.    NiFellenneot  geodenqne 


triqae.  Ckap.  X.  Projection«.  —  Licre  VL  ObserTatioBB 
et  caleul«  a«tronomique«.  Chap.  L  Xotions  preÜBÜnaireB. 
Ckap.  IL  Pr^cession,  natation^  abenation,  parallaxe;,  rdfracfiwL 
Ckap.  HL  Slarcbe  d'ane  pendale,  latitnde  ei  lonsitiide  dTvi 
point;  azimat  d'on  cot^.  —  Suite  de  iaöleauxl9.  a  Tia- 
«cription  de«  angle«  obtierv^«  et  de«  dldmeats  de  rd- 
dnction,  ain«i  qu'anx  diff^rent«  calcnl«  gdodefiiq«es; 
V  ans  calcol«  a«tronomiqi4e«. 


Astronomie. 

Schnmachers    Tod. 

E«  int  dem  Herzen  de«  IIerau«geber8  de«  Arckivs  BedOrfbiss, 
«einen  Lebern  da«  Uio8cbeiden  eines  Mannes  anzuzeigen»  welchem 
er,  «0  lange  itr  da«  Glflck  hatte  ^  mit  ihm  in  wissenschafUiciiem 
Verkehr  zu  «teben,  die  höchste  Achtung  gezollt  hat,  eineAchtni^ 
die  nie  durch  etH-a«  getrOht  worden  ist,  and  auch  über  das  Grab 
binOlier  dauern  \vird,  «o  lange  das  Herz  des  Herausgebers  doi 
Archivs  noch  Mclilagen  wird.  Heinrich  Christian  Sekuma- 
eher  {«t  nicht  mehr!  Seine  Verdienste  um  die  Wissenschaft 
zu  wOrdigen ,  kann  hier  nicht  der  Ort  sein.  Sie  sind  der  Welt 
bekannt  Aber  eine  kurze  Skizze  seiner  ünsseren  Lebensamstände 
wird  und  muss  bei  so  hohem  Verdienst  den  Lesern  des  ArchiTS 
lehrreich  und  interessant  sein.  Ich  stehe  daher  nicht  an,  einen 
solchen  kurzen  Abri««  dieses  thätigen  und  erfolgreichen  Leben« 
au«  der  neuesten  Nummer  von  Jahn's  Unterhaltungen  fflr 
Dilettanten  und  Freunde  der  Astronomie,  Geographie 
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lind  Meteorologie.  18Ö1,  Nr.  11.,  die  mir  vorliegt,  xu  entneh- 
itieii,  deren  historieche  Ricbtrgkeit  kcitien  Zweifel  iässt>  da  sie 
von  einem  Manne  ,  Herrn  Uoctor  Petersen  in  Alton a,  herrührt, 
der  dem  Uahingeschiedeneu  sehr  nahe  stand.  Herr  Doctor  Jahn 
hat  Öbrigens  schon  in  Nr.  3.  4.  5.  1851.  seiner  genannten  Zeit- 
schril't  eine  ausführlichere  Darstellung  von  Schumachers  Leben 
gelierert,  die  zugleich  auch  die  mssenschal'tlichen  Verdienste  des 
Verstorbenen  genauer  in's  Auge  las.it ,  und  aul'  die  ich  daher  in 
dieser  Beziehung  die  Leser  vcm'eise. 


Heinrielk  Christian  Sclininacher*) 

ist  in  dem  Flecken  Uramstedt  in  Holstein  den  3.  Septbr.  1780 
geboren.  Sein  Vater,  der  künigl.  dSoiscbe  Cnnferenzratn  Andreas 
ächumucber,  dessen  Vorältern  im  16.  Jahrhundert  aus  Westpha' 
leh  nach  Dänemark  gekommen  vraren,  und  von  welchen  der  be- 
rühmte Griffenfeidt  abstammte,  war  in  Jüngern  Jahren  bei  der  dä- 
nischen Gesandtschaft  in  St.  Petershurc  angestellt,  erhielt  später 
eine  Anstellung  unter  Kün ig  Christian  Vil.  in  Kopenhagen,  ivnrde 
hierauf  KirchspielvDgt  in  Branistedt,  wo  H.  C.  Schumacher  gebo- 
ren wurde,  und  xuletzt  Amtmann  in  Segeherg,  wo  ihm  ein  zweiter 
Sohn,  AndreasAdtonFriedrichSchumachei' im JahTe!l782  geboren  ward. 
Er  starb  hier,  den  2.  Januar  1790,  innigst  betrauert  wegen  seinem 
V  ort  re  tili  eben  Charakter»  und  seines  seltenen  Verstandes,  von  Allen, 
die  ihn  kannten.  Die  Mutter  unseres  Schumachers  war  Sophie 
Hedwig  geb.  Weddy,  venvittwete  Hfifrüthin  BUsching,  Schwäge- 
rin des  berühmten  Geographen  HCisching.  8ie  starb  am  30.  Oc- 
tober  18*22  in  Altona,  wn  auf  dem  KirchHole  zum  heiligen  Geist 
jetzt  der  Sohn  neben  ihr  in  Frieden  ruht. 

U.  C.  Schumacher  und  sein  Bruder,  die  'einzigen  Kinder 
dieser  Ehe,  wurden,  so  lange  der  Vater  lebte,  unter  seiner  Lei- 
tung von  einem  Hauslehrer  unterrichtet.  Da  aber  die  schwächli- 
che Gesundheit  des  Vaters  diesen  nicht  hoffen  liess,  seine  hoff- 
nungsvollen Sühne  erwachsen  zu  sehen ,  so  empfahl  er  sie  der 
Huld  desdamaligen  Kronprinzen,  spätem  Königs  Fried  rieh  VI,  der  ihn 
liebte  und  schützte,  hoffend,  sie  würden  einst  dem  Vnterlande 
Ehie  machen.  Wie  beide  diese  Hoffnung  erlullt  haben,  ist  hin- 
länglich bekannt,  auch  blieb  der  gütige  Monatch  ihnen  stets  nii.'ht 
nur  Beschützer,  sondern  auch  Freund. 

AIÄ  der  Vater  starb,  war  der  nachherige  Pastor  in  Preefz, 
Dörfer,  rühmliehst  bekannt  durch  seine  Topographie  von  Schles- 
wig and  Holstein,  der  Lehrer  der  beiden  SGfane,  mit  welchen 
-bafd  darauf  die  Mutter  nach  Altena  zog.  Hier  besuchten  Beide 
das  Gymnasium  und  genossen  zugleich  Dürfer's  Unterricht,  der 
inzwischen  Prediger  bei  der  heil.  Geist-Kirche  geworden  war, 
und  dessen  Andenken  ihnen  stets  in   dankbarer  Erinnerung  blieb. 

*J     Vuii  llorm   Ur.  Pt^tccseii   in  AlCnna   an   una   mit  dor  Bitte 
Aiifnahiua  eingesendet.     Diesem  geclirlen  Herrn  ilafür  er);ebenst  dankend, 
hemetkrn  wir,   ilaits  vir  ana  iliosen   selir  gcliälxbaren  MlUheilnii^cn.  nm 
Wicderhuinngen  zu  vermeiden,  nur  daa  wBggeln«aen  haben,   was  liereiu 
S.  17  S.  Torbnmmt.  Die  Red.  (der  «•Irnnuiii.  Unlethalmni^eii,) 
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Schon  als  Knabe  zeigte  Schumacher  eine  besondere  Vor- 
liebe liir  Mathematik;  er  verfertigte  sich  hölzerne  Uhren  imd 
Instrumente 9  mit  denen  er  ßeobachtuugen  anstellte.  Da  er  als 
Knabe  schwächlich  war  und  der  Arzt  es  fiSr  huchst  nSthig  hielt, 
dass  er  einige  Zeit  seinen  Schulfleiss  einstelle  und  die  Landlaft 
eeniesse,  so  brachte  seine  Mutter  ihn  nach  einem  ihr  befrei»- 
deten  Prediger  auf  dem  Lande,  wo  er  sehr  gern  war.  Nachdrai 
er  hier  einige  Wochen  froh  verlebt  hatte,  erhielt  er  die  Nachricht 
von  seiner  Mutter,  -dass  sie  das  so  sehr  eewflnschte  Buch,  Wolfs 
Mathematik,  für  ihn  eekauft  habe,  und  nun  liess  er  ihr  keine 
Ruhe  mehr,  bis  sie  ihm  erlaubte,  zurück  zu  seinen  Studien  za 
kehren.  Durch  Hilfe  dieses  ßuches  brachte  er  es  nun  bald  sehr 
weit  in  der  Mathematik,  so  wie  er  überhaupt  seinen  grossen 
Reichthum  an  Kenntnissen,  auch  namentlich  sowohl  in  den  alten, 
als  in  vielen  der  neuern  Sprachen,  seinem  angestrengten  Fleisse 
und  dem  Selbststudium  verdankte. 

Er  studirte  in  Kiel  und  Guttiugen  Jurisprudenz,  beschäftigte 
sich  aber  nebenher  fleissi^  mit  Mathematik.  VoYi  der  Cniversitit 
brachte  er  die  musterhaftesten  Zeugnisse  der  Professoren  mit, 
die  seinen  Fleiss,  seine  Kenntnisse  und  seinen  reinen  Lebens- 
wandel ruhmlichst  hervorhoben.  Im  Jahr  1806  promovirte  er  in 
Gottingen  zum.Doctor  der  Rechte.  Hierauf  verlebte  er  einige 
Jahre  in  Liefland  als  Hauslehrer.  Von  dort  zurückgekehrt ^  hatte 
er  das  Glück  dem  Curator  der  Universität  in  Kiel,  Grafen  v.  Re- 
ventlow,  bekannt  zu  werden,  durch  dessen  Einflnss  es  ihm  mög- 
lich wurde,  sich  nun  ganz  der  Mathematik  und  Astronomie  zu 
widmen,  und  einige  Jahre  bei  dem  berühmten  Gauss  in  Gottingen 
zuzubringen,  der  bald  in  ihm  den  Geistesverwandten  erkannte,  und 
ihm  Freund  ward,  welches  Bündniss  nur  der  Tod  fSr  diese 
Welt  löste. 

Im  Jahre  1810  oder  1811  wurde  er  zum  ausserordentlichen 
Professor  der  Astronomie  in  Kopenhagen  ernannt,  als  noch  der 
Conferenzrath  Bugge  daselbst  Director  der  Sternwarte  war,  folgte 
aber  1812  mit  Erlaubniss  seines  Königs  und  unter  der  Bedingung, 
nach  dem  etwaigen  Ableben  Bugge's  nach  Kopenhagen  zurück 
zu  kehren,  einem  sehr  vortheilhaften  Rufe  als  Director  der  Mann* 
heinier  Sternwarte,  wozu  ihn  sowohl  der  Wunsch,  allein  einer 
Sternwarte  vorzustehen,  bestimmte,  als  auch  der  Rath  eines  hoch- 
gestellten Beschütze,rs  und  Freundes,  mit  dem  er  bis  zu  dessen 
Tode  stets  in  freundschaftlichem  Briefwechsel  stand. 

So  trat  er  im  Herbste  .1813  die  Stelle  als  Director  der  Stern- 
warte in  Mannheim  an,  verheirathete  sich  aber  vorher  mit  seiner 
.  jetzt  um  ihn  trauernden  Wittwe,  Christine  Magdalene  geb.  v. 
Schoon,  mit  welcher  er  in  einer  höchst  glücklichen  Ehe  lebte  und 
mit  7  Kindern,  4  Söhnen  und  3  Töchtern,  gesegnet  wurde,  von 
welchen  ihm  der  jüngste  und  älteste  Sohn  bereits  in  die  Ewig- 
keit vorangegangen  waren.  Schon  1^2  ^^^^  hierauf  sta'rb  Bugge, 
und  nachdem  er  im  Februar  1815  in  Wien  bei  dem  Könige  von 
Dänemark,  der  damals  des  Congresses  wegen  sich  dort  aufhielt 
(Schumacher  traf  4^^^  auch  seinen  geliebten  Bruder,  der  Adjutant 
des  Königs  war),  gewesen,  um  ihm  wegen  seiner  zukünftigen  Stel* 
lung  in  Kopenhagen  einen  Vortrag  zu  machen,  trat  er  seine  Stelle 


als  ort!  CD  t  lieh  er  Prof.  der  Astronomie  und  Uirector  der  Sferi 
warte  dort  an.  Er  liiett  seine  Vorlesungen  in  lateinischeT  LSprache. 
Er  war  mit  allen  bedeutenileu  Gl^lell^ten  befreundet  und  luit 
den  meisten  auch  uersuntich  bekaiiiit,  welche  ßekanntschaften 
er  theils  zu  Hause  hei  sich,  theils  auf  seinen  inssenschaftlicbeD 
Reisen  gemacht  hatte;  so  z.  B.  auf  der  Heise  nach  Frankreich 
imd  England  im  Jahre  181!).  Fernere  Reisen  unternahm  er  1826 
nach  München,  1834  nach  Berlin,  um  Uessel  und  Encke  eu  be- 
suchen   Ausserdem  machte  er  jährlich  eine  Reise  nach  Ko- 
penhagen und,  so  lan 
seiner  Anleitung  hahi 

SiDz  gebildet:    die    I 
eichgraf  '     ' 


;  Olbers  lebte,   auch  nach  Bremen.     Unter 

sich    für  die  Actronomle   und  Alathematik 

rn   Gunlaa,    Lehrer    auf  Island,    Mssen, 

1  Tondern,  Uofrath  Hansen,  Dlrector  der  Sternwarte 


1  Gotha,  Uofrath  Claussen,  Observator  der  Sternwarte  in  Dorpat, 
Dr.  Peters,  Prof.  der  Astronomie  In  Königsberg  und  Dr.  Peter- 
sen seit  1827  sein  Gehilfe  bei  der  Sternwarte  in  Altona.  Ausser- 
dem haben  eich  kürzere  Zeit  in  Altona  anfgehatlen,  um  eich  un- 
ter seiner  Aufsicht  im  Beobachten  zu  üben,  die  Herren  Professo- 
ren und  jetzt  Uirectoren  von  Sternwarten:  Olufseu  in  Kopenha- 
gen, Selauiler  In  Stockholm,  Svanberg  in  Upsala,  v.  Fuss  In 
Wilua,  Agaatdh  in  Lund,  Dr.  Gould  zu  Cambridge  hi  Nord- 
amerika, nnd  in  den  letzten  Jahren  i^cin  Sohn  Riehard  Schumacher, 
Dr.Olde,  A.  Sonntag  und  A.  Quirliug. 

Welrhe  Fähigkeiten  er  hierdurch  der  Astronomie  zugetilbrt 
hat,  ist  zu  bekannt,  al^  das»  es  hier  näher  aus  einander  cesetKt 
zu   iverden   brauchte;  eben  so    was   er  selbst    für  seine  Wisseu- 

Bcbaft  gethan Andere   bedeutende   Arbeiten,  welche  noch 

nicht  oder  nicht  vollstitndjg  publlcirt  sind,  jetzt  aber  hoffentlich 
bald  der  Oeffentlichkeit  iverden  übergeben  werden,  sind:  Die 
Arbeiten  an  der  dänischen  Gradmessung,  die  Bestimmung  der 
Lange  des  einfachen  Pendels  durch  Beobachtungen  auf  Gülden- 
stein  1829  und  1830,  seine  Gewichtsbe Stimmungen,  die  von  ihm 
veranstalteten  Chronometer- Reisen  zwischen  Altona  und  Lübeck. 
Ausserdem  liegen  viele  Reihen  von  astronomischen  Beobachtun- 
gen von  ihm  vor. 

So  hoch  er  als  Gelehrter  stand,  sn  hoch  stand  er  auch  als 
Mensch.  Er  war  der  liebenswürdigste  und  nachsichtsvollste  Gatte 
und  Vater.  In  Gesellschaften  war  er  stets  heiter  und  munter, 
und  wo  er  nur  Jemandem  helfen  konnte,  scheute  er  keine  Mühe 
und  selbst  kein  Opfer  von  seiner  Seite,  vorzüglich,  wenn  er  sich 
davon  Erfolg  für  den,  'dem  er  helfen  wollte,  versprach.  Er  konnte 
mit  der  grössten  Geduld  und  ohne  Miene  des  Missmuths  dabei 
zu  zeigen ,  selbst  wenn  er  mit  Arbeiten  überhfiuft  vrar,  die  unbe- 
deutendsten und  langweiligsten  Erürteruugen  auhüreu,  und  fand 
immer  nachher  Zeit,  das  Versäumte  nachzuholen.  Er  wurde  von 
Allen,  die  ihn  näher  kannten,  verehrt  und  gelieht,  uud  sei»  An- 
denkon wird  ihnen  stets  unvergesslich  bleiben. 

Ueber  die  näheren  Umstände  seines  Todes  giebt  uns  die  mit 
emera  schwarzen  Rande  umgebene  Nr.  744.  der  astronomischen 
Nachrichten  die  folgende  Nachricht: 

Am  28sten  Decembtr  1859,  Vormittags  ll'/i  Uhr,  entschlief 
sanft  und   ruhig,   unter  den  Erscheinungen  einer  Lungenläbmung, 


I 
I 

I 


830 

Heinrich  Chriitian  Schumacher,  in  seioerD  am  3t»n 
Seplbr.  angefangenen  Tlsten  Lebensjahre.  Schon  ein  halbes  Jahr 
vor  seinem  Ende  glaubte  er  eine  nierifliche  Abitahme  seiner 
Kräfte  zu  verBpüren,  und  wiederholt  sagte  er  seinen  Tod  mit  dem 
Ausgange  des  Jahres  voraas.     Leberbesch  werden  bildeten   die  ob- 

J'ecliven  Manifestationen  seiner  kranken  Ueltihle.  iSie  waren  ohne 
iweifel,  nach  der  Ansicht  seines  vieljührigen  befreundeten  Arztes, 
Folgen  seines  Stubenlebens,  aber  auch  nicht  ausser  Beziehang 
zu  den  Zeitverhältnie^en.  In  den  letzten  Tagen  des  Novembers 
nahmen  sie  einen  acuten  Verlauf,  konnten  dieses  Mal  nicht, 
wie«  es  in  den  letzten  Jahren  glücklicher  Weise  mehrfach  der 
Fall  gewesen  war,  durch  einen,  leider  zu  kurzen  und  unvollstän- 
digen Podagraanfall  hinlänglich  abgeleitet  werden,  und  führten 
nach  vielen  Schmerzen  und  Beschwerden,  welche  der  Leidende 
mit  unübertroffener  Geduld  und  Fassung  ruhig  und  gelassen  er- 
trug, den  traurigen  Ausgang  herbei. 

Er  wurde  wähtend  seiner  schweren  Krankheit  mit  der  seltensten 
Liebe  und  Sorgfalt  von  seiner  nun  trauernden  Frau  und  Sitesten 
Tochter,  Sophie,  gepflegt  Sein  Geist  blieb  bis  zum  letzten  Au- 
genblicke rege  und  ungeschwächt,  und  noch  am  Abende  vor  sei- 
nem Sterbetage,  da  icn  wie  gewühnlich  ihm  die  Zeitung  vorlas, 
machte  er  durch  Zeichen  bemerkbar,  welche  Artikel  ihn  vorzüg- 
lich ansprachen,  denn  leider  wurde  ihm,  während  der  letzten 
Hälfte  seines  Schnierzenslagers,  das  Sorechen  sehr  schwer,  und 
machte  jede  directe  Unterhaltung  mit  inm  unmöglich. 

Es  wSre  eine  Vennessenheit,  wollte  ich  hier  auch  nur  ein 
Wort  aber  seine  grossen  Verdienste  um  die  Wissenschaften  hin- 
zufügen; sein  Verlust  ist  unersetzlich,  diese  Nachrichten  sind 
sprechende  Thaten. 

Altana  1951.  Januar  5. 

A.  C.   Petersen. 

Abriss  der  praktischen  Astronomie,  vorzüglich  i  _ 
ihrer  Anwendung  auf  geographische  OrtsbestimmuB^  ■ 
von  Dr.  A.  Sa  witsch,  Professor  der  As  tronomie  an  de? 
kaiserlichen  Universität  zu  St.  Peterähu^ 
Russischen  übersetzt  von  Ur.  W.C.Götze.  lUit  nkehre- 
ren  im  Originalwerke  nicht  vorhandenen  vom  Herr» 
Verfasser  nachgelieferten  Zusätzen  und  Erweiterun-. 
gen.    Zweiter  Band.    Hamburg.  1851.  8. 

Wir  freuen  uns  sehr,  schon  jetzt  den  »weilen  Band  dieses 
vortrefflichen  Werkes,  dessen  ersten  Band  wir  in  Nr.  LIX.  8. 
800.  angezeigt  haben,  denLesern  des  Archivs  wiederholt  zur  sor^ 
ffiltigsten  Beachtung  dringend  empfehlen  zu  können.  Was  wir 
über  den  ersten  Band  gesagt  haben,  gilt  auch  ganz  von  dem  tot- 
liegenden  zweiten  Bande,  und  Herr  Professor  Sawitsch  hat  sich 
durch  die  Herausgabe  des  nun  in  seiner  Vollendung  vorliegenden 
Werkes  jedenfalls  ein  grosses  Verdienst  erworben,  da  uns  kein 
anderes  Werk  bekannt  ist,  in  welchem  die  neuesten  Beobachtuugs- 
und  Rechnungsmethoden  so  vollständig  und  deutlich  entwickelt 
wären  wie  in  dem  vorliegenden,  innerhilb  des  Kreises  nämlicfa, 
den  sieb  das  Werk  selbst  gezogen  hat,  indem  es   hauptsächlich 
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die    geographische  Ortsbesfimmuog  zum  Zweck   hat,  i 

atso  z.  B.  i'ilier  die  Bererhming  der  Planeten-  und  Cometen bahnen 

nichts  eDth.'ilt,    was  auch  jedeDralls  seinen  Unilang   zti  sehr  ver- 

güssert  haben  wörde.  Eben  so  freudii;  wie  das  Verdienst  dea 
srrn  Verfassers  erkennen  wir  aber  auch  wiederholt  das  Verdienst 
des  Herrn  Uebersetzers  an,  was  sich  ^derselbe  nicht  nar  durcb 
die  sehr  gute  Uebertragung  dieses  Werks  aus  dem  Russischen 
■n's  Deutsche  um  unsere  vaterländische  Literatur  insliesondere, 
sondern  auch  in  allgemein  wissenschattticher  Beziehung  durch 
manche  eigene  Zusätze  zu  diesem   in  so  vielen  Beziehungen  aus- 

gezeichneten  Werke  erworben  hat.  Wir  können  nicht  umhin,  dem 
lerrn  Verfasser  und  dem  Herrn  Ueborsetzer  aufrichtigst  zu  der 
nunmehrigen  Vollendung  dieses  Werkes  GlQcb  zu  wünschen,  und 
wollen  nun  noch  den  fnfaalt  des  zweiten  Tbeila  im  Allgemeinen 
angeben,  so  weit  es  hier  der  Raum  gestattet. 

S  1.  Fünfter  Alischnitt.  Von  den  verschiedenen 
Methoden  der  Lange  nbestimniung.  Dieser  Abschnitt  ge- 
hört natürlich  zu  den  wichtigsten  des  ganzen  Werks,  und  ist 
auch  anf  eine  dieser  grossen  Wichtigkeit  ganz  entsprechende 
Weise  behandelt  worden.  I.  Längenbestimmong  durch  Chrono- 
meterii bertrag ungen  (Hier  auch  z.  B.  von  8.  13.  —  S.  16.  „Ueber 
eine  beqneme  Methode  ztir  Bestimmung  der  sogenannten  persön- 
lichen Gleichung,  welche  zwischen  versübiedenen  Beobachtern 
stattfinden  kann").  —  ü.  Bestimmung  des  Längenunterschiedea 
durch  besondere  momentane  Signale,  und  zwar  entweder  durch 
Pulversignale ,  oder  mittelst  electromagnettscher  Telegraphen.  — 
IQ.  Allgemeine  astronomische  Methode  zur  Längenbestiinroung. 
Istens  Berechnung  der  Länge  aus  Mondfinsternissen  und  aus  den 
Verfinsterungen  der  Jupiterstrabanten.  ~2tens.  Berechnung  der 
Länge  aus  den  Sonnen  lins  ternissen  und  aus  den  Bedeckungen  der 
Sterne  und  Planeten  durch  den  Mond.  Mau  ivird  hier  Alles  finden, 
was  über  diesen  wichtigen  Gegenstand  bis  jetzt  bekannt  und  wirk- 
lich praktisch  anwendbar  ist.  Insbesondere  machen  wir  auch  auf 
die  von  S.  133.  angegebene  Darstellung  der  „Gaussischen  Methode, 
den  Verlauf  einer  Sonnentinsterniss  auf  der  Erde  überhaupt  zu 
berechnen"  aufmerksam,  welcher  der  Herr  Üebersetzet  zugleich 
eiiüge  eigne  werihvolle  Zus&tze  (Methode  de«  üebersetiet-s  zur 
Berechnung  des  Anfangs  und  des  Endes  der  Finsterniss,  so  nie 
der  grüesten  Phase  ,  mit  Hülfe  der  Gaussiscben  Methode. 
Beispiel  dazu )  beigegeben  hat.  Ausserdem  hai  derselbe 
nach  dieser  Methode  die  totale  Sonnenlinsterniss  am  28s ten 
Juli '1851.  auf  S.  1S9.  ff.  berechnet,  und  dadurch  die  prak- 
tische Anwendbarkeit  derselben  in  ein  sehr  helles  Licht  ge- 
setzt. Auf  S.  133.  wird  gesagt,  dass  diese  Ganssische 
Methode  zuerst  in  der  Dissertation  des  Herrn  G.  F.  Ursin:  De 
eelipsi  .s.olari  die  7.  Septembris  1820.  apparitura.  Haf- 
Diae  1820.  näher  erläutert  worden  sei.  Die  Melhode  kann  mit 
dem  Namen  einer  Projectionsmethode  belegt  werden ,  und  als 
Prolectionsebene  wird  (S.  133.)  die  Ebene  angenommen,  welcbu 
senkrecht  auf  der  Linie  zwischen  dem  Mittelpunkte  der  Sonne 
und  der  Erde  steht  und  in  der  INähe  der  Conjunctinn  des  Mondes 
mit  der  Sonne  durch  den  Mittelpunkt  des  Mondes  geht  Vielleicht 
dürfte  es  angemessen  sein,  bei  dieser  Gelegenheit  an  eine  schon 
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im  Jabre  1612.  erschienene  Dissertation  des  Herrn  Professors 
Gerling  in  Marburg  zu  erinnern»  welcbe  Hen  Titel  hat:  Me- 
thodi  projectionis  orthographicae  usum  ad  calcutos 
parallacticos  faciiitandos  explicavit  simulque  eclip« 
sin  solarem  die  VII.  Septbr.  1820.  apparituram  hoc 
modo  tractatam  mappaque  geographica  ilinstratam 
tanauam  exemplum  exposuit  Christianus  Ludovicus 
Geriing.  Gottingae.  1812.  4.  In  dieser  Dissertation  sagt 
der  Herr  Vf.  über  die  angenommene  Projectionsebene  auf  p.  2.: 
„Qnanquam  vero  ipsa  haec  pr^ectionis  methodus  ab  aiiis  aliter 
tractetur,  ut  postea  videbimus,  {amen  inter  omnes  convenit  unum 
idemque  planum  eligere»  ad  quod  omnia  puncta  in  hac  quaestione 
ob¥ia.perpendieulisdemissisreferantQr9  planum  pata»  in  noeam  re- 
ctam  Dxae  occultae  vel  soiis  eclipsin  aut  transitum  patientis  cen- 
trum  cum  terrae  centro  jun^entem»  perpendicuiare.  In  sequeutibus 
vero  patebit»  ex  innumeris  lis  planis,  quae  huic  conditioni  satis- 
faciunt,  optime  id  eligi,  quod  ipsum  lunae  vei  pianetae  solis  discum 
transmigrantis  centrum  transiens,  corporum  norum  orbitas  curvi- 
lineas  ita  sequatur,  ut  semper  sibi  ipsi  parallelura  moveatur'^  — 
Die  Methode  der  Längenoestimmung  durch  Mondsculminationen 
hat  in  dieser  Mr.  III  des  fünften  ^  Abschnitts  auch  eine  Stelle  ge- 
funden, und  man  findet  hier  eine  sehr  deutliche  Darstellung  der 
betreffenden  Methoden  von  Nicolai,  Struve,  u.  s.  w.  —  Sechster 
Abschnitt  Von  der  Berechnung  trigonometrischer 
Messungen.  Ausser  den  gewöhnlicheren  Methoden  hauptsäch- 
lich die  Methoden  vonBessel  und  Gauss,  Reduction  des  sphä- 
rischen Excesses,  kürzeste  Entfernung  zweier  Punkte  auf  der  Erde, 
deren  geographische  Lage  gegeben  ist.  u.  s.  w.  —  Erster  An- 
hang.  Beschreibung  und  G  ehr  auch  des  Spigel»ex  tau- 
ten. Sehr  ausführlich,  deutlich  und  praktisch.  Hierin  verschie- 
dene Methoden  der  Breiten  -  und  Längenbestimmung,  bei  denen  der 
Spiegelsextant  hauptsächlich  Anwendung  findet.  Correspondirende 
Hohen.  Circummeridian -Hüben.  Zwei  ausserhalb  des  Meridians 
gemessene  Höhen.  Gaussische  Methode  die  Polhöhe,  die 
Uhrcorrection  und  den  Fehler  des  Instrumentes  aus  den  Zeiten 

tbzuleiten,  wo  drei  verschiedene  Sterne  einerlei  Höhe  erreichen, 
[norre's  allgemeine  Auflösung  dieses  Problems,  sowohl  för  den 
Fall,  dass  nur  drei  Sterne  beobachtet  wurden,  als  auch  für  jede 
beliebige  Anzahl  von  Sternen  (Herr  Professor  Anger  in  Danzig 
hat  in  den  Schriften  der  dortigen  naturforscbenden  Gesellschall 
auch  eine  Auflösung , dieses  Problems  gegeben,  wo,  so  viel  uns 
jetzt  erinnerlich  ist,  auch  schon  der  Fall  einer  grösseren  Anzahl 
von  Sternen  ausführliche  Berücksichtigung  gefunden  hat.).  Be- 
stimmung des  Azimuths  terrestrischer  Gegenstände  mittelst  des 
Spiegelsextanten.  Bestimmung  der  geographischen  Länge  durch 
Monadistanzen.  Bor  da's,  Bessels  Methoden  u.  s.  w.  Ztoeiter 
Anhang,  Von  der  Interpolation.  Alles  praktisch  Wichtige 
enthaltend. 

Man  vTird  aus  dieser  Inhaltsangabe,  in  welcher  der  Beschränkt- 
heit des  Raumes  wegen  bei  Weitem  nicht  alles  Wichtige  Platz 
finden  konnte,  gewiss  die  Reichhaltigkeit  dieses  Werks  erkennen, 
und  unser  Drtheil  gerechtfertigt  finden,  dass  dieses  Werk  in  dem 
Kreise,  welchen  es  sich  selbst  gezogen  hat,  die  vollständigste 
Bearbeitung  der  praktischen  Astronomie  liefert,  welche  wir  bis 
jetzt  besitzen. 
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m  e  ch  a  n  i  k. 

Der  Attractionscalcül.  Eine  Monographie  von  Dr. 
Oskar  Schiomiich,  Prof.  der  höheren  Matnematik  und 
der  analytischen  Mechanik  an  der  K.  Sachs,  techn. 
ßildung;3anstait  zu  Dresden.  Mit  einer  Figuren  tafel. 
Halle.  Druck  und  Verlag  von  H.W.  Schmidt.  1851.  — 
58.  S.  in  Octav. 

(Angezeigt  vom  Herrn  Professor  Dr.  Möbius  in  Leipzig.) 

Eine  '  mit  der  an  ihrem  Verfasser  gewohnten  Klarheit  und 
Schärfe  geschriebene  Abhandlung.  Sie  zerfallt  in  zehn  Paragra- 
phen: §.  1.  Allgemeine  Begriffe  und  Formeln;  $.  2.  Anziehung 
sehr  weit  von  einander  entfernter  Massen ;  §.  3.  Anziehung  des 
abgestumpften  Kegels;  $.  4.  Anziehung  der  Kugel  undKu^elschaale. 
Der  übrige  Theil  der  Schrift  behandelt  das  so  vielseitig  schon 
in  Angriff  genommene  Problem  der  Attraction  eines  Ellipsoids: 
§.  5.  Anziehung  des  homogenen  dreiachsigen  Ellipsoids;  §.  6.  For- 
meln für  das  Kotationsellipsoid;  §.  7.  Das  Reductionstheorem  von 
Ivory.  Der  in  diesen  §§.  vom  Verf.  eingeschlagene  Weg  ist  demje- 
nigen ähnlich,  welchen  Poisson  in  seinem  Traite  de  Mecanique,  2. 
e^it.,  Tome  I.  Seite  185.  und  folg.  genommen,  nur  dass  H.  Schi, 
den  Gegenstand  auf  eine  für  den  Anfänger  fassUchere  W^eise 
darzustellen  und  die  Schlüsse  hier  und  da  schärfer  zu  begründen 
sucht. 

In  den  drei  noch  übrigen  §§.  (8.  9.  10.)  denkt  sich  der  Ver- 
fasser des  Ellipsoid  durch  F^lächen,  welche  seiner  Oberfläche  ähn- 
lich und  mit  itir  concentrisch  sind,  in  unendlich  dünne  Schichten 
zerlegt,  und  nimmt  an,  dass  die  Dichtigkeit,  welche  im  Vorherge- 
henden für  alle  Punkte  des  Ellipsoids  dieselbe  war,  von  einer 
Schicht  zur  anderen  nach  einem  beliebig  gegebenen  Gesetze  ver- 
änderlich sei.  Um  nun  auch  die  von  solch  einem  nicht  homoge- 
nen Ellipsoid  auf  einen  in  seinem  Inneni  oder  ausserhalb  lies^en- 
den  PuTikt  ausgeübte  Anziehung  zu  bestimmen,  beginnt  der  Ver- 
fasser den  Caicul  ganz  von  Neuem,  wobei    er  sic&  des  von  Le- 
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tropfbaren  flüssigeo  und  festen  Köq)ern.  Specifiscbes  Gewicht.  Be- 
wegung des  Wassers.  Gleichgewicht  und  Druck  der  Lufl.  Schall 
Ausdehnung  der  Körper  durch  die  Wärme.  tVärmecapacität  und 
Aenderung  des  Aggregatzustandes.  Dämpfe,  besonders  Wasser- 
dämpfe. Verbrennung  und  Heizung.  Geradlinige  Fortpflanzung 
des  Lichts.  Sehwinkei.  Schatten.  Geschwindigkeit  des  Lichts. 
Photometrie.  Reflexion.  Brechung.  Linsengläser.  Optische  In- 
strumente.   Magnetismus.    Electricität. 

Durch  grossere  Reichhaltigkeit  und  theilweise  grössere 
Schwierigkeit  der  Aufgaben  scheint  diese  Sammlung  Vorzüge 
vor  der  n*üher  erschienenen  Sammlung  physikalischer  Auf- 
gaben von  F.  Kries.  Jena  1843.  zu  haben. 


Vermischte  üchrifteii. 

The  Cambridge  and  Dublin  mathematical  Journal. 
Edited  by  W.  Thomson,  M.  A.  F. U. S.  E.  Vergl.  Liter.  Bericht 
Nr.  LVI. 

(Leider  ist  ans  Nr.  XXIV.  dieses  ausgezeichneten  Journals,  wahr- 
scheinlich durch  ein  Versehen,  noch  nicht  zug^egangen ,  und  wird  daher 
später  noch  angezeigt  werden.) 

Mo.  XXV'.  On  certain  General  Properties  of  Homogeneons 
Functions.  By  J.  J.  Sylvester.  —  On  the  Intersections  of 
TvFO  Conics.  By  J.  J. 'Sylvester.  —  On  certain  „Loci*'  con- 
nected with  the  Geodesic  Lines  of  Surfaces  of  the  Second  Order. 
By  John  Y.  Rutledge.  —  Two  Arithmetical  Theorems.  By 
Uenry  Wilbraham^(I)iese  Theoreme  sind  folgende:    I.  Let  m 

be  any  number  not  divisible  by  2  or  5^  and  suppose  —  vrhen  re- 

duced  to  a ,  circulating  decimal  to  have  a  recurring  period  of  p 
dijgits;  and  let  N  be  any  other  number,  in  which  the  number 
or  digits  is  greater  than  p:  if  iV  be  marked  off  into  periods  of  p 
digits  each  (beginning  at  the  units),  aud  these  several  periods, 
each  considered  as  a  number  consisting  of  p  digits ,  be  aidded 
together,  and  the  sum  be  n;  then,  if  n  be  divisible  by  m,  N  also 
wul  be  divisible  thereby;  and  if  71  be  not  so  divisible,  the  remain- 
der,  on  dividing  n  by  m ,  will  be  tbe  same  as  that  found  on  di- 
viding  iV  by  m;  or  in  other  words,  n  will  be  congruous  to  N  with 

respect  to  the  modulus  m.  —     IL  If  m   be   a  prime   number,    and 

1 
p  be  an  even  number,  N  may  be  divided  into  periods  of  -^p  di- 
gits each;  and  of  these  periods,  if  the  Ist,  3rd,  5th,  etc,  be  aid- 
ded together  and  also  the  2nd,  4th^  6th,  etc.  and  the  latter  sum 
subtracted  from  the  former,  and  the  difference  be  called  n;  then, 
RS  in  the  former  theorem ,  n  will  yield  tbe  same  remainder  as  N 
on  division  by  m.  If  n  be  negative  and  not  divisible  by  m,  4:he 
proper  remainder  is  the  difference  between  n  and  the  multiple  of 


Seite  217.  uud  21S.     Sie  «rgiebt  >»K-.b  hivr^.i^v^.     i.m    :.i...    ^..   -■ 
mit  Hiilie  des  hons^iien  TheiueL.s  di«- r..r:f:£-l  ..';  är.'u'  a.  •...:.  . 
eine«  Lllipsiöds   auf  tirieK  a-u^Nseifü    PeiiLi   «-i  :*•  i;  ivfl:      l.<'.i' 
Tmite  de<i>  foiict.   eili]»!.«    Tome   1..    paii.  554.  .   i.:.J   si>i!:-..  *.  >< 

(das  LegeiidreVchi-  Theorem   in  sich  s(htoÄSiT*.\  .  Koin  cl .    \  :.:\ 
dem  sie  auf  (lassende  Weise   umatl»iIütT    wi^riWi«.    i.Jjch    .'-.i.  IK 
mensioDen  des»  Ellipsoids    unter  dei  H\}Mii.h<s<'  «*i£e:c''i'.l.:'. .    .'..s> 
letzteres    Mch    .'ihulich    hleilit-ii    i^o'.I.    —      Mit   A; 'Nei^cJ :...$:    .l!t>'-> 
Verfahrens   wurden    sich ^  die    jlut    SthiiissfoTi^ul   N\  \'T.      "ih-c^. 
EotwickeluTigen.     mo2u    H.  Schi,    deii    K^.]...    >  ii:    S^-;:r    V^     h!^ 
41.    ond   in   hinzusetügten    an  sieh    sehr   sch»I:iLi■l•^^^eiIhl :.   N.'.:. 
von  Seite  51  ■  bis  5^.  verM endet,  autf  i'tna  ^iex   Seiten  ha.te'..   :o 
dnciren  lassen.  M 


Afstronomie. 

l'  r  :i  n  o  >.      S  y  lu*  h  r  u  n  i  s  c  h       c  c  o  r  d  ii  o  K        I  p  h  e  iii  o  r  .  .:  e 
aller  !1  i  r:i :»» e  l  s  e  r  s  ch  e  i  ?i  p  n  -r  e  n    des  Jahres  1  s5  1 .    o  r .'» t  e  > 
Se m e s t  e r.     V  *•  m  J  :i h r e  1  >> 4 1>  an  h  e r a  n  s a  e  s»  e b e n  ^  i» r.    d  «^  r 
K I»  n i  s:  I  i  eil  e  n     T  n  m  e  r  s i  t  :i  t  s  -  S  t  e  r  n  n  a  r  t  o     7  u     H  r  e  >  I  .>  i 
Sech  sf  er  Jahrifan  s.     Hreslaii.   In51. 

Zweck   und  Tendenz  die>er   sehr  er:>jiU'hlons«or!hen  Kiiliciuc' 
ride   sind   aus    anseren   fiubereii   Bericbifu    hinreiohond    boK.11  m 
Wir  machen  aber  daraut  aufmerksam,  dass^on  jelyt  an  die  ^eNNi» 
8ehr  z%%'eckm.'i>sis:e  Eiiirichtuns!    ^^etpiffon    worden   ist,    da>s    dio 
selbe  in  sechs  .Munate  umfassenden  iloficn  er>cboi!it.     Diom-  Kih 
richtung  >\ird  der  weiteren  Verbreituiiiz  dii>.<*or  E!photncri()o  L:c^^iN> 
sehr  förderlich  sein,  da    die   eiuzehien  Minute  nun  t'rüboi    in  die 
HSnde  der  Beobachter  gelaneen. 


Physik. 

Aufgaben  aus  der  Physik  nebst  ihren  AutUisun^en 
Zum  Gebrauch  für  Lehrer   und  Schüler  an  höheren  V i\ 
terrichts  anstatt  en    und   besonders    beim  Selbst  unter 
rieht  l»ear beitet  von   Dr.  (\Fliedner.  Hauptlehrer  an  der 
Realschule   zu   Hanau.     1^1  it  91  Holzschnitten.    Hraun- 
sehwcii;    iS5i.  8. 

Diei«e  Sanimlung  von  vorzugsweise  aus  dem  (icliiete  der  nia- 
thematischen  Physik  entnommenen  Aufgaben  .scheint  uns  ihrem 
Zwecke    recht    wohl    zu   entsprechen,    und    verdient    Lehrern   der 


laGbe    3lascninen.  i.enirnugai-   nnu    i  eniriftoraiKran.      ^>  irkuni^ei 
der  Schwerkraft  l»ei  Bewegungen  auf  \  orixescbriebeiuMn  >\  fue  ^^IVn 
del).      Stoss.      Reibung.     Festigkeit.     (ileirb;:(M\ii-bt    uful    l>rurk 
tropfbarer    Flüssigkeiten    in   GeHissen.      libMrbuewioht    /\\isrhoii 
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tni|ifliureii  flfi«8i^cn  und  festen  Körpern.  Specißsches  Gewicht.  Bi- 
ivüginitf  (Ich  WoMüerH.  GleicbeeH'icht  und  Druck  der  Luft.  ScküL 
AuHdemiuii^  der  Körper  durch  die  Wärme.  tVärmecapacitat  und 
Aoiiderung  de»  Aggregatzustandes.  Dämpfe ,  besonders  Wasser- 
dUmpfe.  Verbrennung  und  Heizung.  Geradlinige  Fortpflanzung 
tles  Licbtü.  tSchwinkel.  Schatten.  Geschwindigkeit  des  Lichts. 
IMiotüuietrie.  Uelloxion.  Jlrechung.  Linsengläser.  Optische  In- 
ätrunientü.     Magnetismus.    Electricität. 

Durch  grössere  Jleichhaltigkeit  und  theilweise  grossere 
St;lnvierigkeit  der  Aufgaben  scheint  diese  Sammlung  Vorzuge 
vtir  der  fr  über  erschienenen  Sammlung  physikalischer  Auf- 
gaben von  F.  Kries.  Jena  1843.  zu  haben. 


Vermischte  Schriften. 

The  Cambridge  and  Dublin  mathematical  JonrnaJ. 
Kdited  bv  \Y.  Thomson»  M.  A.  F. II. S.  E.  Ver^l.  Liter.  Bericfct 
Nr.  LVI. 

(Leiiler  iitt  uii«  Nr.  WIV.  dieaea  aus^ezeichneteD  Joamal«,  waftr- 
«i-K«iulicK  duri'h  vid  Ver«eheii,  noch  nieht  zngegaogeD,  und  wird  ifthcr 
itpäter  noch  angezeigt  >*frdeu.) 

^ko.  \XV.  On  certaiu  General  Properties  of  Uomo^eneons 
Fuucttous.  By  J.  J.  Svlvester.  —  On  the  Intersectioos  of 
Two  Conies.  By  J.  J. 'Sylvester.  —  On  certain  „Loci**  con- 
nected wlth  the  tieodesic  Lines  of  Surfaces  of  the  Second  Order. 
By  JohnY.  Rtttledire.  -^  Two  Arithmetical  Theorems.  By 
Heury  Wilbraham  (Diese  Theoreme  sind  folgende:    L  Let  m 

be  auy  uumbe'r  not  divlsible  by  2  or  5,  and  suppose  ~  vrhen  re- 
duceJ    to  a  circulatinsc  decimal  to  have   a   recurrin?  period  of  p 


oaoh  coujiiiderevl  as  a  uumber  cousistiusi  oIl  a  di^its ,  be  added 
lu^ether.  aud  the  sum  be  »:  theu»  if  n  lie  divie»ible  by  m,  JTT  ahso 
>vill  be  divisible  thereby;  and  if  n  be  not  so  divisible^  tfaeremaio- 
der.  Oll  divtdln^  u  by  m ,  will  be  tbe  sanie  as  tfaat  found  on  di- 
vidiiig  JV  by  .71;  ur  iti  other  words.  «will  be  cou^ruoiu»  to  3' with 
lespect  to  (he  motlulus  /n.  —     iL  If  m    be   a  priiiie   number,    and 

/>  be  an  eveii  imiuber,  y  may  be  divided  iiito  periotls  of  -^p    di- 

;;(U  Oiicb:  aiiJ  v>f  these  perioJs,  if  the  Ist.  Jrd.  5tfa,  etc,   be   ad- 

lied  lu^ochoi'  ii:i>l  aIi>o  the  *iiiJ,  4t h  .  (itfa,  etc.  and   the  latter  smn 

NutracKM  iViMii  che  foriuer.  aud  tho   iliJference  be  oalied  n:  theii. 

^•11  tho  ruifiior  thoi»it.Mii .   fi  will   vieid  the  ^inie  remainder  a«   .X 

^t  iIivie«ioii  !»\   'A,     It   '(  hc  iK>«;:invi«    ;iii«l    iiiic  (üvi^ible   by  m,    the 

iio^tei  ivMitiMKloi   1:«  rj|,>  ilidWt»(ii*t*  l)erwe**i«   n  iiud  ihe  multiple  'il 
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Bei  Eröffnung  des  versiegelten  Zettels  ergab  sich  als  der 
Verfasser  dieser  Abhandlung 

Julius  Zechy 
Dr.  pbil.  in  Stuttgart. 

II.  Preisfrage  für  das  Jahr  1852. 

Aus  der  Astronomie.    Für   das  Jahr  1852. 

Der  Verfasser  der  von  unsrer  Gesellschaft  in  diesem 
Jahre  mit  dem  Aceessit  ausgezeichneten  Abhandlung  ,,über 
die  Mondfinsternisse  des  Almagest%  Herr  Or.  Zech  in  Stutt- 
gart, hat  durch  Berechnung  dieser  Finsternisse  mittelst  der 
bamoiseau'schen     Mondtafeln     als      ziemlich     sichres     Resultat 

fefundeu  ,  dass  in  genannten  Tafeln  die  hundertjährige 
Lnoteubevvegung  des  Mondes  um  etwa  1',?  zu  vermindern,  also 
=  134^  8' IS'^  zu  setzen,  und  die  hundertjährige  mittlere  ßeueguni; 
des  Mondes  um  etwa  0',5  zu  vermehren,  also  =307^  53'  VI" 
anzunehmen  sei.  Da  mit  Anwendung  dieser  Correctionen,  welche 
den  bekannten  Airy 'sehen  nahe  kommen,  es  Herrn  Zech  gelungen 
ist,  die  19  Finsternisse  des  Almagest  im  Ganzen  sehr  befriedigend 
durch  Rechnung  darzustellen,  so  findet  sich  die  Gesellschaft  ver- 
anlasst, folgeu<!e  neue  Preisaufgabe  vorzulegen: 

,,die  unten  verzeichneten ,  auf  zuverlässigen  Angaben  von 
Schriftstellern  des  classischen  Alterthums  beruhenden  Finster- 
nisse nach  den  Damoiseau'schen  Mondtafeln,  mit  Hinzufii- 
gung  der  vorbemerkten  zwei  Correctionen  zu  berechnen,  da- 
fern  jedoch  die  Resultate  der  Rechnung  nicht  eine  zureichende 
Uebereinstimmung  mit  den  Angaben  der  Schriftsteller  zeigen 
sollten,  zu  untersuchen,  ob  und  welche  mit  der  historischen 
Chronologie  vereinbare  Abänderungen  der  für  jene  Finster- 
nisse seither  angenommenen  Jahre  etwa  zu  befriedigeiideron 
Ergebnissen  führen  möchten."  ' 


Verzeichniss  der  zu  berechnenden  Finsternisse. 

1.  0  F.  zu  Sardes,  im  zeitigen  Frühjahr,  Ol.  74,  4. 

Herod.  7,  37.  (Schol.  Aristid.  p.  222)  480(V)vorrhr 

2.  0  F.  zu  Athen,  nach  Mittag,  im  Sommer 

Ol.  87, 2.  Thuk.  2,  28.  3.  Aug. 431      „     „ 

3.  0  F.  zu  Athen,  im  Anfange  des  Frühjahrs 

Ol.  88,  4.  Thuk.  4,  52.  20.März424      „    „ 

4.  5  F.  zu  Syrakus,  im  Spätsommer  Ol.  91, 4. 

Thuk.  7,  50.  Plut.  Nik.  23,  28.  27.  Aug.  413      „    ,, 

5.  3)  F.  zu  Athen,  Abends,  Ol.  93,  3.  Xen. 

Hell.  1,  6,  1.  15.  April  406       „ 

6.  0  F.  zu  Athen  Ol.  94.1. Xen.  Hell.  2,3,4.        2.  Sept.  404      ,» 

7.  0  F.inBüotien,  imSommer  01.96,3.Xen. 

Hell.  4,  3,  10  13.  Aug.  394      ^' 


ff 
ff 


\ ' 
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8.  3)  F.zaArbela,aml5.ßoedroiiiioD01.112, 

2.  Plot.  Alex.  3i.ArriaD.  Anab.  3,  7,  6 
a.  15,  7.  Vgl.  Ptolem.  Geogr.  1.  4  Pilo, 
hwt.  nat  2.  70. 

9.  0  F.  zwi«cheD  Sicnlien  und   Africa  Ol. 

117,  2.  Diod.  20,  6.  Just  22,  6. 

10.  3)  F.  in  Makedonien,  am  3.  rum.Septbr.  586 

n.  c.  Cic.  d.  rep.  1, 15.  Plin.  2,  12.  Plat. 
Aem.  Paul.  l7.Llv.44,37. 

11.  })  F.  in  Pannonien.  Tae.  Ann.  1,28.  Dio 

Cass.  57,  4. 

12.  0  F.  zaRom.Tac.  Ann.  14, 12.PUn.  h.  n. 

2.  70.  Oio  Cass,  61,  16. 

13.  J  F.  zu  Rom  ,  „        .  ^    .« 

14.  0  F.  daselbst  I  *^'*"-  **"^*-  "^*-  ^'  *^- 

15.  0  F.  in  Sicilien,  um  Mittag,  Firmic.  Mat. 

astr.1.2. 

16.  0  F.  inMesopotamien,  beiSonoenaufgang. 

Ammian.  ^larc.  20,  3. 


iU.Sept331 

■ 

vorChr. 

14.Aog.310 

»•    •• 

il.Jonll68 

t?    •• 

26.Sept  UnachChr. 

30.  April  59 
4.  März  71 

19.  März  — 

99              - 

17.  Jnli  334 

ff               *• 

27.  Aug.  360 

3»                 •• 

Die  Preishewerbungsschriften    sind    in   deutscher,    latei- 
nischer  oder   französischer    Sprache  zu  verfassen,     müssen 
deutlich  geschrieben  und   paginirt,   ferner   mit  einem  Motto 
▼ersehen   und  von  einem  versiegelten   Zettel    begleitet  sein,  der 
ausH'endig  dasselbe  Motto  trägt,  inwendig  den  Namen  und  ülohn- 
ort  des  Verfassers  angiebt.      Die   Zeit  der  Einsendung  endet  für 
das  Jahr    der    Preisfrage    mit  dem    3ionat   November;   die 
Adresse  ist  an   den  jedesmaligen  Secretair  der  Gesellschaft  (für 
das  J.  1851  an  den  ordentl.  Prof.  der  Mineralogie  und  Geoguosie 
an  der  Universität  zu  Leipzig  C.  F.  Naumann)  zu  richten.     Der 
ausgesetzte  Preis   beträgt  fiir  die  Aufgabe  aus  der  Astrooomie  24 
Ducaten. 


Druckfehler. 

In  der  Ueberschrift  des  Aufsatzes  Nr.  XXXVII.  in  Tbl.  XVI. 
Heft  4.  S.  424.  s.  m.  „Scheffler"  statt  „Seheffler". 
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